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Modelacion de valores maximos de ozono

Resumen

El cambio climatico se ha convertido en un tema IMPORTANTE durante los ultimos
anos. Hay una gran preocupacién en muchos paises por disminuir las constantes emisiones
de contaminantes a la atmosfera de la Tierra. Algunas Ciudades més desarrolladas y por
lo tanto mas contaminadas, tienen su propio sistema de monitoreo para evaluar la calidad
del aire. Tal es el caso de la zona metropolitana de Guadalajara, México. Tiene su red
automatica de monitoreo atmosférico, que consiste en ocho estaciones de monitoreo.

Este trabajo de tesis, esta interesado en las lecturas maximos diarias del ozono proce-
dentes de la estacion de monitoreo Centro, ubicada en la zona centro de Guadalajara.
La base de datos que se considera contiene las observaciones correspondientes al periodo
1997 — 2008.

Nuestro objetivo es ajustar el modelo de probabilidad conjunta propuesta por Villasenor
y Gonzalez (2010),y la distribucién Pareto Generalizada (DPG) a la base de datos men-
cionada anteriormente.

Para la estimacién de algunos de los parametros que intervienen en los dos modelos se
hace uso de la metodologia propuesta por Ferro y Segers (2003).

En base a pruebas estadisticas se obtuvo que el modelo de probabilidad conjunta, prop-
uesto por Villasenor y Gonzélez (2010), ofrece un mejor anédlisis estadistico para este tipo
de datos.

Las conclusiones son las siguientes.

1. Los dos modelos propuestos proporcionan un buen ajuste a la base de datos que se
considera.

2. El modelo de probabilidad conjunta es mejor que el modelo de la DPG, ya que pro-
porciona un analisis estadistico méas detallado, debido al hecho de que se esta con-
siderando una variable adicional, lo cual es 1til para la obtencion de algunos resul-
tados concretos.

Palabras clave: Indice extremo, Grupos de datos, Modelando probabilidades de datos.
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Modelacion de valores maximos de ozono

Abstract

Climate change has become an importante issue during the latest years. There is a
great concern by many countries to constantly diminish the pollutant emissions to the
earth atmosphere. Some the most developed cities and therefore the most contaminat-
ed ones, have their own monitoring system for assessing air quality. Such is the case in
the metropolitan zone of Guadalajara, Mexico. It has its automatic net for atmospheric
monitoring which consists of eight monitoring stations.

In this thesis work we are interested in the dairy maximum ozone readings coming from
the Center monitoring station, located in the Guadalajara downtown zone. The consid-

ered data base contains the observations corresponding to the period 1997 — 2008.

Our aim is to fit the joint probability model proposed by Villasefior and Gonzalez (2010),
and the Generalizad Pareto distribution (GPD) to the database mentioned above.

To estimate some of the parameters involved in the models we make use of the method-
ology proposed by Ferro and Segers (2003).

On the basis of statistical tests, it turns out that the joint model proposed by Villasenor
and Gonzélez (2010) offers a better statistical analysis for this type of data.

The conclusions are as follows.

1. Both proposed models provide a good fitting to the considered data base.

2. The joint probability model is better than the GPD model, since it provides a more
detailed statistical analysis due to the fact that it considers an additional variable,
which is useful for obtaining some specific results.

Key words: Extremal index, Data clusters, Probability data modeling.
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Capitulo 1

Introduccion

Guadalajara es la capital del estado de Jalisco y cabecera del zona Metropolitana de
Guadalajara (ZMG). La ZMG, esta integrada por 8 municipios del estado de Jalisco que
son: Guadalajara, El Salto, Tlajomulco de Zuniga, Tlaquepaque, Tonald, Zapopan, Jua-
nacatlan e Ixtlahuacan de los Membrillos. En al anio del 2005 la ZM G agrupaba alrededor
de 4,000, 000 habitantes, segin censo del INEGI 2005. La ZMG es la segunda en el pais
por su poblacién después de la Zona Metropolitana de la Ciudad de México. Debido a
la industria, entre otras fuentes de emisién, los contaminantes como el mondxido de car-
bono (CO), biéxido de nitrégeno (NOs), ozono (O3) y biéxido de azufre (SO,), afectan
a la ZMG (INEGI !'). Las concentraciones de dichos contaminantes son evaluados por
la Red Automatica de Monitoreo Atmosférico de la zona Metropolitana de Guadalajara
(RAMAG), la cual estd constituida por ocho estaciones de monitoreo: Aguilas, Atemajac,
Centro, Loma Dorada, Miravalle, Oblatos, Tlaquepaque y Vallarta.

En este trabajo nos enfocamos solamente al estudio del ozono. El ozono es un gas que
estd presente tanto en la atmédsfera superior de la Tierra (ozono estratosférico), como a
nivel del suelo (ozono troposférico), y dependiendo de su ubicacién puede ser bueno o
malo.

El ozono estratosférico, se origina de forma natural en la estratésfera (entre 12 y 50 kms
a partir del suelo), mediante la fotodisociaciéon del oxigeno producida por la radiacién
solar ultravioleta. Este, permite que se lleven a cabo diversos procesos en los ecosistemas
naturales, a nivel celular; filtra y modera la intensidad de la radiacion solar ultravioleta
y otras particulas energéticas que inciden sobre la superficie terrestre.

El ozono troposférico, estd a nivel de la tropésfera (de 0 a 12 kms a partir de la super-
ficie terrestre). La reaccién fotoquimica se produce cuando los 6xidos de nitrégeno y los
compuestos organicos volatiles reaccionan con la luz solar, lo que produce un atomo libre

'Publicacién en linea, disponible en internet en el sitio http://www.inegi.org.mx/Sistemas/temasV2/
Default.aspx?s=est&c=21385 [con acceso el 11 — 12 — 2010].



1. Introduccion

de oxigeno (0), el cual puede adicionarse a una molécula de oxigeno (O3) y formar una
molécula de ozono (O3). Este proceso es reversible y esta condicionado por la intensidad
de la radiacion solar.

Los niveles del ozono troposférico para las ocho estaciones de monitoreo, se miden con el
indice metropolitano de la calidad del aire (IMECAS), el cual consiste en una conversién
de las concentraciones de los contaminantes a un ntmero adimensional, que indica el
nivel de la contaminacién de una manera accesible para la poblacién; de aqui en adelante
cuando hablemos del ozono nos estaremos refiriendo al ozono troposférico. El IMECA
se utiliza en todo el mundo, y tiene como propdsito informar a la poblacion de manera
clara, oportuna y continua sobre los niveles de contaminacién atmosférica, los probables
danos a la salud y las medidas de proteccion que se pueden tomar. Otra medida que
existe para medir las concentraciones de ozono en el medio ambiente son las partes por
millén (ppm ), la cual es la relacién del volumen del ozono en un millén de volimenes de
aire.

La calidad del aire de una region esta asociada al volumen, calidad y tipo de combustibles
consumidos, equipos de combustion de las plantas industriales y de servicios, tecnologias
de control y combustion de emisiones en vehiculos, ubicacion y condiciones meteorolégi-
cas, asi como la interaccion entre los diferentes contaminantes y los componentes del aire
que modifican la quimica atmosférica.

El Cuadro 1.1 muestra la equivalencia entre IMECAS y ppm del ozono, ademas de su
relacion con la calidad del aire.

Cuadro 1.1: Intervalos de valores para el ozono.

Intervalo del IMECA Intervalo de concentraciones (ppm) Calidad del aire

0—50 0.000 — 0.055 buena
51 — 100 0.056 — 0.110 regular
101 — 150 0.111 — 0.165 mala
151 — 200 0.166 — 0.220 muy mala
> 200 > 0.220 extremadamente mala

Cuando la calidad del aire es buena se pueden llevar a cabo actividades al aire libre.
Cuando es reqular se pueden presentar posibles molestias, en los individuos sensibles,
tales como efectos respiratorios debido a un prolongado esfuerzo al aire libre. Una mala
calidad provoca asma, tos y dolor de cabeza en los ninos y los adultos mayores con
enfermedades cardiovasculares y (o) respiratorias. Si la calidad es muy mala los efectos
adversos a la salud son mayores en la poblacion en general, los individuos sensibles pueden
experimentar tos y dolor agravados, ademés se reduce la funcion de los pulmones. Por
ultimo si la calidad es extremadamente mala, la poblacién puede experimentan sintomas
respiratorios severos y respiracién débil, por lo cual se recomienda no salir de casa ademas
de cerrar puertas y ventanas.



1.1. Antecedentes

Para las ocho estaciones de monitoreo del area Metropolitana de Guadalajara, se cuenta
con los registros maximos diarios de ozono, desde 01/11/95 hasta el 31/12/09 (Datos
proporcionados por: Martinez, 2010).

La Figura 1.1, muestra el nimero total de los maximos diarios de ozono que rebasaron
los 100 IMECAS en los ultimos 14 anos, para las ocho estaciones de monitoreo.
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Figura 1.1: Estaciones de monitoreo que reportan niveles de ozono mayores a los 100
IMECAS en los dltimos 14 anos.

Notese que la estacion Centro es la que cuenta con mas observaciones mayores a 100
IMECAS; seguida por la estacién Atemajac. En la Figura 1.2 se observan las tendencias
del ozono en IMECAS para la estacion Centro en los ultimos 14 anos. Los niveles del
ozono oscilan entre el 0 y 266 IMECAS. Nétese que antes del 13/03/98, los niveles del
ozono rebasan los 200 IMECAS, mientras que después de esta fecha los niveles del ozono
se mantienen por debajo de los 200 IMECAS.

En general es dificil tratar de predecir la tendencia del ozono para la estacion Centro con
la grafica anterior. Estos datos tienden a estar correlacionados lo cual dificulta su anélisis
estadistico. Otro problema es la existencia de observaciones faltantes en la base de datos,
debido a fallas en el equipo de monitoreo. En las ocho estaciones de monitoreo, existe el
problema de datos faltantes.

1.1. Antecedentes

Sénchez (2001), hace un andlisis de los datos de ozono para la estacién Centro de la zona
Metropolitana de Guadalajara, correspondiente al periodo 01/11/95 al 30/08/99. Fijan-
do un umbral de 110 ppm ajusta una distribucién Pareto Generalizada. Para estimar
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Figura 1.2: Registros de los méximos diarios del ozono durante los iltimos 14 anos
para la estacion Centro.

los parametros de esta distribucion hace una exploracién entre los métodos de: maxima
verosimilitud, de momentos, de probabilidades ponderadas, de elemental percentil y es-
timacién beyesiana. Con base en el sesgo y la raiz del error cuadrado medio sugiere que
por estimacion bayesiana se obtienen las mejores estimaciones para los parametros de la
distribucién Pareto Generalizada.

Hernandez (2009), hace un andlisis estadistico para el ozono para siete estaciones de
monitoreo del area Metropolitana de Guadalajara. Los registros tomados en cuenta van
desde el 6 de enero de 1997 al 31 de diciembre del 2006. En ese trabajo se consideran el
maximo de ozono entre las 12 y 17 horas de toda la red de monitoreo de cada dia. Ademas
considera siete variables atmosféricas que son: promedio del minimo del viento (vv),
promedio méaximo de temperatura (tem), promedio del minimo en humedad (h), rango
de velocidad del viento (rvv), rango de temperatura (rtem) y rango de humedad (rh). El
modelo que emplea para el andlisis de estos datos es un modelo autoregresivo de orden
6. Apoyandose de las graficas de la densidad estimada de los residuales, cuantil contra
cuantil y residuales contra tiempo, asegura que el ajuste del modelo es relativamente
bueno.

Villasenior y Gonzélez (2010), analizaron los maximos diarios de ozono correspondientes a
los anos 2003 al 2007 para la estacién de verano de la estacion de monitoreo del Pedregal
de la ciudad de México. Asumiéndose estacionaridad estricta para este conjunto de datos,
se fijo un umbral v = 110 ppm y se agruparon los datos (Ferro y Segers, 2003a). De los
grupos de excedencias, se obtuvieron los excesos maximos de cada uno estos grupos.



1.2. Objetivos

Villasetior y Gonzdlez (2010), proponen una distribucién de probabilidad conjunta, con
la cual se pueda modelar los excesos maximos de grupo tomando en cuenta los tamanos
de los grupos.

1.2. Objetivos

De los registros de ozono, que corresponden a los méaximos diarios, monitoreados en el
area Metropolitana de Guadalajara, se determinara una base de datos para ser analizada,
tal que cumplan con la hipdtesis de estacionaridad estricta. Luego se fijara un umbral u, y
se le aplica la técnica de Ferro y Segers (2003a) para obtener los grupos. Una vez formados
los grupos de excedencias se podran determinar los excesos de grupo. En funcién de los
grupos y los excesos maximos de cada grupo, se platean dos enfoques:

1. Tomar en cuenta los excesos maximos de cada grupo y los tamanos de los grupos,
para ajustar la distribucion de probabilidad conjunta propuesta por Villasenor y
Gonzélez (2010).

2. Considerar los excesos maximos de cada grupo, y ajustar la distribucién Pareto
Generalizada

A los dos modelos que se obtengan, se les aplicaran las pruebas correspondientes para
validar su bondad de ajuste a la base de datos en cuestién; y se discutiran las posibles
ventajas que cada uno pueda ofrecer en la modelacién de valores extremos.

1.3. Metodologia

Al considerar los maximos diarios de ozono, y por el hecho de ser observaciones en el
tiempo, tiende a existir dependencia entre las observaciones. La teoria de valores extremos
sugiere que se formen grupos independientes y después se tomen los maximos de cada
grupo para ayudar con dicho problema.

Considerando los maximos diarios de ozono durante los tltimos 14 anos, para las ocho
estaciones de monitoreo, se determinara una base de datos que cumpla con la hipotesis
de estacionaridad estricta.

Ferro y Segers (2003a) propone un esquema de agrupamiento automético. Nosotros em-
plearemos este enfoque para formar los grupos. Se fijara un umbral u y se determinaran
los excesos maximos de cada grupo. En base a lo anterior se ajustara una distribucién
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Pareto Generalizada y la distribucién de probabilidad conjunta (Villasefior y Gonzéilez,
2010). En ambos anélisis se aplicardn las pruebas estadisticas correspondientes para val-
idar nuestras hipotesis.

1.3.1. Selecciéon de la base de datos

En 1975 se iniciaron trabajos de monitoreo atmosférico en la ciudad de Guadalajara
con equipo manual. En 1993 el gobierno del estado de Jalisco adquiri6é parte de la red
de monitoreo atmosférico automatico y en 1995 quedé finalmente a cargo de todos sus
componentes.

Desde su integracién, la RAMAG es operada por el gobierno del Estado, a través de la
Secretaria de Medio Ambiente para el Desarrollo Sustentable (SEMADES).

Cada estacién de monitoreo de la red, cuenta a su vez con 8 sistemas de monitoreo me-
teorolégico que miden la direccion y velocidad del viento, asi como la temperatura y
humedad relativa, estos sistemas de monitoreo se localizan en los mismos sitios en que se
ubican las casetas de monitoreo atmosférico, y la Comision Estatal de Ecologia del Gob-
ierno del Estado de Jalisco (COESE), es la encargada de la operacién y mantenimiento.

El Cuadro 1.2 muestra la ubicacién de las ocho estaciones de monitoreo.

Cuadro 1.2: Red automatica de monitoreo atmosférico de la ZMG.

Estacion Ubicacion

Vallarta (VAL) Zona poniente de Guadalajara
Centro (CEN) Zona centro de Guadalajara
Miravalle (MIR) Zona sur de Guadalajara
Oblatos (OBL) Zona norte de Guadalajara
Atemajac (ATM) Zona norte de Zapopan
Aguilas (AGU) Zona poniente de Zapopan

Loma Dorada (LDO) Zona oriente de Tonald
Tlaquepaque (TLA)  Zona oriente de Tlaquepaque

Se consideran los maximos diarios de ozono, desde 01/11/95 al 31/12/09, para las ocho
estaciones de monitoreo. Luego dividimos a este conjunto de observaciones en las esta-
ciones del ano, es decir, primavera, verano, otono e invierno; todo esto con la finalidad
de observar en que época del ano existe un mayor incremento de ozono.

El Cuadro 1.3, que corresponde a la estacién de primavera, muestra el nimero total de
observaciones y el total de datos faltantes cuya suma da un total de 1288. En el cuarto
renglén del Cuadro, se muestra el total de observaciones que rebasan los 100 IMECAS.



1.3. Metodologia

Cuadro 1.3: Maximos diarios del ozono emitidos en primavera 1996 — 2009.

Total AGU ATM CEN LDO MIR OBL TLA VAL
Observaciones 1268 1263 1264 1279 1275 1000 1268 1259
Valores Perdidos 20 25 24 9 13 288 20 29
Valores > 100 150 202 270 276 230 224 178 194

El Cuadro 1.4 corresponde a la estacién de verano. Las observaciones que rebasan los
100 IMECAS, las cuales se muestran en el cuarto renglén, disminuyen para las ocho
estaciones, en comparacién con el Cuadro anterior.

Cuadro 1.4: Maximos diarios del ozono emitidos en varano 1996 — 2009.

Total AGU ATM CEN LDO MIR OBL TLA VAL
Observaciones 1243 1198 1249 1276 1257 1039 1212 1208
Valores Perdidos 45 90 39 12 31 249 76 80
Valores > 100 69 42 58 52 52 33 40 72

El Cuadro 1.5 corresponde a la estacion de otono. Nétese que para otono las ocho esta-
ciones de monitoreo, cuentan con un mayor niimero de observaciones que rebasan los 100
IMECAS en comparaciéon con la estacion de verano. Los valores del segundo y tercer
renglén dan un total de 1324 para cada una de las ocho estaciones de monitoreo.

Cuadro 1.5: Maximos diarios del ozono emitidos en otono 1995 — 2009.

Total AGU ATM CEN LDO MIR OBL TLA VAL
Observaciones 1319 1279 1319 1316 1296 1049 1234 1277
Valores Perdidos 5 45 5 8 28 275 90 47
Valores > 100 91 147 138 97 89 130 78 125

Por ultimo, el Cuadro 1.6 corresponde a la estacién de invierno. La suma del segundo y
tercer rengléon dan un total de 1275 para cada estacion de monitoreo.

Obsérvese que en el Cuadro 1.3 que corresponde a la estacion de primavera, es el que
cuenta con mas observaciones que rebasan los 100 IMECAS; las estaciones de Loma
Dorada y Centro son las que destacan con 276 y 270 observaciones respectivamente.

Para el desarrollo de esta tesis, se trabajara con los valores maximos diarios de ozono de
la estacion Centro. Es decir, la base de datos cuenta con un total de 1264 observaciones
emitidas en primavera en el periodo 1996 al 2009. En la Figura 1.3, se muestra la gréafica
de las 1264 observaciones.

En el Cuadro 1.3, se observo que son 270 observaciones que estan por arriba de los 100
IMECAS.



1.3. Metodologia

Cuadro 1.6: Miximos diarios del ozono emitidos en invierno 1995 — 2009.

Total AGU ATM CEN LDO MIR OBL TLA VAL
Observaciones 1246 1259 1263 1268 1243 998 1236 1253
Valores Perdidos 29 16 12 7 32 277 39 22
Valores > 100 64 180 153 108 85 135 72 113

200 4
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Figura 1.3: Valores maximos diarios de ozono emitidos en primavera en el periodo
1996 — 2009 de la estacién Centro.



Capitulo 2

Distribucion Pareto Generalizada

2.1. Distribucion de Valores Extremos Generalizada

X, . vari . . . —_—
Sea X1, ..., X,, una secuencia de variables aleatorias independientes observadas en el tiem
po, teniendo por funciéon de distribucién a F'.

Sea
M, = méx{Xy,..., X,,}.

En teoria de distribuciones

Notese que F' es desconocida, que si bien puede ser estimada de los datos observados, no
es recomendable.

La distribucién del valor extremo generalizada, es la distribucién que se ajusta a los maxi-
mos de bloques independientes de observaciones adecuadamente normalizadas y surge a
partir del desarrollo del teorema de Fisher-Tippet.

Teorema 1 (Fisher-Tippett, Gnedenko) Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias
iid con una funcion de distribucion comin F(z). Si existen sucesiones de constantes de



2.1. Distribucion de Valores Extremos Generalizada

normalizacion {a, > 0} y {b,} € R
yuna funciondedistribucion Hnodegenerada, talque lim,, ., P (M < z) = H(z),

an

entonces H(z) pertenece a alguna de las siguientes familias:

1. Gumbel (colas medias)

A(z) =exp {—exp [— (Z—’b)} }, —00 < z < o0

a

2. Fréchet (colas gruesas)

@(Z):{ exp {—[-(59)"]}, = <b.

1, z > b,

donde a >0y a > 0.

Las tres familias pueden ser combinadas en un solo modelo, la Distribucién de Valores
Extremos Generalizada (DVEG) dada por

1+7(Z;”)_1}, (2.)

tal que —oo < pu < 00, 0 >0, —00 < v < 00, donde

H(z) :exp{—

i = parametro de localizacion,
o : = parametro de escala,
v : = parametro de forma.

Cuando v > 0, se tiene la funciéon de distribucién Fréchet, cuando v < 0 se tiene la
funcién distribucion Weibull. Con v = 0 se obtiene un subconjunto de la DVEG, que es
interpretado como el limite de H(z) cuando 7 — 0. Dicho subconjunto representa la
familia Gumbel.

El resultado anterior se enuncia con el siguiente teorema
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2.2. Distribucion Pareto Generalizada

Teorema 2 (Distribucion de Valores Extremos Generalizada) Si existen secuencias de
constantes {a, > 0} y {b,} tales que

lim P (M < z) = H(z),

n—oo a.

donde H(z) es una funcion de distribucion no degenerativa, entonces H es miembro de
la familia de valores extremos generalizada, dada por

1+7(Z;“)_$”,

definido sobre {z 147 (%) > O}, donde —oo < < 00, 0 >0, —00 <y < 00.

H(z) :exp{—

La DVEG proporciona un modelo para la distribucion de los maximos de bloques.
El tamano del bloque es un problema a considerar, pues bloques muy pequenos im-
plicard tener sesgo y con bloques muy grandes seria tener demasiada varianza.

Definicién 3 Dada X,, una sucesion de variables aleatorias iid, con funcion de distribu-
cion acumulada dada por F', entonces F pertenece al dominio mdzimo de atraccion de la
distribucion de valores extremos generalizada H, lo cual se denota como X € MDA(H),
o de forma equivalente F € MDA(H), si existen constantes {a, > 0} y {b,} tal que

M. —
lim P ("—bn < z) = H(z),

n——aoo

para toda z en los puntos de continuidad de H.

2.2. Distribucion Pareto Generalizada

Una distribucién relevante en la teoria de valores extremos es la distribucién Pareto
Generalizada (DPG) que surge a partir del método conocido como Peaks-Over-Threshold
(POT), que consiste en la modelizacién de los extremos que exceden un umbral dado.

Un aspecto importante a considerar para esta distribucion es; determinar el valor del
umbral u, cuya eleccién esta sujeta al problema de la varianza y el sesgo. Un valor muy
bajo para el umbral implicaria violar la base asintética para el modelo y conducir a un
mayor numero de observaciones. Lo que puede disminuir la varianza del ajuste, pero
también puede incrementar el sesgo al intentar modelar observaciones que no pertenecen
a la cola de la distribucién. Por otra parte, un valor muy grande para el umbral generaria
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2.2. Distribucion Pareto Generalizada

pocas excedencias para estimar el modelo, generando una alta varianza. Se reduciria el
sesgo pero la estimaciéon del indice ~ seria maés volatil al contar con un niimero menor de
observaciones.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F'y extremo derecho del soporte
rr dado por
xp=sup{zr e R|F(z) <1}, zr < 0.

Para u < zp, se dice que ha ocurrido una excedencia de u si X > u. Al valor de X se le
llama excedencia y exceso a X — u. Por ejemplo véase la Figura 2.1, donde se muestra
un umbral u = 7 y a partir de este se define la excedencia y el exceso.

104 r L

Exceso

Excedencia {

5 -

44 . .

3 ] - -
T T T l T T T
0 2 4 6 8 10

Figura 2.1: Excedencia y exceso dado un umbral .

A continuacién se define la distribucion de los excesos.

Definicién 4 Dada una variable aleatoria X con funcion de distribucion acumulada F,
se define la distribucion de excesos sobre el umbral u como

F(z) = P(X—u<z|X>u) (2.2)
 F(zH4u)— F(u)
1—F(u)

para 0 < x < xp —u.

A F, se le conoce también como la distribucién de la vida residual, del exceso de vida o
del exceso de pérdida. La distribucién de excesos, F),, representa la probabilidad de que
X exceda el umbral u a lo sumo en una cantidad x, condicionado a la informacién de
que la X excedié el umbral.

12



2.2. Distribucion Pareto Generalizada

El teorema de Pickands-Balkema De Haan (Balkema y De Haan, 1974), muestra que bajo
condiciones de maximos dominios de atraccién, la DPG es la distribucién limite para los
excesos sobre un umbral v cuando u — oc.

Teorema 5 (Pickands-Balkema.De Haan) Sea F una funcion de distribucion acumulada
con funcion de exceso F,, para uw > 0. Dadoy € R, F € MDA(H) si y sélo si existe una
funcion medible positiva o(u) tal que

lim  sup  |Fu(z) = Gyow(@)| =0,

U—TF 0<g<zp—u

donde G es la funcion de distribucion acumulada de una variable aleatoria Pareto Gen-
eralizada, con pardametros v y o,.

Noétese que la distribucién limite del maximo es la DVEG, y que la distribucion del
limite de los valores que exceden un umbral es la distribucién Pareto Generalizada, con
pardmetro de escala o,, y parametro de forma =, igual que la de DVEG.

El teorema anterior enuncia que para un umbral u lo suficiente elevado es posible encon-
trar valores de o, y v tal que

F,(z) ~ G(x), para 0 <z < xp — u,

donde

-1
G(z) = 1=(+y2)7, si v#0,
1—e™, si v=0,

coanOsiyZO,yOSxS‘Tlsiy<0.

Se puede introducir una familia de localizacién—-escala, remplazando x con (z — v)/o,
para v € R, g, > 0, entonces la funcién de distribucion de G, estd dada por

Glx)=1-(1+—L2)7, z € D(y,00),

Oy

donde
D(% Uu) =

0% )

[0,00), si y=0,
[0,"’“} si y<O0.

A continuacion se define la DPG.

Definicién 6 La distribucion Pareto Generalizada, estd dada por

—1

G(z;0u,7)=1— (1 + %x)j para vy # 0, (2.3)

13



2.2. Distribucion Pareto Generalizada

donde A, = méx(0,A), o, >0 y v €R, tal que

z >0 st v >0,
ngg—T"u sty <0.

La distribucion esta definida por el parametro v, o indice de cola, y por el parametro de
escala 0,. Cuando mayor sea el parametro v més larga es la cola.

La eleccion correcta del umbral es indispensable, es elegir un valor lo suficientemente
elevado como para que el teorema asintético pueda ser considerado esencialmente exacto,
y lo suficientemente bajo como para poder tener observaciones para la estimacion de los
parametros o, y 7.

Al igual que la DVEG, la DPG engloba tres tipos de distribucién: Pareto si v > 0, Beta
si 7 < 0 y Exponencial si v = 0.

2.2.1. Funcidén media de los excesos

Una funcién que se usa para validar el uso de la DPG es la funcién media de los excesos
(Davison y Smith, 1990). Dicha funcién es un diagndstico gréfico para determinar el valor
del umbral u. En Coles (2001) se enuncia la grafica de la vida media residual para dicho
propésito, revisemos la fundamentacién y aplicacién que puede tener dicha funcién.

Suponiendo que la DPG es valida como modelo para los excesos de un umbral uy gen-
erados por la serie Xi, ..., X,,, de los cuales un término arbitrario de la serie anterior es
denotado por X, entonces

B(X —up | X > up) = 1‘7_“07,

para v < 1.

Coles (2001) argumenta que si la distribucién Pareto Generalizada es vdalida para los
excesos de un umbral ug, entonces ésta deberia de ser igualmente valida para todos los
umbrales u© > ug; luego para u > ug se tiene

EX—-u|X>u) =
-
_ Tuptou
= T
que denota la funcién media de los excesos para del umbral u. Entonces para u > wuq,

E(X —wu| X > u) es una funcién lineal de u.
Por lo tanto si Y tiene DPG con la media finita, entonces la gréfica de E(X —u | X > u)
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2.2. Distribucion Pareto Generalizada

vs u, para u > 0, debe parecerse a una linea recta con pendiente /(1 — 7y), e intercepto
0u/(14 7). Un problema con dicha grafica, es que tiende a mostrar una alta variabilidad
en los umbrales altos. Lo cual hace dificil discernir si una salida observada de linealidad
es debido al fracaso de la DPG o a la variabilidad de la muestra.

Otro grafico importante para validar si una muestra proviene de una DPG, es el que se
genera con la expresion

{ (u, ni i:(X(i) — u)) Tu < Xméx} R (2.4)

=1
donde X(y),..., X(,,) son n, observaciones que exceden el umbral u, y X4« es el valor
més grande de las X;. Las parejas de valores de la ecuacién (2.4) generan lo que se llama:
grafica de vida media residual. Si los excesos del umbral ug tienen distribucién Pareto
Generalizada, entonces la grafica de vida media residual deberia de ser aproximadamente
lineal en u.

2.2.2. Prueba de bondad de ajuste bootstrap

Para una muestra aleatoria X7, ...X,, de una funciéon de distribucién F', definida en los
ntmeros reales positivos, Villasenor y Gonzélez (2009) construyeron una prueba de bon-
dad de ajuste para probar la hipdtesis

Hy : F tiene DPG.

Para probar dicha hipdtesis definen dos subclases de la distribucion Pareto Generalizada:

A" = {Todas las DPG con v > 0}

A~ = {Todas las DPG con v < 0}.
Entonces para probar la hipdtesis Hy, argumentan que es equivalente a probar
HQ:FE (A+UA_)
En ese sentido proponen la prueba union-interseccion, que considera las pruebas
Hf :Fe At
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2.3. Estimacidon del indice extremo

y
Hy :FeA .

Para probar Hy" proponen la prueba estadistica

R [ Ruosi 059 <05,
Ry si 4>0.5,

donde R; y Rs son los coeficientes de correlaciéon que proponen para validar la bondad
de ajuste de los modelos que se obtienen en cada caso.

Bajo H se espera que los valores de RT estén cercanos a uno. Se rechaza Hy si RT < ¢,
donde el valor critico ¢ es el cuantil 100a % de la distribucién de R* bajo Hy .

Para probar H , primero proponen a | R~|, como un coeficiente de correlacién para validar
el modelo obtenido cuando se considera el caso v < 0. Bajo H, se espera que los valores
de |R™| estén cercanos a uno. Se rechaza H; si |R™| < ¢, donde el valor critico ¢, es el
cuantil 100a % de la distribucién de |R~| bajo Hj ..

Para obtener los valores de ¢, y ¢ usan el bootstrap paramétrico.

2.3. Estimacion del indice extremo

Para la estimacién del indice extremo, es decir § € [0,1] de {X,}, -, una secuencia
estrictamente estacionaria de variables aleatorias con funcién de distribucién marginal
F, con punto final derecho del soporte finito o infinito w = sup {z : F\(z) < 1} y la funcién
F =1— F, Ferro y Segers (2003a) consideran dos casos, seglin convenga. Se toma una
muestra aleatoria X1, ..., X,,, y un umbral u grande. Se define

N—Nu(u)—iI(Xi>u),

como el numero de observaciones que exceden u, sea
1<S5 <---<Sy<n,
los tiempos de las excedencias, y finalmente
T, =541—95;,1=1,..,. N —1, (2.5)

los tiempos entre las excedencias observadas.
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2.3. Estimacidon del indice extremo

Para el primer caso se define la variable aleatoria T'(u) como
T(u) L min{n >1: X,; > u} dado X; > u,

donde 2 significa igual en distribucién, y se define la convergencia en distribucion de
F(u)T(u) con
F(u)T (u) %5 Ty cuando u — w.

donde Ty es una variable aleatoria y w = sup {z : F(z) < 1}.
Con los momentos de la variable aleatoria Tp, Ferro y Segers (2003a) encuentran que

2(20' )
(N-1)nt T

én(u) =

En el segundo caso, si T'(u) denota una variable aleatoria en los enteros positivos, cuya
distribucién esta dada por

P(T > n) = 0p™ paran >1,

donde 0 € (0,1] y p € (0,1). A partir de la ecuacién anterior Ferro y Segers (2003a),
proponen el segundo estimador para #, dado por

: 2@}
0 1 :
N DS (G- )T - 2)

El 9Z(u) asegura que las contribuciones de los tiempos mas pequenos entre excedencias son
0, mientras que los tiempos mas grandes entre las excedencias, raramente son afectadas.
Como éj;(u) puede tomar valores més grandes que 1, y no estd definido para tiempos
entre excedencias mas grandes que 2, entonces Ferro y Segers (2003a) definen

én(u) :{ 170, (u) si méx{T;:1<i< N -1} <2, (2.6)

17°0%(u) si max{T;:1<i<N—1} > 2,
lo anterior permite estimar intervalos para el indice extremo 6.
El indice extremo mide la intensidad de dependencia en {X,,} -,. Si § = 0, entonces la
secuencia tiene una memoria prolongada, si 0 < # < 1 la secuencia tiene una memo-

ria corta, si § = 1 la secuencia no tiene memoria, y finalmente si 6§ > 0, entonces la
dependencia es débil.
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2.4. Formacion automatica de grupos

2.4. Formacion automatica de grupos

Dada una muestra, Xi,..., X,, de una secuencia estacionaria de variables aleatorias,
con funcién de distribucién marginal F, funcién de supervivencia F = 1 — F y w =
sup {z : F(x) < 1} el extremo derecho del soporte de F. El objetivo es identificar dentro
de la muestra X, ..., X,, grupos independientes.

Dos esquemas populares para la formacién de grupos independientes son expuestos por
Leadbetter et al. (1989) y Smith (1989); el problema con dichos esquemas es la eleccién
ampliamente arbitraria de algunos parametros involucrados en los esquemas de agru-
pamiento.

Ferro y Segers (2003a) proponen un esquema automatico de agrupamiento para la for-
macién de grupos independientes, mismo que sera usado en este trabajo. El método se
basa en el indice extremo 6, el cual es estimado antes de llevar a cabo el agrupamiento.

Ferro y Segers (2003a) clasifican los tiempos entre las excedencias (expresion (2.5)) en
dos tipos: tiempos independientes entre grupos y tiempos independientes dentro de los
grupos.

Asumiendo que se tiene S < --- < Sy, N tiempos de las excedencias tal que T; = S;11—.;
son los tiempos entre las excedencias, para i = 1,..., N — 1, el método de agrupamiento
es como sigue, dado un umbral, los tiempos entre llegadas de los excesos son clasificados
en tiempos independientes entre grupos y tiempos independientes dentro de los grupos.
Entonces se puede asumir que los tiempos entre las excedencias méas grandes C—1 = |6 N |
son tiempos aproximadamente independientes entre los grupos que divide al resto en
conjuntos aproximadamente independientes de tiempos dentro de los grupos. Es decir
si T(c) es el tiempo C-ésimo mds grande de los T; y Tj; es el tiempo j-ésimo de los T;
que excede a T(cy, entonces {7}]-}](?:11 es un conjunto aproximadamente independiente
de tiempos entre los grupos. En el caso de empates, se decrementa C hasta que T(¢_1)
sea estrictamente mds grande que T{¢y. Dado T; = {Tz'j_lﬂ, ...,Tij_l}, donde iy = 0,
ic = Ny T, =0sii; = i1+ 1, entonces {Tij}jczl es una coleccién de conjuntos
aproximadamente independientes de tiempos dentro de los grupos. Cada conjunto 7;
esta asociado a un conjunto de excedencias dado un umbral, C; = {X}, : k € S;}, donde

Sj = {Sij—1+17 sy S’L]}

Lo anterior justifica la descomposicion del proceso observado en C' grupos, donde el
Jj-ésimo grupo incluye la excedencia Cj.

Este método (Ferro y Segers, 2003a), es equivalente al esquema expuesto por Smith
(1989) con longitud de corrida igual a k = T{¢), donde C' = [AN| + 1, sin embargo el
parametro de agrupamiento ya no se toma de manera arbitraria pues el valor de k es ahora
gobernado por el nivel de dependencia extrema en el proceso, el cual es cuantificado por
0. En la practica C' es remplazado por un estimador de #, cualquier estimador de 6 puede
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ser usado. Empleando én(u), se obtiene un procedimiento automatico de agrupamiento,
el cual estd justificado por la teoria asintética.

2.5. Pruebas de estacionaridad

Un proceso es estacionario de orden .S, cuando sus momentos de orden S son independi-
entes del tiempo. Esto equivale a decir, segiin la definiciéon débil del proceso estocastico,
que un proceso es estacionario si su media y varianza son iguales para cualquier tiempo
t y si el valor de la covarianza entre dos periodos de tiempo depende solamente de la
distancia o rezago entre esos dos periodos y no del tiempo en el cual se ha calculado la
covarianza.

Una serie {X,,},-,, es estacionaria de forma débil, si su media, varianza y covarianza
son invariantes en el tiempo, es decir,

1. B(Xy) = p < oo
2. Var(X;) = BE(X; — p)? = 0% < o0;

3. Cov(Xy, Xik) = E(Xy — ) ( Xtk — 1) = 7 < 0o (constante).

La ultima ecuacion trata sobre la covarianza con rezago k.

A la serie estacionaria débil, también se le conoce como serie de covarianza esta-
cionaria.

Una serie es estacionaria estricta, si es de covarianza estacionaria y ademés la funcion
de distribucion es estacionaria.

A continuacién se da la definicién de estacionaridad estricta.

Definicién 7 Un proceso estocdstico es estrictamente estacionario, si su ley de prob-
abilidad no depende del tiempo. Es decir, si se toman cualquier par de subconjuntos
consecutivos de una serie en el tiempo y su funcion de distribucion conjunta es idéntica
a cualquier subconjunto similar de la serie de tiempo dada.

Estacionaridad de primer orden

Sea X;, t = 1,2,...,n, una serie observada, para la cual se desea probar estacionalidad.
Supdngase que se puede descomponer la serie en la suma de una tendencia deterministica,

19



2.5. Pruebas de estacionaridad

una caminata aleatoria y un error estacionario, es decir
Xt :Bt‘i"f’t‘i‘e’ft,
donde r; es una caminata aleatoria dada por
Ty = Ti—1 + U,

tal que u; es iid con media 0 y varianza o2. El valor inicial de 7y es tratado como fijo y
tomado como el intercepto. A partir de este planteamiento y permitiendo que (3 sea cero
o distinto de cero, se trata de contrastar la hipétesis nula 02 = 0. Lo cual significaria
ry = ro para todo t, es decir, r seria constante. Obsérvese que la hipotesis nula implicaria
estacionalidad de primer orden o de primer nivel si 8 = 0, o estacionalidad con respecto
a una tendencia si 8 # 0.

Kwiatkowski et al. (1992) proponen la estadistica de prueba K PSS, dada por
1 n k 2
KPSS=—-Y" (Z (a-))
~ 2 J ;
(n) k=1 \j=1
donde (1)? es un estimador no paramétrico de varianza grande, y 4, es la tendencia

estimada de los datos. Para esta estadistica de prueba, la hipotesis nula es estacionalidad
de primer orden vs la alternativa raiz unitaria. Bajo la hipétesis nula

KPSS—>/ a) — aW(1))? da, (2.7)

donde W (a)) —aW (1) es un puente browniano estandar. El simbolo — en (2.7), significa
convergencia débil de la medida de probabilidad asociada. Los valores criticos pueden ser
encontrados en Kwiatkowski et al. (1992).

Estacionaridad estricta

Neri y Lima (2008) proponen una prueba para estacionaridad estricta.

Dado {X;};_, un conjunto de datos y 7 € [0, 1], se define

b(r) = argmaprT (X — D),

beR

donde
pr(u) = (lyco — 7) u.
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2.6. Prueba de Independencia

Por consiguiente b(7) es el cuantil 7" de la muestra {X;};_,. El proceso empirico que
proponen esta dada por

Sy (7, 7)

>]>

ne)
Z (X, — b(71)),

donde
%(U) = 1u<0 -7

es el subgradiente de p,, 7 € [0, 1] y #(7)? es un estimador consistente no paramétrico de

r(r)?i= lim E (% g¢T(Xt - bo(f))> |

bo(7) es el cuantil poblacional 7™ incondicional de {X;}},.

Para probar la estacionaridad estricta, Neri y Lima (2008), usan la métrica de Kolmogorv-
Smirnoff para medir las fluctuaciones de S, (r, 7) entre varios cuantiles 7 € I'y, = [w, 1 — w]
para alguna w € (O, %), con lo cual proponen la estadistica de prueba

SS = méx méx Z% - ))-%Zm(xt—b(f)) : (2.8)

T— 1w 1<k<n 7T

Con la prueba anterior y fijando un nivel de significancia «, se puede aceptar o rechazar
la hipdtesis

H, : Estacionaridad estricta;

H, : Heteroscedasticidad incondicional.

Neri y Lima (2008) proponen una metodologia para calcular los valores criticos. Por
ejemplo los valores criticos para los niveles de significancia de 10%, 5% y 1% son 1.65,
1.77 y 2.01 respectivamente.

2.6. Prueba de Independencia

Dada la serie {X;};_, , para verificar la hipdtesis nula de ausencia de autocorrelacién Box
y Pierce (1970) proponen el estadistico
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2.7. Prueba de la chi-square

1€
_ank—nZ<ZtZk+l — k), (2.9)
t=k+1 &7
donde n es el tamano de la muestra y L es la longitud del rezago.

El estadistico (), no es valido para muestras pequenas.

Bajo la hipétesis nula de ausencia de autocorrelacién, el estadistico ) se distribuye
asintéticamente segin una x? con L grados de libertad.

Si la Q calculada excede al valor critico de la tabla x? al un nivel de significancia «
seleccionado, entonces se rechaza la hipdtesis nula

El problema al determinar la longitud del rezago, en estas pruebas de autocorrelacién
ain no ha sido resuelto.

2.7. Prueba de la chi-square

Lo importante en una prueba de bondad de ajuste es determinar la funcién de distribucion
subyacente que describe a la poblacién, de la cual la muestra aleatoria fue tomada. Existe
una gran variedad de pruebas de bondad de ajuste. La prueba que nosotros usaremos
depende de la distribucién y2, usualmente llamada prueba de la chi-cuadrada.

El estadistico estda dado por

k
0; — E;)?
w=>" % (2.10)
=1

donde las O; son las frecuencias observadas y las E; son las frecuencias esperadas (calcu-
ladas por la funcién de distribucién acumulativa). El estadistico es usado para probar

Hy : Los datos siguen la distribucién especificada;

H, : Los datos no siguen la distribucién especificada.

Se rechaza la hipotesis acerca de la funcion de distribucién subyacente de los datos, si
el valor calculado W excede el valor de X7, , ; donde a es el drea en la cola de la
distribucién x?, k es el niimero de clases en las cuales se han clasificado las observaciones
de la muestra, y p es el nimero de parametros estimados de la muestra para describir la
distribucion de probabilidad de la poblacién
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2.8. Prueba de Anderson-Darling

2.8. Prueba de Anderson-Darling

Scholz y Stephens (1987) proponen una prueba para ver si dada una muestra de datos,
ésta viene de una poblacion con una distribucién especifica, las hipdtesis para la prueba
Anderson-Darling son

Hy : Los datos siguen la distribucién especifica;

H, : Los datos no siguen la distribucién especificada.

Para el caso continuo introducen la estadistica de bondad de ajuste

s B - R
An=m | R (1 )y

para probar la hipétesis de que la muestra aleatoria X1, ..., X,,, con funcién de distribu-
cién empirica F,,(x) viene de una poblacién continua con funcién de distribucién Fy(x),
completamente especificada. La funcién F,(z) estd definida como la proporcién de la
muestra X, ..., X,,, la cual no es mas grande que z.

La version correspondiente para dos muestras es

_mn oo{F()—G()}2
" N Jow Hy(2) {1 = Hy(z)}

donde G, () es la funcién de distribucion empirica de la segunda muestra (independiente)
Y1, ..., Y,, obtenida de una poblacién continua con funcién de distribucién continua G(x)

y

() = () ~nGulo))
con N = m + n, es la funcién de distribucion empirica de la muestra agrupada. Si
Hy(z) = 1, entonces la integral anterior es cero. En el caso de las dos muestras A2
es usado para probar la hipdtesis que F' = (. Sin especificar la funcién de distribucion
continua que tienen en comun.

A2 dHy(x), (2.11)

El estadistico de prueba de Anderson-Darling para k muestras (Scholz y Stephens, 1987)

estd dado por
N-1

k
1 1 NMU ]nz)
N g n; ’

Jj=1

donde M;; es el nimero de observaciones en la i-ésima muestra, n;, ¢ = 1, ..., k son las k
muestras y N = nj + - - - + ny es la muestra total.
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2.8. Prueba de Anderson-Darling

El procedimiento de la prueba es el siguiente:

1. Se calcula A2, y 0% = var(AZ,) (Scholz y Stephens, 1987);

2. Se calcula

3. De acuerdo a Ty, los puntos porcentuales t;_1(«) de la cola superior, estan dados
en Scholz y Stephens, (1987). Se rechaza Hy en el nivel de significancia « si Tyn
excede el punto dado t;_1(«).
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Capitulo 3

Modelo Bivariado

Dado Xj, Xs, ..., observaciones de una serie estacionaria con funcién de distribucién F'y
un umbral u, los excesos se definen por

Aplicando la metodologia de Ferro y Segers (2003a), se agrupan los datos, dando como
resultado los grupos C1, Cy, ..., v N1, N, ..., los tamanos de dichos grupos.

También se define el maximo del grupo C; por
Y;' :max{XZ- —Uu: Xz S Cj}, ]: 1,2,...
Se asume que los excesos maximos Y7, Ys, ..., son variables aleatorias con funcién de

distribucion Fyy; y los tamanos de los grupos Ny, Ns, ..., son variables aleatorias con
funcién de densidad Py y media 1/6 (Leadbetter, 1983).

La distribucién condicionada de M, dado que el tamano del grupo N es k (Villasenor y
Gonzalez, 2010) esta dada por

P(M <y|N=k) =F"(y), (3.1)
donde 6 € [0, 1], y F, es la funcién de distribucion de los excesos (ecuacién (2.2)).

De acuerdo con la ecuacién (3.1), la funcién de distribucién marginal para M, estd dada
por

Fu(y) =Y Fi’(y)Pr(n) = on(F1 (), (3.2)
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3.1. Distribucion condicionada de M dado que
N ~ BN(r,p)

donde ¢y es la funcién generatriz de probabilidad de N.

Villasetior y Gonzélez (2010) sugieren que la variable aleatoria N, puede tener distribu-
cién Poisson (1/6) o Binomial Negativa(vy, p).

3.1. Distribucién condicionada de M dado que
N ~ BN(r,p)

Si N tiene distribuciéon Binomial Negativa (7, p), donde r = Gﬂq parald<p<l,g=1—p

y 6 > 0, entonces por la ecuacién (3.2), la funcién de distribucion de M, estd dada por

Fu(y) = {#}m)}g (3.3)

donde se propone que F,(y) sea la distribuciéon Pareto Generalizada (ecuacién (2.3)),
sustituyendo la ecuacién (2.3) en la ecuacién (3.3) se tiene que

et
Q

Fuly) = P . (3.4)

0
afi- (2]

3.1.1. Distribucion de M cuando N es de tamano k

Villasefior y Gonzalez (2010) en base al modelo (3.1), también proponen una distribucion
condicionada de M dado que N = k, siempre y cuando se cuente con la informacién
suficiente para hacerlo. Dicha distribucién esta dada por

P(M <y|N=k)=G"(y;0u,7), (3.5)

donde G es la distribucién Pareto Generalizada (ecuacién (2.3)) para el caso cuando
0<y< —0y/v, cuando v < 0.
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3.2. Estimacién de parametros

3.2. Estimacion de parametros

Tomando en cuenta los excesos maximos de los grupos y los tamanos de los grupos
(Y;,N;) i = 1,2,...,n, se estiman los pardmetros v y o,, de la ecuacién (3.4) (Villasefior
y Gonzélez, 2010).

Si se considera el caso 0 < y < —o,/v para 7 < 0, entonces el estimador de maxima
verosimilitud para —o,/v es Y{), luego

Tu = —7Y(n)- (3.6)

En base a las estadisticas de orden Y[y, Y(s), ..., Y(n—1), €l estimador de momentos de v
esta dado por

n—1
- —1 1 Yo
v = log (1 — —) ) 3.7
9(0.p) <n— 1) z; Yin 3D

En efecto si Y tiene funcién de distribucién Fj; y haciendo U = F,(Y') para sustituirlo
del lado izquierdo de la ecuacién (3.3), y despejando para F,(y) se tiene

F(Y) =

1 — py—ta/p]/?
[p—] , (3.5)

q

tomando la parte derecha de la ecuacién (2.3) e igualdndola con la ecuacién (3.8), se
obtiene

1

_ —0q/p71/? -
1— [—1 rv } - (1+1Y> n

q Oy

luego aplicando la funcién logaritmo, se tiene que

5 — ~0q/p7 /0
bg((sz) )_bg(l_[L} )
Oy, q

de donde

1 — pty—0a/p7/?
V:log(l— {pT} |
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3.2. Estimacién de parametros

Finalmente aplicando el operador esperanza, se observa que

E{V} =g(0,p),

9(0,p)=FE (log <1 - [FPTU_GW] W)) ,

para valores dados de 6 y p. La expresion g(6, p) puede ser aproximada por simulacién,
ya que U tiene distribucién uniforme (a, 1), donde a = p?/(9),

donde

Prueba de bondad del ajuste

Una vez estimados los pardmetros del modelo (3.4), es necesario evaluar su ajuste.

Del modelo (3.4), se obtiene que

1/6
G1¥im - [ L2
) Y q )
entonces 1/
1 — pFy(Y)~b/p -1/
{ pFy(Y) } :1—<1+1Y> !
q o
despejando
1= pFy(Y)-bale\ V77
[1—< pFy(Y) ) —1+ Ly, (3.9)
q o

Ahora tomando la parte izquierda de la ecuacién anterior y sustituyendo los parametros
0, p y v por sus estimaciones, Fj/(Y') por su funcién de distribucién empirica F,(Y)
(ecuacion (Al)) y ademds basados en sus estadisticas de orden Y{(an)), Y{[an])+1; ---» Y(n) de
los excesos méaximos de los grupos, se obtiene

NS Bt
1-pF(V) # '

A~ I

q

con i = [an], [an] +1,...,n.

Si el modelo (3.4) es correcto entonces por la ecuacion (3.9) las parejas (Y(;), S;) deberfan
de caer aproximadamente en una linea recta.
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3.2. Estimacién de parametros

También por una prueba gréfica se puede evaluar la bondad del modelo (3.5). De acuerdo
a la ecuacion (3.1) se desea probar que

P(M <y|N=k)=G"(y;0u7),
en base a Y{(1 1), Y(2,k), .- Y(ny k) Obtenidas de los grupos de tamano k.

A partir del modelo (3.5), es decir,

RPN
7 v
P(ng\N:k):{l—(l—l——y) } ,
Ou

se observa que

5 —1/y )
(1—|—U—y) =1—-PM<y|N=k)w,

luego
1+ Ly=[1-P(M <y|N=k)m]
Oy
finalmente .

Zik = [1 - Fi,fke(yj,k)]

Si F,,, es la funcién de distribucién empirica (ecuacion (Al)) basada en las observaciones
Yk, = 1,2,...,n, entonces F,, es un estimador de P(M < y | N = k), luego las
parejas (Zjy, Y(;r)) deberian caer aproximadamente en una linea recta siempre y cuando

el modelo
P(M <y|N=k)=Gy;0u7),

ajuste a los datos.
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Capitulo 4

Aplicaciones del modelo Bivariado y
la distribucion Pareto Generalizada

Se ajustard la DPG y el modelo Bivariado (Villasenior y Gonzalez, 2010), al conjunto de
datos, que mas adelante se detallara.

El objetivo es analizar semejanzas y diferencias entre ambos modelos, para obtener un
analisis estadistico méas completo. Empezaremos con el modelo Bivariado, haciendo las
respectivas pruebas estadisticas; y de igual manera se procedera con el modelo de la

DPG.

4.1. Estimacion del modelo Bivariado

La base de datos a utilizar son los maximos diarios de ozono de la estacion Centro, que
corresponden a la estacion de primavera de los anos 1996 al 2009. La Figura 4.1 muestra
las 1264 observaciones de la base de datos.

Antes de formar los grupos con la metodologia de Ferro y Segers (2003a), es necesario
probar la hipodtesis de estacionaridad estricta en los datos, es decir

H, : Estacionaridad estricta;

H, : Heterocedasticidad incondicionada.

Se efectud la prueba (2.8) de estacionaridad estricta (Neri, 2008), obteniéndose un valor
p de 0.001, si fijamos un o = 0.05, entonces

valor p < «,
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4.1. Estimacion del modelo Bivariado
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Figura 4.1: Niveles de ozono para la estacién Centro en las estaciones de primavera
1996 — 2009.

por lo tanto se rechaza la hipdtesis nula.

Omitiendo de la base de datos las observaciones que corresponden a los anos 1996 y 2009,
queda una nueva base con 1080 observaciones, cuya grafica se muestra en la Figura 4.2.

Noétese que ahora ninguna observacién rebasa los 200 IMECAS. Efectuando nuevamente
la prueba (2.8), se obtiene un valor p de 0.106, si fijamos un nivel de significancia de
a = 0.05, entonces

valor p > «,

como el valor p es mayor que «, entonces no se rechaza Hy.

Ahora con un umbral de u = 100 (IMECAS), se ejecutan los programas exi.intervals y
decluster.runs (Ferro y Segers, 2003b) para calcular el valor del indice extremo (ecuacién
(2.6)) y realizar el agrupamiento automédtico de los datos. Como resultados se obtiene un

6 = 0.5300, y un total de 86 grupos.

El Cuadro 4.1, muestra los tamanos de los 86 grupos, el valor del exceso maximo por
grupo y la fecha en la se rebaso el umbral.

El tamano del grupo y las frecuencias de estos tamafnos se muestran en el Cuadro 4.2.

Para verificar independencia entre los grupos Ny, No, ..., Ngg, se aplica la prueba de Box
y Pierce (ecuacion (2.9)), como resultado se obtiene un valor p de 0.8662, con lo cual
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4.1. Estimacién del modelo Bivariado

Cuadro 4.1: Excesos maximos de cada uno de los 86 grupos.

N Fecha M
08/04/97 19
17/04/97 52
22/04/97 42
01/05/97 63

=

Fecha M
13/05/00 11
31/03/01 29
05/04/01 69
17/04/01 18

=

Fecha M
17/04/05 6
28/04/05 15
09/05/05 29
18/05/05 48

08/05/97 68 30/04/01 12 26/05/05 4
24/05/97 27 10/05/01 9 01/06/05 6
06/06/97 63 17/05/01 6 09/06/05 57
11/06/97 2 26/05/01 15 17/06/05 15
17/06/97 35 04/06/01 6 23/03/06 6
31/03/98 95 04/04/02 8 30/03/06 22
09/04/98 10 13/04/02 15 05/04/06 20
23/04/98 69 07/05/02 30 19/04/06 11
01/05/98 47 15/05/02 7 03/05/06 2
12/05/98 61 22/05/02 4 10/05/06 11
23/05/98 30 30/05/02 38 24/05/06 15
29/05/98 80 26/03/03 5 16/04/07 10
09/06/98 7 12/04/03 11 23/04/07 32
17/06/98 49 22/04/03 2 13/05/07 22
07/04/99 33 26/04/03 9 24/05/07 21

24/04/99 25
12/05/99 19

30/04/03 43
13/05/03 24

05/06/07 52
13/06/07 76

O INNRFRFOERERFDNNWERENRFEFNEAENRE R WR BN

20/05/99 44 26/05/03 7 21/03/08 7
28/05/99 13 06/06/03 42 01/04/08 45
01/06/99 10 13/06/03 39 08/04/08 3
08/06/99 26 24/03/04 20 19/04/08 66
05/04/00 11 17/05/04 4 03/05/08 46
18/04/00 47 24/05/04 25 27/05/08 57
28/04/00 14 01/04/05 3 06/06/08 14

RF NN RFRFNRFRFRFRNNRFNDASE R OR TR, JWRF NN WND WN
=N RFFRF R AR RREREAENDFENDRFE R ODNDNDFE =N RFADNDDND ==

06/05/00 8 12/04/05 22

Cuadro 4.2: Tamanos y frecuencias observadas de los tamanos de los grupos.

Tamano del grupo Frecuencia de los tamanos observados

1 36
2 27
3 6
4 8
) 3
6 4
7 2

32



4.1. Estimacion del modelo Bivariado
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Figura 4.2: Niveles del ozono para la estaciéon Centro de las estaciones de primavera
1997 — 2008.

podemos asegurar que los tamanos de los grupos no estan correlacionados.

Calculando ahora la misma prueba (ecuacién (2.9)) para los excesos maximos, se obtiene
un valor p de 0.5175, con lo cual podemos asegurar que dichos excesos no estan correla-
cionados. La Figura 4.3, no muestra la existencia de algin patrén sistematico para los
excesos maximos en el tiempo.

4.1.1. Distribucion de los tamanos de los grupos

Lo que ahora nos interesa es estimar la funcién de distribucién de los tamanos de los
grupos. En base a los resultados del Cuadro 4.2, se usard la prueba (2.10), para determinar
si los tamanios de los grupos se distribuyen Poisson (1/6) o Binomial Negativa (r, p).

La distribucién Poisson esta dada por

e
Ix(w;p) = # r=0,1,2,..
xT!

donde p es estimada por

= ; = 1.8866 ~ 1.9.

o
M= = 05300666
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4.1. Estimacién del modelo Bivariado
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Figura 4.3: Excesos maximos de cada uno de los 86 grupos.

Conociendo el valor de i se calculan las frecuencias esperadas dadas por

e 9(1.9)*  0.15(1.9)

f}v(ﬂ?;/L) - 7! 7!

, x=1,...,7

el Cuadro 4.3 muestra los resultados.

Cuadro 4.3: Frecuencias esperadas para los tama nos de los grupos con la distribucién
Poisson.

Tamano de los grupos Frecuencias observadas Frecuencias esperadas

N O E
1 36 25
2 27 23
3 6 15
4 8 7
5 3 2.7
6 4 0.8
7 2 0.23

El estadistico de prueba es
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4.1. Estimacién del modelo Bivariado

7 (0;—E;)?
W - Zi:l(QT) 2 2 2
_ (36—25) + (27-23) + (6—15) + (8=7)

25
(3—2.7)2

(4-0.8)2 + (2170.23)2

+ + 0.8 0.23

2.7
= 36.898.

Los grados de libertad son
gl=7—1-1=5,

con gl =5 y un a = 0.002 se tiene el valor critico de 18.9074, es decir,

como el valor de W excede el valor de X§ g5, entonces se rechaza la hipétesis de que
muestra provenga de la distribucion Poisson (f).

Por otra parte, la distribucién Binomial Negativa estda dada por

r+x—1 r oz
fX(xarvp)_( T >pQJx_071727”'7
donde r > 0, 0 < p < 1, nétese que

rq

E(Z‘) =
p

rq

Vi) = —.

() e

Villasenior y Gonzélez (2010), proponen que cuando N tiene distribucién Binomial Neg-
ativa (r,p), donde 0 <p < 1,g=1—p, § > 0, entonces

p
== 4.1

donde 6 es el indice extremo.

Tomando en cuenta la ecuacion (4.1) se tiene que

W= R =T T
simplificando
. 1
P===
053,
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4.1. Estimacién del modelo Bivariado

donde 6% es la varianza estimada de los 86 grupos, entonces
63 = (1.57133)% = 2.4691,
y como el valor de € estimado es R
0 = 0.53,
sustituyendo se tiene

1 1
= — = = 0.76407
P~ 962~ (2.4691) (0.5300666) !

entonces
qg=1-—0.76407 = 0.23593,

y finalmente

5 764
Ppo_ 076407 05 o,
fq  (053)(0.23593)

Con estos parametros estimados se calculan las frecuencias esperadas, dadas por

Fx(@:?,p) = ( 51'1' > (0.2)(0.236), & = 1,...,7;

El Cuadro 4.4 muestra los resultados.

Cuadro 4.4: Frecuencias esperadas para los tama nos de los grupos con la distribucién
Binomial Negativa.

Tamano de los grupos Frecuencias observadas Frecuencias esperadas

1 36 24
2 27 20
3 6 13
4 8 6.7
5 3 3.2
6 4 4.9
7 2 0.56

Haciendo los célculos se tiene
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4.1. Estimacién del modelo Bivariado

7 (0;—E;)?
W = Zi:l( :

E;

Ry T
+ 3.é + 4.§ + 0.56

= 16.352.

Los grados de libertad son
gl=7-2-1=4,

con gl =4 y un a = 0.002 se obtiene un valor critico de 16.9238, es decir,

como el valor de W no excede el valor de Xg.oozﬂ,,, entonces no se rechaza de que la muestra
proviene de la distribucién BN (v, p). El valor de p calculado es

valor p = 0.002581,

como
a < valor p,

se concluye de igual manera.

Como N ~ BN(v,p), entonces la distribucién de la variable aleatoria M estd dada por
la ecuacién (3.4), es decir

p

Fy(y) = 1_q[1_ (1+gy)_wl}e

Ahora bien, ordenando los excesos maximos del Cuadro 4.1 se estiman los pardametros -y
y o con las ecuaciones (3.6) y (3.7). Resultado

—0.3566194,
— —§Y, = 35.51212,

Q D
|

recordando que los otros parametros estimados son

0 0.5300666,
p = 0.77,
G = 0.23,

entonces se puede dar una expresion mas explicita para la distribucion de la variable
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4.1. Estimacién del modelo Bivariado

aleatoria M cuando N ~ BN (v, p), es decir

0.77 6.3167
| ; (4.2)
1—(0.23) [1—(1— 0-01y)2'8041]0~5300}

la cual resulta de sustituir los parametros correspondientes.

FM(@/>0A71§7(§7;Y76) = {

4.1.2. Evaluando la prueba de bondad del ajuste del modelo
Bivariado

Para verificar la bondad de ajuste del modelo (4.2), necesitamos graficar las parejas de
valores (Y{;),5;) donde

-4

Los valores que tomara Y{;), son las estadisticas de orden Y{(4n)), Y{(an))+1; ---» ¥(n), donde

a = prs = 0.1919996,

entonces

[an] = [(0.1944594)(86)] = [16.724] = 16,
[an] +1 =17,

n = 86,

entonces ¢ = 16,17, ...,86. El resto de los parametros estimados son

p = 0.77,

G = 0.23,

6 = 0.5300,

4 = —0.3566194.
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4.1. Estimacién del modelo Bivariado

La Figura 4.4 muestra la grafica de los 70 valores, de las parejas (Y(;), S;).
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Figura 4.4: El coeficiente de correlaion de S'y Y es de —0.996.

Como el coeficiente de correlacién obtenido es de —0.996, entonces el modelo (4.2) pro-
duce un buen ajuste.

De acuerdo con el Cuadro 4.2, los valores que puede tomar k para estimar la funcion de
distribucion condicionada para M dado que N =k son: k=1y k= 2.

Para k = 1, el modelo ajustado es

PM<y|N=1) = (G(y;6u,%)

= (1-(1- 0.01y)250 1)0-53. (4.3)

La Figura 4.5 muestra las parejas de valores (Y(;1), Zj1), para j = 1,2,...,36, cuando
k=1.

Como el coeficiente de correlacion de Pearson es de —0.978, entonces el modelo (4.3)
produce un buen ajuste.

Para k = 2, el modelo ajustado es

P(M<y|N=2) = (Glyow)”

~ o soryeny. (1)

39



4.1. Estimacion del modelo Bivariado

1,04

0,8

0,6 4

1

0,4

0,2 1

0,0 1 ]

¥

Figura 4.5: Cuando k£ =1 el coeficiente de correlacién es de —0.978.

La Figura 4.6 muestra las parejas de valores (Y{;2),Z;2), para j = 1,2,...,27 cuando
k= 2.
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Figura 4.6: Cuando k = 2 el coeficiente de correlacién es de —0.981.
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4.2. Estimacion de la distribucién Pareto Generalizada

Como el coeficiente de correlacion de Pearson es de —0.981, entonces el modelo (4.4)
produce un buen ajuste.

Por otra parte, Villasenor y Gonzalez (2010) asumen que si N es una variable aleatoria
con distribucién BN (v, p), entonces la esperanza del tamano del grupo dado que el exceso
maximo de éste es menor o igual a algin valor real y, esta dada por

PFL(y)
0 —qFI)’ (45)

donde F,(y) es la ecuacién (2.3); los parametros estimados de la ecuacién anterior son

E{N|M<y}=

p=0.77,
G =023,

6 = 0.5300,

4 = —0.3566194,

6, = 6n = (1.57133).

El Cuadro 4.5 muestra los resultados de la ecuacién (4.5) tomando en cuenta el tamano
del grupo y el exceso maximo de cada grupo.

Nétese que los valores de la ecuacién (4.5) convergen a

1
=——=1. .
0.5300 8860

| =

También notese que a medida que los excesos maximos de los grupos crecen, también
crece el tamano del grupo.

4.2. Estimacion de la distribucion Pareto General-
izada

Se ajustara la distribucion Pareto Generalizada al conjunto de los 86 excesos maximos
(Cuadro 4.1), que resultan después de agrupar las 193 excedencias obtenidas con el umbral
u =100 IMECAS.

Antes de comenzar, verifiquemos si es correcto el uso del modelo (2.3), con la grafica de
la vida media residual (ecuacién (2.4)). Primero consideremos para el umbral un rango
de valores, es decir, u = 92, ...,105. Para cada uno de los umbrales, en el rango dado,
se obtendra un conjunto de excedencias, las cuales a su vez seran clasificadas en grupos
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4.2. Estimacion de la distribucién Pareto Generalizada

Cuadro 4.5: Estimacién condicionada de la media del tama no del grupo.

N y E{N|M<y} N y E{N|M<y} N E{N|M<y} y

1 2 0.32932 2 11 0.83735 4 33 1.45231
1 2 0.32932 1 12 0.87739 3 35 1.48927
1 2 0.32932 1 13 0.91569 2 38 1.54045
2 3 0.41134 2 14 0.95241 1 39 1.55643
1 3 0.41134 2 14 0.95241 2 49 1.60131
1 4 0.48177 1 15 0.98767 4 42 1.60131
1 4 0.48177 2 15 0.98767 1 43 1.61529
1 4 0.48177 2 15 0.98767 2 44 1.62879
1 5 0.54463 1 15 0.98767 2 45 1.64184
2 6 0.60196 4 15 0.98767 1 46 1.65443
1 6 0.60196 2 18 1.08580 2 47 1.66657
1 6 0.60196 2 19 1.11623 6 47 1.66657
1 6 0.60196 1 19 1.11623 4 48 1.67829
1 6 0.60196 4 20 1.14562 4 49 1.68958
1 7 0.65500 1 20 1.14562 3 52 1.72099
1 7 0.65500 1 21 1.17404 4 52 1.72099
1 7 0.65500 2 22 1.20153 3 57 1.76565
1 7 0.65500 2 22 1.20153 5 57 1.76565
2 8 0.70456 1 22 1.20153 5 61 1.79505
1 8 0.70456 4 24 1.25388 3 63 1.80780
1 9 0.75122 2 925 1.27881 6 63 1.80780
1 9 0.75122 2 925 1.27881 7 66 1.82467
1 10 0.79538 2 26 1.30297 2 68 1.83449
1 10 0.79538 2 27 1.32637 6 69 1.83900
310 0.79538 2 29 1.37102 2 69 1.83900
1 11 0.83735 1 29 1.37102 6 76 1.86365
1 11 0.83735 3 30 1.39231 5 80 1.87295
2 11 0.83735 1 30 1.39231 7 95 1.88632
2 11 0.83735 2 32 1.43294
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4.2. Estimacion de la distribucién Pareto Generalizada

(Ferro y Segers, 2003a), de cada uno de estos grupos se tomara la excedencia maxima,
y se formara un conjunto de excedencias maximas; que a su vez se les restara su umbral
u correspondiente, de dicho procedimiento se obtendran los excesos maximos que a su
vez seran promediados y graficados contra su umbral u correspondiente. Es decir, si se
tiene X1, Xy, ..., X,, observaciones, u = 92, ..., 105, y también C,, 1, C,, 2, ..., una secuencia
de grupos de excedencias, entonces

Y;‘ = HlEiX{XZ —Uu: Xz S Cuj}a j = 1,2, ey U= 92,..., 105

entonces

1 &

_ Y:) =: i,

T Z( 7) U < Tmax
7=1

Bajo las condiciones anteriores, la Figura 4.7 muestra la grafica de la de vida residual
media.
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Figura 4.7: Grafica de la vida media residual.
La recta ajustada, tiene por ecuacién ra = —0.363u + 62.4, con una R? = 0.84, con lo

cual podemos decir que la DPG es un buen modelo para las observaciones que exceden
a u = 100. Notese que la pendiente de la recta es —0.363, lo cual da una estimacion
aproximada para el pardmetro . (Otra prueba para la DPG esta dada en el Anexo A.)
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4.2. Estimacion de la distribucién Pareto Generalizada

4.2.1. Estimacion de los parametros v y o,

Como sabemos la DPG esta dada por

2=

G(y;0u,7)=1- (1 + ly) :

Oy

donde o, > 0y v € R, tal que

0<y< =2 si y<0.

Estimaremos los pardmetros de la DPG para el caso donde 0 < y < —a, /7, si v < 0.

Sea

O

U=G(y;0u,7)=1- <1+ly> :

Oy

<1+ly> oo,
Ou

aplicando logaritmo natural se tiene

de donde

1
Liog (1 ; ly) —log(1- 1),
Y Ou

se sabe que si U se distribuye uniforme en el intervalo (0, 1), entonces también 1 — U se
distribuye uniforme en el intervalo (0, 1), luego se puede escribir

log (1 N gly) — (=) (~ log (1)),

u

notese que —logU ~ exp(1l) =~ I'(1,1), entonces —ylogU ~ I'(1, —v).

Ordenando los 86 excesos méaximos, se obtiene el estimador de momentos

1 ¢ o
—y=—— 1 1+ —Yuy ). 4.6
= s (1 %) (46)

u
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4.2. Estimacion de la distribucién Pareto Generalizada

Por otra parte como estamos considerando el caso
—0 .
0<y<—"siy<0,
g

entonces el estimador de méaxima verosimilitud de

’}/ I

es Y(p), luego el estimador de o,, esta dado por

(3u = —’}/Y(n). (4.7)

Sustituyendo la ecuacién (4.7), en la ecuacién (4.6), y tomando la suma hasta n — 1, se

tiene que
n—1
1 Yo
Yy = 1 1——.
o (152)

)

Haciendo los cédlculos (Programa 6 del apéndice B) se tiene que

v = —0.3868249,
0y = 36.74837,

serian los parametros estimados, haciendo las sustituciones correspondientes se tiene que

—0.3868249

-1
—0.3868249

= 1— (14 (=0.010526) 1)*°%! (4.8

055082 )y) (1+( )2 (48)

Glys 607) = 1 (1+ (

4.2.2. Evaluando la bondad del ajuste de la distribucion Pareto
Generalizada

La bondad del ajuste de la DPG puede ser evaluada usando varios diagnosticos graficos.
Nosotros usaremos la estadistica de prueba (2.11) y la grafica QQ.

Para el modelo ajustado
G(y; &u,;y) =1 = (1 + (_0-010526) y)2‘5851 :

donde o, > 0,0 <y < —0,/7, si v < 0, se calcula la estadistica de prueba (2.11) y se
obtiene un valor p de
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4.2. Estimacion de la distribucién Pareto Generalizada

valor p = 0.46438,

con un nivel de significancia de a = 0.05, se concluye que la DPG, se ajusta bien a los
datos.

La Figura 4.8 muestra la grafica QQ), se puede observar que el conjunto de puntos sigue
una tendencia lineal, lo cual implica que la ecuacién (4.8) es un buen modelo para el
conjunto de excesos maximos, mostrados en el Cuadro 4.1.

60
I

Datos empiricos

40

T | | | |
0 20 40 60 80

Cuantiles del modelo tedrico

Figura 4.8: Grafica QQ para la DPG.

Otra forma de evaluar el ajuste del modelo (4.8), es procediendo de la siguiente forma;
dada la DPG
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4.2. Estimacion de la distribucién Pareto Generalizada

se despeja el término 1 + J—uy, resultando

Y _
L+ —y = (1-Gy;0u,7)) ",

sustituyendo G(y; oy, y) por la funcién empirica (ecuacion (Al)), se tiene
L+ oy = (1= BYe)
donde Y(;) i = 1, ...,86 son los excesos maximos ordenados del Cuadro 4.1 ordenados.
Para evaluar la bondad del ajuste del modelo (4.8), definimos
Zi= (1= Fu(Y)
Si las parejas de valores (Y(;), Z;) caen en una linea recta, entonces el modelo (4.8) es

correcto. La Figura 4.9 muestra la gréfica de las parejas (Y{;), Z;), estas tienen un coefi-

ciente de correlaciéon de —0.996, con lo cual podemos concluir que el ajuste del modelo
(4.8) es bueno.
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Figura 4.9: El coeficiente de correlaion de Z y Y es de —0.996.
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Capitulo 5

Conclusiones

Dado que se consider6 un umbral de v = 100 IMECAS, se obtuvieron los datos del
Cuadro 4.1, a partir de éstos, los objetivos eran

1. Tomar en cuenta los excesos maximos de cada grupo y los tamanos de los grupos,
para ajustar la distribucion de probabilidad conjunta propuesta por Villasenor y
Gonzélez (2010).

2. Considerar los excesos maximos de cada grupo, y ajustar la distribuciéon Pareto
Generalizada, cuyos pardametros serian estimados por el método de momentos.

De acuerdo con la seccién 4.1 el modelo estimado para el primer objetivo fue

0.77 6.3167
Fu(y;0,p,4,%,06) = . |
1-— (023) [1 — (1 _ O.Oly)2'8041}0'5300

y considerando la prueba gréafica de la misma seccién se concluyé que el modelo anterior
tiene un buen ajuste para las Y/s, pues se obtuvo un coeficiente de correlacién de —0.996.
1 )

En el segundo objetivo, el modelo obtenido fue
G(y;64,4) = 1 — (1 — (0.010526) y)***" |

el cual de acuerdo con la prueba grafica de la seccion 4.2 se concluyé que también tiene
un buen ajuste para las Y/s, pues se obtuvo un coeficiente de correlaciéon de —0.994.

Si evaluamos los dos modelos obtenidos en base al coeficiente de correlacion pensariamos

que no existe gran diferencia entre ambos ajustes. Pero antes de quedarnos con esa
impresion analicemos un poco mas a fondo.
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5. Conclusiones

Aunque el modelo Bivariado, requiera en un principio de la estimacion de més parametros,
su contribucion al analisis de los datos es mayor, pues de éste se derivan la distribucién
condicionada de M cuando N = 1, es decir,

PM<y|N=1) = (Gy;6u9) -
_ (1 . (1 . 0.01y)2804 1) . :

y la distribuciéon condicionada de M cuando N = 2, es decir,

P(M<y|[N=2) = (G(y;6u,4)" -
= (1—(1-0.01y)***H) ™.

Estos dos tltimos modelos nos dan una idea de la distribuciéon de los excesos maximos
que no exceden un valor real y, y cuyo tamano de grupo son 1 y 2 respectivamente.

Otra ecuacién de suma importancia que se obtuvo a partir del modelo Bivariado fue la

ecuacion de la esperanza del tamano del grupo dado que el exceso maximo de ese grupo es
menor o igual que un numero real y. Dicha ecuacién es la que se muestra a continuacién

o(-e2)?)
9(1—@(1—<1+%y)$)>

E{N|M<y}=

donde los parametros estimados son

p=0.77,
G =023,

6 = 0.5300,

4 = —0.3566194,

6, = on = (1.57133).

Algo que se observo fue que los valores de dicha ecuacion convergen a

b1 = 1.8866
6  0.5300 '

y que a medida que los excesos maximos de los grupos crecian, también crecia el tamano
del grupo.

Como se puede observar las ventajas de usar el modelo Bivariado son mé&s que las
obtenidas con el uso de la distribuciéon Pareto Generalizada.
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Anexos

Anexo A

Funcion de distribuciéon empirica

Una estimacién para F'(x) = P(X < x), es la proporcién de muestra de los puntos que
caen dentro de (—oo, y|. Dicha estimacion es llamada la funcién de distribucién empirica
acumulativa o funcién de distribucién empirica, para una muestra observada estd definida
por

QJ y < Ya),
F.(y) = oye LY <Yy, 1=1,..,n—1, (A1)
L ym <,
donde yy) < ye) < -+ - < Y es la muestra ordenada.

Prueba bootstrap

Otra prueba de bondad de ajuste para la distribucion Pareto Generalizada, es propuesta
por Villasefior y Gonzdalez (2009). La prueba bootstrap que ellos proponen para evaluar
el ajuste de la DPG, es la prueba unién-interseccién, que propone los casos

Hy : La muestra aleatoria tiene DPG con v < 0;

Hy : La muestra aleatoria tiene DPG con y > 0,

Aplicando esta prueba al grupo de los 86 excesos maximos, se obtiene para H;, un
valor p de 0.37337 y para Hy un valor p de 0.005,con un nivel de significancia de o =
0.1 la hipétesis, de que el grupo de los 86 excesos méaximos tiene distribucion Pareto
Generalizada con v < 0, no es rechazada
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Anexos

Anexo B: Cédigo en R

Programa 1

Cédigo para calcular el indice extremo y realizar el agrupamiento (Ferro y Segers, 2003a).

#—— Cargar los paquetes.

rm(list=1s())
library(extRemes)
library(RODBC)
library(ved)
library(tseries)
library(MASS)
library(stats)
- El archivo de excel se llama '"datos".
data=odbcConnectExcel (file.choose())

#—— Base de datos.

#— LD1279 LD1276 LD1209 LD1190 CEN1264 CEN1080.

sqlTables(data)
mydat=sqlFetch(data,"CEN1080")
odbcClose(data)

a<-mydat$ld

length(a)

kpss.test(a)

stationarity(a)

#—— Primera forma de calcular theta.

x<-a
z<-x>100
exi.intervals(z)

#—— Calcula el nimero de grupos.

0zo <- decluster.intervals(z,exi.intervals(z))
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#—— Goodness of fit Test.

#—— Tamanos de los grupos.

tcluster<-ozo$size
write.table(tcluster,file="N.x1ls",sep=";")
Box.test (tcluster,lag =1,type="Box-Pierce")

#— Excesos maximos de cada uno de los grupos.

excemax<-c(19,52,42,63,68,27,63,2,35,95,10,69,47,61,30,80,7,49,33,25,19,44,
13,10,26,11,47,14,8,11,29,69,18,12,9,6,15,6,8,15,30,7,4,38,5,11,
2,9,43,24,7,42,39,20,4,25,3,22,6,15,29,48,4,6,57,15,6,22,20,11,2,
11,15,10,32,22,21,52,76,7,45,3,66,46,57,14)

Box.test (excemax,lag=1,type="Box-Pierce")

Kok Kok o oK ok K ok oK o K oK o oK oK ok oK oK oK ok o oK o ok ok K ok o oK o oK ok o oK oK ok o ok oK ok o ok o oK ok K ok o oK o K ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Kok Kok oK ok KoK oK o K oK o oK oK ok o oK oK ok o oK oK ok K ok o oK o oK ok o oK oK ok o oK oK ok o ok o oK ok K ok oK o K ok o oK oK ok ook oK ok ok oK ok Kok

Programa 2

Cédigo para calcular

#— Evaluando el ajuste del modelo cuando N tiene distribucion Binomial Negativa.

rm(list=1s())
p<-0.77

q<-0.23

te<-0.53
ga<--0.3566194
sig<-35.51212
a<-(p) " (p/(texq))

#—— Excesos maximos de cada uno de los 86 grupos.
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#----2,2,2,3,3,4,4,4,5,6,6,6,6,6,7,
Y<-¢(7,7,7,8,8,9,9,10,10,10,11,11,11,11,11,12,13,14,14,15,15,15,

15,15,18,19,19,20,20,21,22,22,22,24,25,25,26,27,29,29,30,30,

32,33,35,38,39,42,42,43,44,45,46,47,47,48,49,52,52,57,57,61,

63,63,66,68,69,69,76,80,95)
m<-length(Y)
#-————- Distribuci\’{o}n emp\’{il}rica.
FnY<-numeric (m)
for(j in 1:m)

{

FnY[j]<-(j+15)/86

}
b<-(-te*q)/p
c<-1/te
S<-numeric (m)
Fn<-numeric (m)
for(i in 1:m)

{

Fn[il<-(1-p*(FnY[i])"b)/q

S[il<-(1-(Fn[il)"c)"-ga

}

#—— Guardar los grupos en excel.

write.table(S,file="Si.x1s",sep=";")
sk sk sk sk ok ok ok o o o o ok ok sk sk sk sk ok o o sk o ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok o o ok ok sk sk sk ok ok o o o ok ok sk sk sk sk sk ok o o o ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok
sk sk sk sk ok ok ok ok o o o ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok o ok ok ok sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok o ok ok sk sk sk sk sk ok ok sk o ok ok sk sk sk sk ok sk ok ok o ok ok ok sk ok ok

Programa 3

Codigo para estimar

pE(y)
(1 —qF(y))’

E{N|M <y} =
donde »
Fly)=1-(1+2y) 7.
o
#—— La estimacién del promedio de los tamanos de los grupos,

#—— condicionada a los excesos maximos de los grupos basados,

%)
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#— en la distribucién Binomial Negativa para los tamanos de los grupos.

rm(list=1s())
Y<-¢c(2,2,2,3,3,4,4,4,5,6,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,9,9,10,10,10,11,11,11,

11,11,12,13,14,14,15,15,15,15,15,18,19,19,20,20,21,22,22,22,24,

25,25,26,27,29,29,30,30,32,33,35,38,39,42,42,43,44,45,46,47 ,47,

48,49,52,52,57,57,61,63,63,66,68,69,69,76,80,95)
n<-length(Y)
p<-0.77
q<-0.23
te<-0.53
ga<--0.3566194
sig<-35.51212
Fu<-numeric(n)
ec<-numeric(n)
ENM<-numeric(n)
for(r in 1:n)

{

Fulr]<-1-(1+(ga/sig)*Y[r]) ~(-1/ga)

ec[r]<-(Fulr]) “te

ENM[r]<-p*(ec[r])/(tex(1-gxec[r]))

}
write.table(ENM, file="ENM.xls",sep=";")
sttt ot sk st sk ok ok o ok ok o ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk stk stttk st sk s sk ko ok ok o ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ootk kok ok ko ok
st stttk ok sk sk ok sk ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk stk stk stk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk o sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok skok ok ok ok ok ok

Programa 4

Cédigo para calcular
7.

Js

cuando k = 1.

rm(list=1s())

te<-0.53

ga<--0.3566194

Y<-c(2,2,2,3,4,4,4,5,6,6,6,6,7,7,7,7,8,9,9,10,10,
11,11,12,13,15,15,19,20,21,22,29,30,39,43,46)

n<-length(Y)

k<-1

#—— Distribucién empirica.
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Fnk<-numeric(n)
for(i in 1:n)
{
Fnk([i]<-(i)/36
+

#—— Célculo de Z1.

Z<-numeric(n)
FnkY<-numeric(n)
for(j in 1:n)
{
FnkY[j]1<-(Fnk[j])~(1/(k*te))
Z[j1<-(1-FnkY[j1) "~ (-ga)
+
write.table(Z,file="Zjl.x1s",sep=";")
sttt stk st sk sk ok ok ok ok ok ook ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk stk stttk st sk s sk sk sk ok sk ok sk o sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok okok ok ok ok ko ok
sttt otk ok sk sk ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk sttt stk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk kot sk ok ok ok ok ok

Programa 5

Y de manera similar cuando k£ = 2.

rm(list=1s())

te<-0.5300666

ga<--0.3566194

Y<-c(3,6,8,11,11,11,14,14,15,15,18,19,22,22,
25,25,26,27,29,32,38,42,44,45,47,68,69)

n<-length(Y)

k<=2

#—— Distribucién empirica.

Fnk<-numeric(n)
for(i in 1:n)

{
Fnk([i]<-i/27
i

#—— Célculo de Z2.
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Z<-numeric(n)
FnkY<-numeric(n)
for(j in 1:n)
{
FnkY[j]1<-(Fnk[j])~(1/(kx*te))
Z[j1<-(1-FnkY[j1) " (-ga)
+
write.table(Z,file="Zj2.x1s",sep=";")
sttt ot otk ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk stk st skt sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok
stttk ko ok ook ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok okokokokokokok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ook ook ok ok ok ok

Programa 6

#—- Los datos a considerar son los maximos de los bloques

rm(list=1s())
library(RODBC)
library(extRemes)

#— El archivo de excel se llama ”datos ”

data=odbcConnectExcel (file.choose())

#— LD1279 LD1276 LD1209 LD1190 CEN1080 CEN1264

sqlTables(data)
mydat=sqlFetch(data,"CEN1080")
odbcClose(data)
v<-mydat$ld
promedio<-numeric(14)
u<-92
j<-1
while (u<=105)
{
z<-0
Y<-0
z <-v>u
rg<- decluster.intervals( z, exi.intervals(z))$r
dx<-dclust(v, u, rg, cluster.by = NULL)$xdat.dc
dxx<-numeric(1080)
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for(h in 1:1080)
{
dxx [h]<-ifelse(dx[h]<u,NA,dx[h])
+
Y<-dxx[!is.na(dxx)]
Y<-Y-u
promedio[j]<-sum(Y)/length(Y)
j<-j+1
u<-u+1
+
umbral<-seq(92,105, by=1)
plot (umbral,promedio)
sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk o ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok
sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok o sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok

Programa 7

Cédigo para calcular

5'22——7}?ny
#—— Estimacion de los parametros de gamma y sigma.

rm(list=1s())

n<-1000

p<-0.77

g<-0.23

te<-0.53

a<-p~ (p/ (texq))

U<-runif (n,min=a,max=1)

V<-numeric(n)

for(i in 1:n)
{
b<-0
b<-p*(U[i]) "~ (-(tex*q)/p)
k<-1/te
V[i]<-log(1-((1-b)/q) "k)
+
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#—— Calculo de E{V}.
EV<-mean (V)
#— Excesos maximos de cada uno de los 86 grupos.

Y<-c(2,2,2,3,3,4,4,4,5,6,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,9,9,10,10,10,11,11,
11,11,11,12,13,14,14,15,15,15,15,15,18,19,19,20,20,21,22,22,
22,24,25,25,26,27,29,29,30,30,32,33,35,38,39,42,42,43,44,45,
46,47,47,48,49,52,52,57,57,61,63,63,66,68,69,69,76,80)

Yn<-95

m<-length(Y)

lgm<-numeric (m)

for(j in 1:m)

{
lgm[jl1<-log(1-(Y[j1/Yn))
}
su<-sum(lgm)

#—— Célculo de gamma y sigma.

gamma<-(-1/EV)*(1/m) *su

sigma<-(-gamma)*Yn

KKK KKK KKK KK KKK KKK KKK KoK KKK oK K oK oK K oK K oK o ok o ok o ok o ok o ok o ok K ok ok ok K ok K ok K ok K ok ok Kok ok Kok Kok Kok K ok K
KKK KKK KKK KKK KK KK KK KK KoK KoK KoK KoK oK o oK ook ook o ok o ok o ok o ok o ok o ok ok ok ok ok o ok o ok K ok K ok ok ok K ok K ok K ok ok ok ok ok ok ok

Programa 8

Cédigo para calcular

Zi = (1 - Fn(Y(i)))iﬁ~

rm(list=1s())

Y<-c(2,2,2,3,3,4,4,4,5,6,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,9,9,10,10,10,11,11,11,
11,11,12,13,14,14,15,15,15,15,15,18,19,19,20,20,21,22,22,22,24,
25,25,26,27,29,29,30,30,32,33,35,38,39,42,42,43,44,45,46,47,47,
48,49,52,52,57,57,61,63,63,66,68,69,69,76,80,95)

n<-length(Y)

ga<--0.3868249
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sig<-36.74837
G<-numeric(n)
FnY<-numeric(n)
for(i in 1:n)
G[il<-(1-(i/n)) "~ (-ga)
cor(G,Y)
write.table(G,file="Ge.x1s",sep=";")
sk sk sk sk ok ok ok o o o ok ok sk sk sk ok ok o o o o ok ok sk sk sk sk ok o ok o ok ok sk sk sk sk sk ok o o o ok ok sk sk sk sk sk ok o o o ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok
sk sk sk sk ok ok ok ok ok o o ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok o ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok o ok ok sk sk sk sk sk ok ok sk o ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok
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