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RESUMEN

En la práctica, el supuesto de que las observaciones en una muestra aleatoria son
idénticamente distribuidas no es adecuado para muchos tipos de fenómenos. Para
relajar este supuesto, se han propuesto mecanismos que permiten la agrupación
de observaciones similares. Cuando la agrupación es por medio de la distribu-
ción que se genera las observaciones, el problema se enmarca en un modelo de
mezclas. Los procesos Dirichlet para modelos de mezclas permiten determinar,
simultáneamente, el número de distribuciones en la mezcla y los parámetros que
las definen.

En series de tiempo, la violación del supuesto de estacionariedad es frecuente y
natural, debido a su inherente dinámica que les permite evolucionar con el tiem-
po. En algunos casos la evolución que exhiben es simple, y se puede representar
satisfactoriamente por un modelo dinámico lineal. Fenómenos más complejos, en
los que la dinámica se relaciona con eventos que originan cambios estructurales
en el tiempo, se aproximan mediante sistemas dinámicos lineales de cambio de
régimen (SLDS, por sus siglas en inglés).

En esta tesis se propone un modelo de regresión dinámica que permite saber
cuántas distribuciones diferentes están presentes, dónde se encuentran, y esti-
mar los parámetros que las definen. Adicionalmente, como el modelo de regresión
dinámica incluye covariables, es de interés incorporar selección de variables como
un elemento para distinguir entre las distribuciones de las que se generan los da-
tos. Las propuestas son extensiones de los SLDS. El desempeño de los modelos se
examina mediante simulación, y su utilidad se respalda con problemas prácticos.

Palabras clave: procesos Dirichlet jerárquicos, modelos de espacio-estado,
selección de variables.
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MODELING COMPLEX DYNAMICAL DATA WITH SWITCHING
DYNAMIC LINEAR MODELS (SDLM)

Dayna Priscila Saldaña Zepeda, Dra.

Colegio de Postgraduados, 2017

ABSTRACT

In practical applications, the assumption that observations in a random sample are
identically distributed is not suitable for many phenomena. In order to relax this
assumption, mechanisms have been proposed for clustering similar observations,
such that observations in the same group are similar but different from those in
other groups. When clustering is based on distributions, a mixture of distributions
is more appropriate to model the uncertainty of the generating data process. The
Dirichlet Process Mixture Models (DPMM) are able to simultaneously infer the
number of distributions in the data and learn about the distributions’parameters.

In time series data, the stationarity assumption is violated mostly because their
evolution in time. In some cases, the behavior exhibited by the data is simple
and can be satisfactorily explained by a linear dynamical model. However, more
complex phenomena in which dynamics is related to events that cause structural
changes over time, are well described by the switching linear dynamical systems
(SLDS).

In this thesis, we propose a flexible dynamic regression model to learn about
the number of components in the mixture of distributions, and associate some
events that might be responsable for the changes in distributions. Additionally,
we are interested in incorporating variable selection as an element to distinguish
between the distributions in the mixture. The proposal is an extension of the
SLDS, its performance is evaluated by simulation, and its usefulness is illustrated
by practical applications.

Keywords: Hierarchical Dirichlet processes, state-space models, varia-
ble selection.
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4.12 Tipo de cambio peso-dólar, 1970-1983. . . . . . . . . . . . . . . . 117
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5.3 Escenario 1. Número de modos detectados. . . . . . . . . . . . . . 156

5.4 Escenario 1. Ajuste de observaciones, secuencia de modos y proba-
bilidad de punto de cambio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

xvi



5.5 Escenario 2. Observaciones, secuencia de modos y covariables simu-
ladas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.6 Escenario 2. Secuencia simulada y estimada del vector de estados. 158
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Caṕıtulo 1

Introducción

El carácter dinámico de muchos fenómenos en diversos campos de la ciencia, co-
mo en economı́a y finanzas (Kim, 1994; Carvalho & Lopes, 2007; West, 2013;
Zeng & Wu, 2013; McAlinn & West, 2016), en estudios del movimiento del cuerpo
humano (Bregler, 1997; Pavlović et al., 2001), y en estudios ambientales (Conrad
Lamon III et al., 1998; Huerta et al., 2004; Velasco Cruz et al., 2012), ha motivado
el desarrollo de métodos flexibles para representarlos. Estos métodos se adaptan a
las condiciones del sistema que los origina, y permiten modelar fenómenos en los
que el supuesto de estacionariedad no se sostiene, ya que son capaces de capturar
cambios repentinos experimentados por el sistema como respuesta a modificacio-
nes de algunas caracteŕısticas que directa o indirectamente pudieran afectarlo. Por
ejemplo, la proliferación de una enfermedad transmitida por un virus puede tener
cambios debido a las condiciones climáticas, al desarrollo de una nueva vacuna, o a
la implementación de otros mecanismos para su control; un páıs puede sufrir cam-
bios en su economı́a debido a una recesión, a un evento de impacto nacional (como
para Cuba, la muerte de su presidente Fidel Castro en 2016), o a un evento global
externo (como el que implicó la llegada del presidente Trump en 2017 a Estados
Unidos). Los eventos asociados a estos ejemplos representan los estados (o modos)
del sistema que origina el fenómeno, y la serie de tiempo retrata la evolución del
fenómeno en cada estado del sistema, que se modelan adecuadamente mediante
un tipo de modelos dinámicos llamado sistemas dinámicos lineales de cambio de
régimen (SLDS) (Ghahramani & Hinton, 1998; Fox et al., 2011a; Barber, 2012).

Los SLDS son una extensión de los modelos de Markov ocultos (HMM) (E. &
Petrie, 1966; Rabiner, 1989; Bishop, 2006), en los que en cada modo se asocia un
sistema dinámico lineal (LDS). Aunque la dinámica de muchas series de tiempo en-
contradas en la práctica es compleja y generalmente no lineal, se puede aproximar



1. Introducción

eficientemente mediante cambios entre un conjunto de modos condicionalmente
lineales. La idea básica de los SLDS es dividir la serie en segmentos (modos), y
modelar cada uno con un modelo dinámico lineal. Expĺıcitamente, un SLDS se
puede representar, siguiendo la definición de Fox et al. (2011a), por el siguiente
modelo jerárquico

zt|zt−1 ∼ πzt−1 (1.1)

βt = A(zt)βt−1 + e
(zt)
t (1.2)

yt = Cβt + wt, (1.3)

donde zt es la variable oculta del HMM al tiempo t1 que representa los modos. Las
ecuaciones (1.2)-(1.3) definen el LDS; βt es una variable latente (oculta) continua,
comúnmente Gaussiana, yt

2 es el vector de respuestas, C es una matriz constante
de interceptos, e

(zt)
t ∼ N(0,Σ(zt)), y wt ∼ N(0,R); los términos de error se

asumen interna y mutuamente independientes. El LDS y el HMM se relacionan
mediante la dependencia de {A(zt),Σ

(zt)
t } en zt.

El SLDS definido por el sistema (1.1)-(1.3) permite describir la complejidad de
la serie de tiempo mediante un proceso latente HMM que induce agrupamiento
de los parámetros que definen la distribución de βt; las observaciones se modelan
entonces por medio de la dependencia en βt, y no dependen directamente de zt.
Para hacer inferencia con este modelo, Fox et al. (2011a) proponen un algoritmo
forward-backward que itera entre el muestreo por bloques (Ishwaran & James,
2001) de la secuencia de modos (variables ocultas del HMM) y la secuencia de es-
tados (variables ocultas del LDS). El muestreo de la secuencia de modos usa una
aproximación truncada del proceso Dirichlet (Ishwaran & James, 2002; Ishwaran
& Zarepour, 2002), condicionando sobre la secuencia de estados. El muestreo por
bloques de la secuencia de estados se realiza condicionado a la secuencia de mo-
dos, tal como fue propuesto originalmente por Carter & Kohn (1994, 1996). El
algoritmo de Fox et al. (2011a) es un procedimiento Bayesiano no-paramétrico
que permite modelar series de tiempo complejas mediante un conjunto de posi-
bles modelos dinámicos más simples. El número de modelos en el conjunto está
determinado por el truncamiento del DP; al mismo tiempo, el DP permite relajar
el supuesto de otras metodoloǵıas que asumen fijo y conocido el número de mo-
delos presentes en la serie (ver por ejemplo Ghahramani & Hinton, 2000; Kotsalis
et al., 2006; Chen et al., 2011).

En esta tesis se presenta una extensión del SLDS de Fox et al. (2011a) en el que
la variable de interés se relaciona directamente con los modos que originan los

1En esta tesis se estudian sistemas de tiempo discreto.
2En general, un sistema dinámico lineal se define para un vector de observaciones; sin em-

bargo, en esta tesis se trabaja con una observación para cada t.
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1. Introducción

cambios dinámicos a través del término de error wt, similar a la dependencia de
los modos sobre los estados. Debido a que se tiene mejor comprensión del sistema
en estudio cuando se consideran variables relevantes con influencia en la variable
de interés, se establece un modelo de regresión dinámico que incluye variables
explicativas, o covariables, y no únicamente intercepto, como en el SLDS de Fox
et al. (2011a). La interpretación de los coeficientes asociados a este modelo es
similar a la de los modelos de regresión clásicos, es decir, cuantifican el efecto que
tienen sobre la variable de interés; pero en un modelo de regresión dinámico el
efecto de una variable sobre otra evoluciona con el tiempo. Esto agrega flexibilidad
al modelo; permite describir relaciones cambiantes entre variables conforme el
tiempo transcurre. El SLDS extendido se presenta entonces por el siguiente modelo
jerárquico:

zt|zt−1 ∼ πzt−1 (1.4)

βt = A(zt)βt−1 + e
(zt)
t (1.5)

yt = X ′tβt + w
(zt)
t , (1.6)

donde se asume que w
(zt)
t ∼ N(0, R(zt)), yt es escalar, y Xt es un vector que

incluye intercepto y una o más covariables al tiempo t. Una segunda extensión del
modelo SLDS propuesta en esta tesis consiste en permitir que la variable de interés
dependa de los modos a través del vector de covariables Xt. Esta dependencia
se expresa mediante una variable indicadora que señala qué covariables ejercen
un efecto significativo en cada modo. La propuesta se basa en la hipótesis de
que una variable explicativa puede ser relevante para la variable respuesta en
un segmento del tiempo, pero puede no ser significativa en otros segmentos del
tiempo debido, por ejemplo, a eventos no anticipados o no presentes en toda la
serie. Para ilustrar esto, considere la Figura 1.1. La gráfica corresponde a una
serie de tiempo de 600 observaciones (ĺınea azul), t = 1, . . . , 600, en la que la
dinámica está caracterizada por tres modos presentes en intervalos de tiempo de
igual longitud (ĺınea amarilla). En cada modo, las observaciones están en función
de un subconjunto de un conjunto de tres covariables más el intercepto. En el modo
1, la variable observada depende de la covariable 1; en el modo 2 las tres covariables
ejercen un efecto significativo sobre las observaciones, y la varianza en este modo es
más grande que en los otros dos; y en el modo 3, las observaciones están definidas
por el efecto de la segunda covariable. En los tres modos el intercepto está presente.
La implicación de las dos extensiones al modelo SLDS es que representan elementos
adicionales para distinguir entre modos; es decir, un modo k está definido por el
conjunto {A(k),Σ

(k)
t , R(k)} y un subconjunto de covariables significativas.
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yt = βt0 + βt1 ⋅ xt1

yt = βt0 + βt1 ⋅ xt1 + βt2 ⋅ xt2 + βt3 ⋅ xt3
yt = βt0 + βt2 ⋅ xt2

Figura 1.1: Serie de tiempo con 3 modos

Para hacer inferencia sobre las extensiones propuestas, se muestrean por bloques
las secuencias de modos y estados usando una variante del algoritmo forward-
backward como en Fox et al. (2011a), pero trabajando sobre un modelo marginal
de los estados para muestrar la secuencia de modos.

1.1. Organización y resumen capitular de la tesis

La tesis está organizada por caṕıtulos; los caṕıtulos 2 y 3 describen los funda-
mentos teóricos sobre los que se basan las contribuciones, desarrolladas en los
caṕıtulos 4 y 5. En cada uno se presentan ejemplos con datos simulados y da-
tos reales. El objetivo es clarificar las metodoloǵıas expuestas y emplearlas en
aplicaciones prácticas. Los ejemplos con datos reales tienen justificación teórica o
emṕırica, y las contribuciones son resultado del interés por hacer aportaciones a
la estad́ıstica aplicada. Los lectores con bases suficientemente sólidas en procesos
Dirichlet y modelos dinámicos pueden obviar la lectura de los caṕıtulos 2 y 3, y
concentrarse directamente en las aportaciones presentadas a partir del caṕıtulo 4.
Las conclusiones generales se exponen en el último caṕıtulo. Debido a la limitante
de tiempo para cubrir un objetivo más ambicioso en la investigación, y a que todo
trabajo puede ser mejorable o extendible, se incluye también en ese caṕıtulo una
discusión sobre el trabajo futuro derivado de los resultados de la investigación.

En esta sección se presenta una breve descripción del contenido de cada caṕıtulo,
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1.1. Organización y resumen capitular de la tesis

con el fin de dar una apreciación preliminar de la aportación de cada uno hacia
los objetivos y principales contribuciones de la tesis.

1.1.1. Resumen: Métodos Bayesianos No-paramétricos

En la práctica es común encontrar datos para los que no es adecuado suponer
que una única distribución o modelo sea suficiente para describirlos o caracteri-
zarlos. Para este problema, las mezclas de distribuciones paramétricas son de más
utilidad. T́ıpicamente, la estimación de los parámetros de las distribuciones que
definen los componentes de la mezcla y las probabilidades de pertenencia a cada
componente, se realiza siempre y cuando el número de componentes de mezcla
sea conocido. En un contexto de modelos Bayesianos no paramétricos, los mode-
los de mezclas basados en el proceso Dirichlet como distribución a priori sobre los
parámetros, se conocen como proceso Dirichlet para modelos de mezclas (DPMM).
El DPMM permite encontrar, simultáneamente, el número de los componentes en
la mezcla y los parámetros que los definen.

El caṕıtulo comienza motivando un problema de mezclas de distribuciones. La
sección 2.2 describe a la distribución Dirichlet como introducción al proceso Diri-
chlet, que se presenta en la sección 2.3. Las propiedades de agrupación inducidas
por los procesos Dirichlet se han explotado en muchas aplicaciones de modelos de
mezclas. Los DPMM se ilustran en la sección 2.4 mediante tres algoritmos cono-
cidos para estimar estos modelos. Una extensión del proceso Dirichlet, conocido
como proceso Dirichlet jerárquico (HDP) se trata en la sección 2.5. El HDP in-
volucra datos agrupados, en donde cada observación dentro de un grupo se toma
de un modelo de mezclas, y se permite que los grupos compartan componentes
de mezclas. En el Caṕıtulo 4, el HDP se usa como a priori para un modelo de
Markov oculto de manera similar a la construcción del DPMM.

1.1.2. Resumen: Modelos lineales dinámicos

Los modelos dinámicos describen el comportamiento de un sistema cambiante
en el tiempo. La representación de estos modelos en la forma espacio-estado es
de gran utilidad para modelar las observaciones. De manera particular, los sis-
temas dinámicos lineales (LDS) en la forma espacio-estado son consistentes con
los modelos de regresión dinámica, es decir, con los modelos de regresión en los
que los coeficientes asociados a las variables independientes vaŕıan con el tiem-
po. Los HMM y los LDS son los dos tipos más importantes de los modelos de
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espacio-estado; en el primero, la dinámica se describe en términos de transiciones
de una variable aleatoria discreta, mientras que en el último la variable aleatoria
es continua tipo Gaussiana.

La sección 3.2 presenta la definición de cadenas de Markov, que son los modelos de
Markov más simples. En la sección 3.3 se discuten los modelos de espacio-estado
HMM y los LDS, incluyendo ilustraciones del algoritmo iterativo conocido co-
mo forward-backward, utilizada para inferencia acerca de los estados del sistema;
además, se presenta una discusión sobre la habilidad de los LDS para incorpo-
rar parámetros desconocidos, y la implicación que tienen en la estimación de los
estados.

1.1.3. Resumen: SLDS para problemas de regresión

Muchos fenómenos complejos no se pueden describir adecuadamente por un solo
LDS; sin embargo, se pueden aproximar mediante cambios de modelos que pueden
ocurrir como respuesta a modificaciones de las condiciones del sistema. Cuando
esos cambios se modelan con base en una variable latente que sigue un HMM de
tiempo discreto, el modelo que resulta es un SLDS. La sección 4.2 introduce los
SLDS; la sección 4.3 define al HDP como a priori para el HMM, y una extensión
del modelo, conocida como sticky HDP-HMM, que introduce un parámetro para
incrementar la probabilidad de permanecer en un mismo estado. La sección 4.4
generaliza el SLDS para problemas de regresión; el objetivo es modelar series de
tiempo con dinámicas complejas, relacionándolas a variables explicativas. Para
evaluar el desempeño en ajuste del modelo, se realiza un estudio de simulación.
Adicionalmente, se examinan dos conjuntos de datos reales: (1) el modelo detecta
cambios de modo en la serie diaria del tipo de cambio en México, en el periodo
01/01/1970-11/05/2016, coincidentes con una serie de eventos asociados a perio-
dos de crisis; (2) se ajusta un modelo de regresión de los niveles de ozono en la
Cd. de México con la temperatura como covariable.

Cuando se hace análisis de regresión, se parte del supuesto de que las covariables
están causalmente relacionadas con la variable respuesta; de otro modo, si la
dependencia entre variables no tiene sentido o interpretación, pero se obtienen
relaciones significativas, entonces se dice que se ha producido una relación espuria.
La sección 4.5 está dedicada al tema de regresión espuria y cointegración. La
sección concluye con un estudio de caso que explora los efectos de la inflación
y el crédito privado en el crecimiento económico de México. Los resultados se
comparan con los obtenidos en un estudio basado en un modelo de corrección de
error.
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1.1.4. Resumen: Selección de variables en SLDS

Cuando se especifica un modelo de regresión, es común incorporar variables ex-
plicativas que se presupone contribuyen en la descripción de la variable de interés
o respuesta. Cuando el conjunto de posibles variables a incluir como covariables
es muy grande, es deseable que el modelo recurra al principio de parsimonia,
que sugiere que la explicación completa más simple es preferible. Los métodos
de selección de variables ofrecen alternativas cuando no se tiene una justificación
contundente a priori sobre qué variables deben ser incluidas.

En los SLDS, la selección de variables es incorporada a los diferentes modos
dinámicos, de manera que representen más adecuadamente los cambios que el
fenómeno exhibe. La idea central es que una variable es relevante en el modelo
dada su interacción con algún evento presente en un periodo, pero no necesaria-
mente es significativa cuando tal evento no está presente.

En la sección 5.2 se adapta el método de selección de variables de Kuo & Mallick
(1998) en cada modo para el modelo de regresión SLDS. El método de selección
de variables en forma general hace cero los componentes del vector de estados
asociados a las covariables que no sean significativas por modo. En la sección
5.3 se evalúa el desempeño en ajuste de la propuesta mediante un estudio de
simulación.

1.1.5. Resumen: Conclusiones y trabajo futuro

El caṕıtulo resume los contenidos y principales resultados de la tesis. Cabe señalar
que hasta ahora, la investigación está enfocada al ajuste del modelo, por lo que en
este caṕıtulo se incluye una breve dirección sobre dos posibles tópicos pendientes
para futura investigación: predicción y un estudio de cómo controlar sobreajuste
si estuviera presente.
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Caṕıtulo 2

Métodos Bayesianos
No-paramétricos

2.1. Introducción

Considere los datos presentados en la Figura 2.1. Las observaciones en (a) co-
rresponden a los tiempos de espera (en minutos) entre erupciones sucesivas del
géiser Old Faithful en el Parque Nacional de Yellowstone en Wyoming, USA. La
densidad en (b) se estimó usando estimación no paramétrica de densidades (Sil-
verman, 1986) implementada en la función density del paquete estad́ıstico R (R
Core-Team, 2016). Como se puede observar, las gráficas dan fuerte evidencia de
que la distribución de estos datos es bimodal, y sugieren que las observaciones
se pueden dividir en grupos (clusters), según la distribución de la cual fueron
generadas.

En la práctica, es común encontrar estructuras de datos similares a las de la Figu-
ra 2.1, en las que no es adecuado suponer que todas las observaciones provienen
de la misma distribución de probabilidad, es decir, que son idénticamente distri-
buidas. Por el contrario, se identifican grupos de observaciones homogéneas, tal
que pertenecen a un mismo grupo si son tomadas de la misma distribución. En al-
gunos casos, el conjunto de datos podŕıa reflejar una agrupación fácil de encontrar
mediante examen visual. En otros, la estructura de los datos es más compleja, y
la agrupación no es tan evidente o fácil, o se requiere discriminar entre todas las
caracteŕısticas presentes en los datos, aquellas que son importantes para definir los
clusters. Resulta entonces de gran interés contar con procedimientos que permitan
encontrar de manera eficiente la agrupación a la que obedecen.
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Figura 2.1: Tiempos de espera entre erupciones sucesivas del géiser Old Faithful

Motivados por el ejemplo anterior, se parte de un conjunto de observaciones que
no están totalmente caracterizadas por una única distribución o modelo, si no
que varias distribuciones explican mejor el mecanismo aleatorio que las genera.
Sin embargo, no se conoce de antemano cuántas de tales distribuciones, ni los
parámetros que las definen, están presentes en los datos. La pregunta es entonces:
Qué hacer?
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2.2. Caracterización de la distribución Dirichlet

Modelos Bayesianos no paramétricos, tales como procesos Dirichlet para modelos
de mezclas (DPMM), permiten encontrar, simultáneamente, el número de compo-
nentes en la mezcla, es decir, el número de distribuciones presentes en los datos, y
la estimación de sus parámetros. Esta caracteŕıstica es la que los distingue de otros
métodos de clasificación en los que se conoce a priori el número de componentes
o se usan etiquetas de clase a priori para identificar a las observaciones.

El objetivo de este caṕıtulo es hacer una breve revisión del proceso Dirichlet como
un método Bayesiano no paramétrico para modelos de mezclas. En la sección
2.2 se define y caracteriza a la distribución Dirichlet; la sección 2.3 presenta una
descripción del proceso Dirichlet, que puede ser entendido como una generalización
de la distribución Dirichlet, y se incluyen además dos métodos de representación:
proceso de restaurant Chino y stick-breaking ; la sección 2.4 usa al proceso Dirichlet
como a priori para los parámetros de los componentes de un modelo de mezclas, el
resultado se denomina modelo de mezclas proceso Dirichlet. Tres algoritmos para
estimar estos modelos se describen también en esta sección; una extensión del
proceso Dirichlet a dos niveles, llamado proceso Dirichlet jerárquico, se describe
brevemente en la sección 2.5. La sección 2.6 presenta conclusiones del caṕıtulo.

2.2. Caracterización de la distribución Dirichlet

La distribución Dirichlet es una familia de distribuciones de probabilidad conti-
nuas multivariada, parametrizada en Ferguson (1973) por α, un vector de valores
de reales no negativos. Esta distribución es la generalización multivariada de la
distribución beta y, por sus caracteŕısticas, es frecuentemente utilizada en el con-
texto Bayesiano como a priori conjugada para los parámetros de la distribución
multinomial.

Sea (Y1, . . . , Yk) un vector aleatorio tal que

Yj = Zj/

k∑
i=1

Zi, j = 1, 2, . . . , k

donde Z1, Z2, . . . , Zk son v.a. independientes con distribución Gamma, Zj ∼ Ga(αj, 1),
con parámetro de forma αj ≥ 0 para todo j, y αj > 0 para algún j, j = 1, 2, . . . , k.
Entonces, el vector (Y1, . . . , Yk) tiene distribución Dirichlet (Ferguson, 1973). Esta
definición permite a algunas de las variables ser degeneradas en cero, es decir, si
algún αj = 0, entonces Zj y Yj correspondientes son degeneradas en cero.
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2.2. Caracterización de la distribución Dirichlet

De la definición es fácil ver que Y1 + · · · + Yk = 1, y que cada Yj es Beta: Yj ∼
Be(αj, (

∑k
1 αi)−αj). Por ejemplo, para k = 2: Y1 ∼ Be(α1, α2) y Y2 ∼ Be(α2, α1), o

bien, Y2 = 1−Y1 ∼ Be(α2, α1) por la propiedad de imagen espejo de la distribución
Beta. Se sigue que (Y2 = 1− Y1) + Y1 = 1.

La densidad Dirichlet está dada por:

f(y1, . . . , yk−1|α1, . . . , αk) =

Γ(α1 + · · ·+ αk)

Γ(α1) · · ·Γ(αk)

(
k−1∏
j=1

y
αj−1
j

)(
1−

k−1∑
j=1

yj

)αk−1

IS(y1, · · · , yk−1) (2.1)

donde:

S = {(y1, · · · , yk−1) : yj ≥ 0,
k−1∑
j=1

yj ≤ 1}

El soporte de la distribución es el conjunto k−dimensional, cuyos valores para
cada yi son números reales en el intervalo (0, 1); estos pueden ser vistos como las
probabilidades de un evento categórico (con k categoŕıas). Dicho de otro modo,
el dominio de la distribución Dirichlet es por śı mismo un conjunto de distribu-
ciones de probabilidad, por lo que comúnmente es llamada una distribución de
distribuciones.

Ejemplo. Considere un conjunto de N dados comunes. Cada dado puede ser
visto como una pmf; para muestrear la pmf se lanza el dado y se obtiene un
número del uno al seis. Suponga ahora que los N dados se meten en una bolsa.
La bolsa con los dados es un ejemplo de una pmf con distribución Dirichlet,
esto es, un conjunto de pmfs. Para muestrear de esta pmf, se saca de la bolsa
un dado, es decir, se toma una pmf. El dado extráıdo es una realización de la
distribución Dirichlet.

En adelante, se denotará a la distribución Dirichlet de parámetro α como Dir(α).

La Figura 2.2 ilustra a la distribución Dirichlet, para k = 3, con varios valores
del parámetro de concentración α. De las gráficas se puede notar que cuando
α = (c, c, c) para algún c > 0, la densidad es simétrica sobre la pmf uniforme.
El caso especial α = (1, 1, 1) en (a), es la distribución uniforme sobre el simplex.
Cuando 0 < c < 1 como en (b), la densidad se concentra casi en los vertices
del simplex, es decir, pequeños valores del parámetro de concentración favorece
valores extremos de la distribución. Si c > 1 como en (c), la densidad se concentra
en el centro del simplex. Finalmente, si α no es un vector constante como ocurre
en (d), la densidad no es simétrica.
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2.2. Caracterización de la distribución Dirichlet

(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.2: Distribución Dirichlet, k = 3 y distintos valores de α, (a): Dir(1, 1, 1),
(b): Dir(0.1, 0.1, 0.1), (c): Dir(10, 10, 10), (d): Dir(1, 10, 30)
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2.2. Caracterización de la distribución Dirichlet

2.2.1. Propiedades

Propiedad de agregación

La distribución Dirichlet tiene una propiedad útil del tipo fractal, tal que si se
particiona el espacio muestral, la distribución conjunta de sumas de los elementos
de la partición es también una distribución Dirichlet sobre el nuevo conjunto de
eventos (Frigyik et al., 2010).

Ejemplo. Considere una distribución Dirichlet sobre dados de seis caras con
α ∈ R6

+. Suponga que se desea conocer la probabilidad de obtener un número
impar versus la probabilidad de obtener un número par. Por la propiedad de
agregación, la distribución Dirichlet sobre las seis caras de dados produce una
distribución Dirichlet sobre el espacio muestral formado por dos eventos, pares
e impares, con parámetro (α1 + α3 + α5, α2 + α4 + α6).

De manera formal, la propiedad se enuncia de la siguiente manera:

Si (Y1, . . . , Yk) ∼ Dir(α1, . . . , αk) y r1, . . . , rl son enteros tal que 0 < r1 < · · · <
rl = k, entonces r1∑

1

Yi,

r2∑
r1+1

Yi, · · · ,
rl∑

rl−1+1

Yi

 ∼ Dir

 r1∑
1

αi,

r2∑
r1+1

αi, · · · ,
rl∑

rl−1+1

αi

 .

Es fácil notar que la propiedad se sigue directamente de la definición de la dis-
tribución Dirichlet y de la propiedad aditiva de la distribución gamma, por ejem-
plo: si Z1 ∼ Ga(α1, 1), Z2 ∼ G(α2, 1), y si Z1, Z2 son independientes, entonces
Z1 + Z2 ∼ Ga(α1 + α2, 1).

A priori conjugada

Otra caracteŕıstica de la distribución Dirichlet es que es una a priori conjugada
para los parámetros de la distribución multinomial. Esto es, si la distribución a
priori de (Y1, . . . , Yk) ∼ Dir(α1, . . . , αk) y si

P{X = j|Y1, . . . , Yk} = Yj para j = 1, . . . , k
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2.2. Caracterización de la distribución Dirichlet

entonces la distribución a posteriori [Y1, . . . , Yk|X = j] es Dir(α
(j)
1 , . . . , α

(j)
k ), donde

α
(j)
i =αi si i 6= j

=αj + 1 si i = j

Un caso particular se tiene cuando se asume una distribución beta como a priori
para la probabilidad de éxito en la distribución binomial. Una propiedad similar
caracteriza al proceso Dirichlet descrito en la siguiente sección.

Ejemplo. Considere k = 2:

P{X = j|Y1, Y2} = Yj para j = 1, 2

P{Y1, Y2|X = j} ∝ P{X = j|Y1, Y2} · P{Y1, Y2}
∝ yjy

α1−1
j (1− yj)α2−1

Si j = 1, la última expresión es y
(α1+1)−1
1 (1 − y1)α2−1 que es el Kernel de

Dir(α1 + 1, α2), y si j = 2, entonces y
(α1−1)
1 (1 − y1)(α2+1)−1, esto es, el Kernel

de Dir(α1, α2 + 1).
Intuitivamente, α representa el número de observaciones que ya han sido ob-
tenidas en cada categoŕıa.

Momentos

La distribución se caracteriza por las siguientes expresiones que definen los mo-
mentos:

E[Yi] =αi/α

E[Y 2
i ] =αi(αi + 1)/α(α + 1)

E[YiYj] =αiαj/α(α + 1),

donde α =
∑
αi. Estas expresiones son fácilmente verificables cuando k = 2, en

donde la distribución Dirichlet se reduce a una distribución Beta, Be(α1, α2).

Una revisión más extensa de la distribución Dirichlet se presenta en Frigyik et al.
(2010), e incluye además algoritmos para muestrear de la distribución basados en
urna de Pólya (Blackwell & MacQueen, 1973), stick-breaking, y en transformación
de variables aleatorias Gamma. El paquete estad́ıstico R (R Core-Team, 2016)
incluye varias libreŕıas de funciones para muestrear de la distribución, por ejemplo
MCMCpack (Martin et al., 2017) y gtools (Warnes et al., 2015).
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2.3. El proceso Dirichlet

2.3. El proceso Dirichlet

La distribución Dirichlet es limitada en el sentido de que asume un conjunto finito
de eventos. En el contexto del ejemplo de la sección anterior, esto significa que cada
dado tiene un número finito de caras. En cambio, el proceso Dirichlet (DP, por sus
siglas en inglés) permite trabajar con un conjunto infinito de eventos, y por tanto,
modelar la distribución de probabilidad sobre un espacio muestral más amplio
(infinito). El DP puede ser entendido como una generalización de la distribución
Dirichlet. La distribución Dirichlet es una distribución de distribuciones, mientras
que el DP es una distribución sobre medidas de probabilidad (Antoniak, 1974).

El DP fue formalmente descrito por Ferguson (1973) como una conveniente dis-
tribución a priori para problemas noparamétricos. La utilidad radica en que posee
dos propiedades deseables:

I El soporte de la distribución a priori es grande.

II La distribución a posteriori, dada una muestra de observaciones de la ver-
dadera distribución de probabilidad, es anaĺıticamente tratable.

Sin embargo, el conjunto de todas las distribuciones de probabilidad sobre un
espacio muestral infinito no es fácilmente manejable. Para tratar con esto, el pro-
ceso Dirichlet restringe la clase de distribuciones bajo consideración al conjunto de
distribuciones de probabilidad discretas sobre el espacio muestral infinito, escritas
como una suma infinita de funciones indicadoras ponderadas.

2.3.1. Definición teórica

Considere a (X ,A) un espacio medible, donde X es un espacio y A un σ−álgebra
de conjuntos en X . Sea α̃ = αG0 una medida finita no nula en (X ,A). Entonces,
un proceso estocástico G, indexado por elementos A de A, es un proceso Dirichlet
en (X ,A) con parámetro α̃ si para cualquier partición medible (A1, . . . , Ak) de X ,
el vector aleatorio (G(A1), . . . , G(Ak)) tiene distribución Dirichlet con parámetro
(α̃(A1), . . . , α̃(Ak)) (Ferguson, 1973), o equivalentemente (αG0(A1), . . . , αG0(Ak))
(Rodŕıguez, 2007). G es una medida de probabilidad aleatoria en (X ,A), G(∅) es
degenerada en cero, G(X ) es degenerada en 1, y G(A) toma valores sólo en [0, 1]
(Ferguson, 1973).
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2.3. El proceso Dirichlet

El uso de α y G0 en la definición es conveniente por el rol que estos parámetros
tienen en describir el DP. G0 es el centro del DP, tal que E[G(A)] = G0(A).
Comúnmente es llamada medida (o distribución) base. α es un parámetro de
concentración: para α grande hay poca variabilidad en las realizaciones del DP, es
decir, entre más grande sea α, más cercano se espera G de G0. Cuando el DP se usa
como una a priori sobre distribuciones en un modelo Bayesiano no paramétrico,
G y G0 son funciones de distribución en X .

Una definición alternativa: el DP, con probabilidad uno, es una medida de proba-
bilidad discreta en (X ,A). La idea básica es que, aśı como la distribución Dirichlet
es definida como la distribución conjunta de variables aleatorias gamma indepen-
dientes divididas por la suma, el DP es definido como la suma de un proceso
gamma con incrementos independientes divididos por la suma. Es decir, se define
la medida de probabilidad aleatoria G en (X ,A) como

G(A) =
∞∑
j=1

wjδθj(A) (2.2)

donde wj ≥ 0,
∑∞

1 wj = 1 con probabilidad uno, y θ1, θ2, . . . es una secuencia de
v.a. iid con valores en X . Las wj son construidas tal que

wj = Jj/Z1

donde Z1 =
∑∞

1 Jj, Z1 ∈ Gam(α, 1). La distribución de las Jj define un proceso
gamma con incrementos independientes (ver Ferguson, 1973 para más detalles
sobre esta definición).

Una definición más explicita del DP, semejante a la de la Ec. (2.2), pero donde
los pesos wj son construidos por un proceso stick breaking, caracterizado más ade-
lante, es dada por Sethuraman (1994). De manera breve, la definición se establece
considerando dos variables aleatorias independientes, Vi ∼ Beta(1, α) y ν∗i ∼ G0,
para i = {1, 2, · · · }, tales que:

πi(v) = vi

i−1∏
j=1

(1− vj)

G =
∞∑
i=1

πi(v)δν∗i . (2.3)

Esta representación del DP hace claro que G es discreta (con probabilidad uno);
el soporte de G consiste de un conjunto infinito contable de átomos, tomados
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2.3. El proceso Dirichlet

independiente de G0. Las proporciones de mezcla πi(v) son dadas quebrando su-
cesivamente un stick de medida uno, en un número infinito de piezas. El tamaño
de cada pieza, proporcional al resto del stick, se toma de una distribución Be(1, α).

Otra caracterización del DP puede consultarse en Ishwaran & Zarepour (2002),
quienes proponen una representación de suma finita Dirichlet que aproxima al
DP, considerando la construcción mediante procesos gamma de Ferguson (1973)
y la representación stick-breaking de Sethuraman (1994).

En lo sucesivo se usará DP (α,G0) para referir a un proceso Dirichlet con para-
metros α y G0 ya definidos.

2.3.2. Propiedades

Parámetros de la distribución

El DP es parametrizado por α (el parámetro de concentración), y una medida base
o distribución base, G0, que es la media de la distribución. La Figura 2.3 muestra
realizaciones del DP con diferentes valores de α. La columna de la derecha es
una realización del proceso, la columna de la izquierda presenta la cdf para 5
realizaciones del proceso. La ĺınea negra es la cdf de la distribución base. En todos
los casos se usó k = 3 y distribución base uniforme. La primera fila corresponde
a procesos Dirichlet con α = 0.1, en la segunda α = 10 y la última a α = 100. La
figura ilustra que a medida que α aumenta, la distribución del proceso se aproxima
a la distribución base.

Distribución a posteriori

El DP es conjugado para śı mismo, tal que

P (G|θ1 . . . θn) = DP

(
α + n,

α

α + n
G0 +

1

α + n

n∑
j=1

δθj

)

La media a posteriori puede ser interpretada como un promedio ponderado entre
la distribución base G0 (media a priori) y la distribución emṕırica 1

n

∑
δθi de los

datos observados. La distribución a posteriori converge relativamente rápido a la
cdf emṕırica conforme el tamaño de muestra crece.
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Figura 2.3: Proceso Dirichlet: (a)-(b): α = 0.1, (c)-(d): α = 10, (e)-(f): α = 100.
θ denota a la variable, y π son los pesos.
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2.3. El proceso Dirichlet

...

 bolas negras
1 bola de color

...

Seleccionar un nuevo color de 
acuerdo a G0

Figura 2.4: Esquema de urnas

Predictiva a posteriori

El proceso asociado con la distribución predictiva induce un esquema de cluster,
la distribución está dada por la siguiente expresión∫

p(θn+1|G)p(G|θ1, . . . , θn)dG =

θn+1|θ1, . . . , θn ∼
α

n+ α
G0(·) +

1

n+ α

n∑
j=1

δθj(·) (2.4)

Ejemplo: considere una urna que inicialmente tiene α pelotas negras y una
pelota de color (el color fue seleccionado aleatoriamente de acuerdo a G0).
Se eligen pelotas de la urna de manera secuencial (θi representa el color de
la i−ésima pelota seleccionada; θi ∼ G0); si se elige una pelota de color, se
regresa esa pelota a la urna junto con otra del mismo color; si se elige una
pelota negra, regresamos esa pelota a la urna junto con una pelota de un nuevo
color aleatoriamente seleccionado de acuerdo a G0. Note que, conforme se eligen
más y más pelotas de un cierto color, se hace más y más probable elegir una
pelota de ese color en las siguientes iteraciones.

El proceso del ejemplo es ilustrado en la Figura 2.4.
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2.3. El proceso Dirichlet

2.3.3. Representaciones del DP

Se encuentran en la literatura varios procesos para generar muestras de un DP.
Los más comunes se conocen como: urna de Pólya, proceso de restaurant Chino,
y stick-breaking (ver por ejemplo: Frigyik et al., 2010; Gershman & Blei, 2012;
Ishwaran & Zarepour, 2002). En esta sección se describen los dos últimos, ya
que, en la práctica, urna de Pólya y el proceso de restaurant Chino son diferentes
nombres del mismo proceso.

Proceso de restaurant Chino

Considere un restaurant con un número infinito de mesas. En cada mesa hay un
número infinito de sillas. El restaurant abre, clientes comienzan a llegar uno a uno
y eligen una mesa. Es más probable que un cliente elija una mesa si en esta ya
hay muchas personas sentadas. Sin embargo, con probabilidad proporcional a α,
el cliente se sentará en una nueva mesa.

Se define la siguiente notación:

K = número de mesas ocupadas.

nk = número de clientes sentados en la mesa k, k = 1, . . . , K, donde
∑
nk =

N

A cada mesa k se le asigna θk ∼ G0.

Los clientes sentados en una mesa dada, comparten los mismos atributos
definidos por θk.

El primer cliente entra al restaurant y se sienta en una mesa. Para esa mesa, se
toma θ1 de G0. En este momento, N = 1 (hay sólo un cliente en el restaurant),
K = 1 (hay sólo una mesa ocupada), y n1 = 1 (un cliente está sentado en la
mesa 1). El segundo cliente entra y elige una mesa. Con probabilidad 1/(1 +α) se
sienta en la misma mesa ocupada por el cliente 1, y con probabilidad α/(1 +α) se
sienta en una nueva mesa. Si eligió una nueva mesa, θ2 tomado de G0 es asignado
al cliente, y n2 = 1. De otro modo, θ1 es asignado al cliente, y n1 = 2. Ahora
hay dos clientes en el restaurant, N = 2. El proceso se realiza sucesivamente.
Después de N pasos, el resultado del CRP es una partición de N clientes en K
mesas, o equivalentemente, una partición de los números naturales 1, 2, . . . , N en
K conjuntos.

20



2.3. El proceso Dirichlet

El algoritmo que describe el proceso es el siguiente:

El cliente 1 entra al restaurant y se sienta en la mesa 1.
φ1 = θ1 donde θ1 ∼ G0, K = 1, N = 1, n1 = 1
for N = 2, . . .

N se sienta en la mesa

{
k con prob nk

N−1+α
, k = 1, . . . , K

K + 1 con prob α
N−1+α

(nueva mesa)

if fue elegida una nueva mesa then K = K + 1, θK+1 ∼ G0

else asignar θk de la mesa k en la que el cliente N se sentó; hacer nk = nk + 1

La correspondiente distribución inducida por el CRP es invariable ante permuta-
ciones, es decir, θ1, θ2, . . . son intercambiables. La función es equivalente a la Ec.
(2.4):

θN |θ1, . . . , θN−1, G0, α ∼
α

N − 1 + α
G0 +

∑
nkδθk

N − 1 + α

La Figura (2.5) presenta muestras generadas por un DP con distribución base
N(0, 1) y distintos valores de α. El CRP hace evidente la tendencia a formar
clusters, y que esto puede ser controlado por α. Conforme α → 0, se hace más y
más probable que todos los θ sean iguales; conforme α→∞, el número de clusters
se incrementa. Los dos casos limite seŕıan: un cluster cuando α→ 0, y N clusters
(uno asociado con cada observación), cuando α → ∞. Además, α determina la
concentración.

Stick-breaking

Este proceso trabaja con un stick de longitud 1. Suponga que se genera una
secuencia de pesos {πk}∞k=1 de acuerdo con lo siguiente:

πk = βk

k−1∏
j=1

(1− βj)

G =
∞∑
k=1

πkδθk (2.5)

donde: βk ∼ Beta(1, α), θk ∼ G0 y
∑∞

k=1 πk = 1. El proceso se resume como sigue:
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Figura 2.5: Muestras DP generadas por un CRP con distintos valores de α

Tomar una porción aleatoria β1 del stick. La longitud de esta pieza dará el
primer peso, π1.

Tomar θ1 de G0.

Del stick sobrante, tomar una porción aleatoria β2. Calcular la longitud del
segundo peso, π2.

Tomar θ2 de G0.

y aśı sucesivamente . . .

Conforme k crece, la longitud del stick, o los pesos, se hacen más pequeños. El
parámetro de concentración α determina la distribución de la longitud del stick.
Para α pequeño, sólo los primeros sticks tendrán longitud significativa, el resto
de sticks tendrán longitud muy pequeña. Para α grande, la longitud de los sticks
tenderá a ser más uniforme (ver Figura 2.6).

La Figura (2.7) muestra realizaciones del DP con diferente α y distribución base
Gam(2,2). La distribución base G0 determina la localización del stick, y α controla
la distribución de la longitud. Con α pequeño, la longitud se concentra en unos
pocos sticks.
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Figura 2.6: Stick-breaking con distintos valores de α

2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

En el contexto de modelos de mezclas, se usa un DP como distribución a priori
sobre los parámetros de los componentes de la mezcla. El modelo resultante se
denomina proceso Dirichlet para modelos de mezlcas (DPMM). En otras pala-
bras, un DPMM es un modelo de mezclas donde la distribución de la mezcla es
desconocida, y se asigna a ella un DP a priori. El objetivo es modelar un con-
junto de datos que se presume no provienen todos de la misma distribución, pero
que se desconoce cuántas distribuciones caracterizan a las observaciones y cómo
están definidas. Por ejemplo, la estructura de una mezcla de k = 2 densidades
Gaussianas es dada por:

yi|w, {µk}2
k=1, {σ2

k}2
k=1 ∼ wN(yi;µ1, σ

2
1) + (1− w)N(yi;µ2, σ

2
2) (2.6)

es decir, para cada i = 1, · · · , n independientes, la observación yi proviene de
una distribución N(µ1, σ

2
1) con probabilidad w, o de una distribución N(µ2, σ

2
2)

con probabilidad 1 − w. La densidad en la Figura (2.1)-(a) ilustra la Ec. (2.6).
Adicionalmente, en el escenario Bayesiano se establece una distribución a priori
para los parámetros desconocidos de la mezcla, como

(w, µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2) ∼ p(w, µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2)
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Figura 2.7: Realizaciones del proceso Dirichlet generadas con Stick Breaking

Otra forma de establecer el modelo (2.6) es mediante variables aleatorias auxiliares
c1, . . . , cn tal que ci = 1 si yi proviene del componente N(µ1, σ

2
1), y ci = 2 si yi se

toma de la N(µ2, σ
2
2) . Entonces,

yi|w, {µk}2
k=1, {σ2

k}2
k=1 ∼ N(yi;µci , σ

2
ci

)

P (ci = 1|w) = w = 1− P (ci = 2|w) (2.7)

(w, µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2) ∼ p(w, µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2)

Si se marginaliza sobre ci se regresa a la formulación original. Otra manera es
escribir

wN(yi;µ1, σ
2
1) + (1− w)N(yi;µ2, σ

2
2) =

∫
N(yi;µ, σ

2)dG(µ, σ2), (2.8)

donde
G(·) = wδ(µ1,σ2

1)(·) + (1− w)δ(µ2,σ2
2)(·)

24



2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

y δx(·) denota la delta de Dirac. Expresiones similares a (2.6), (2.7), y (2.8) se
pueden crear para el caso general de k componentes en la mezcla. En la Ec. (2.8)
G es discreta (y aleatoria), por lo que una alternativa es usar un DP como a priori
para G, resultando en un DPMM (Antoniak, 1974). Usar un DP como a priori
permite a los datos decidir cuántos componentes son apropiados para describirlos.

Un DPMM es descrito por el modelo jerárquico

G ∼ DP (α,G0)

θi|G ∼ G (2.9)

yi|θi ∼ F (θi)

donde yi son las variables que se desean modelar, tomadas independientemente
de una distribución desconocida. θi son los parámetros del componente de mezcla
(puede ser uno, o un vector de múltiples parámetros) que corresponde a yi, F
representa la distribución de los componentes de mezcla, G0 es la distribución
base, y α es un parámetro de precisión que determina la concentración de G sobre
G0. Con frecuencia F y G0 dependen de hiperparámetros adicionales, por lo que el
modelo puede extenderse para incluir distribuciones a priori para estos parámetros
y para α.

Si los θ fueran tomados, por ejemplo, de una Gaussiana, ningún valor seŕıa igual,
pero como se toman de un DP, algunos componentes del vector θ son iguales,
de tal manera que el total de valores diferentes en ese vector es igual al número
de componentes en la mezcla. Por lo tanto, cuando dos observaciones yi y yj
pertenecen al mismo componente, entonces θi = θj.

Introduciendo variables aleatorias auxiliares, el modelo (2.9) puede ser reescrito
como

yi|ci, φ ∼ F (φci)

ci|w ∼ Discrete(w1, . . . , wk) (2.10)

φc ∼ G0

w ∼ Dirichlet(α/k, . . . , α/k)

donde ci indica cuál clase está asociada con la observación yi. Para cada clase c,
los parámetros φc determinan la distribución de las observaciones de esa clase.
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2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

La a priori para ci es

P (ci = c|c1, . . . , ci−1) = P (c1, . . . , ci−1, ci = c)/P (c1, . . . , ci−1)

=

∫
wc1 · · ·wci−1

wc
Γ(

∑k
1
α
k

)∏k
1 Γ(α/k)

∏k
i=1w

α/k−1
i dw∫

wc1 · · ·wci−1

Γ(
∑k

1
α
k

)∏k
1 Γ(α/k)

∏k
i=1w

α/k−1
i dw

=
ni,c + α/k

i− 1 + α

donde ni,c es el número de cj, para j < i, que son iguales a c. Haciendo k → ∞,
las probabilidades condicionales tienen los siguientes limites (ver Neal, 2000):

P (ci = c|c1, . . . , ci−1)→ ni,c
i− 1 + α

P (ci 6= cj for all j < i|c1, . . . , ci−1)→ α

i− 1 + α
(2.11)

Diversos métodos MCMC para muestrear de la distribución a posteriori de un
DPMM son revisados en Neal (2000). El paper incluye algoritmos que son de fácil
implementación para modelos basados en distribuciones a priori conjugadas y no
conjugadas. En esta sección se ilustran dos de los algoritmos para el caso conju-
gado; el primero corresponde también al usado por Escobar (1994) y Escobar &
West (1995). Un tercer ejemplo en el contexto de regresión se usa para presentar el
algoritmo propuesto por Ishwaran & James (2001). Otras propuestas de muestreo
para el DPMM no revisadas aqúı, pueden consultarse en Blei & Jordan (2006),
Jain & Neal (2004), Walker (2007) y Kalli et al. (2011).

2.4.1. Ejemplo 1: datos simulados

Suponga que y1, . . . , yn son condicionalmente independientes y normalmente dis-
tribuidas, yi|θi ∼ N(µi, Vi), con medias µi y varianzas Vi. En el DPMM descrito
por el modelo (2.9), θi = (µi, Vi), i = 1, . . . , n. Suponga además que las medias y
varianzas vienen de alguna distribución a priori G0(·). Si G(·) es modelado como
un proceso Dirichlet, entonces los datos vienen de una mezcla Dirichlet de norma-
les (Escobar & West, 1995). Bajo esta configuración, el modelo jerárquico puede
verse como en (2.12). El objetivo es conocer el número k de distintos valores de
(µ, V ), y qué distribución caracteriza a cada una de las observaciones.

G ∼ DP (α,G0)

(µi, Vi)|G ∼ G (2.12)

yi|µi, Vi ∼ N(µi, Vi)
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Una forma conveniente para G0 cuando las observaciones son normalmente dis-
tribuidas, con media y varianza desconocidas, es la Normal-Inversa Gamma, o
Normal-Gamma si se usa precisión en lugar de varianza. Entonces, bajo G0:

V −1
i ∼ Ga(a/2, 2/b)

µi|Vi ∼ N(m0, Vi/ρ)

donde a/2 y 2/b son parámetros de forma y escala, respectivamente, y ρ > 0 es un
factor de escala. Esta elección de G0 es propuesta por Ferguson (1983). Una gúıa
para los valores de los hiperparámetros puede consultarse en la misma referencia.

Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Una aproximación para muestrear del modelo (2.12) es propuesta por Escobar
& West (1995). El método consiste en tomar repetidamente valores para cada
θi = (µi, Vi) de su distribución condicional dados los datos y θ−i. Esta distribución
condicional se obtiene combinando la verosimilitud para yi, y la a priori condicional
a θ−i, dada por la Ec. (2.13) (Blackwell & MacQueen, 1973).

θi|θ−i ∼
α

α + n− 1
G0(θi) +

1

α + n− 1

n∑
j=1,j 6=i

δθj(θi) (2.13)

Como las θi son iid∼ G, su distribución conjunta es invariante ante permutaciones,
por lo que θ1, θ2, . . . son intercambiables. Es fácil notar que, cuando se combina la
verosimilitud con la Ec. (2.13), la distribución condicional para usar en el muestreo
Gibbs está dada por

θi|θ−i, yi ∼ q0Gi(θi) +
n∑

j=1,j 6=i

qjδθj(θi) (2.14)

donde
∑

j 6=i qj + q0 = 1, Gi(·) es la distribución a posteriori para θ bajo la a priori
G0 y la observación yi. qj y q0 están definidas por

q0 ∝ α

∫
F (yi, θ)dG0(θ) (2.15)

qj ∝ F (yi, θj) (2.16)

En el caso de Mezclas Dirichlet de Normales, q0 es proporcional a α veces la
función de densidad de Tα(m0,M), donde M = (1+ρ)b/aρ (ver Anexo A), y qj es
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proporcional a la verosimilitud de los datos yi, esto es, una muestra de la función
de densidad N(µj, Vj) en yi, con j = 1, . . . , n∗, donde n∗ es el número de valores
distintos de θ = (µ, V ). La distribución a posteriori Gi(·) resulta Normal-Gamma;
su derivación es fácil, y puede consultarse en el Anexo A.

Cuando G0 es a priori conjugada para la verosimilitud dada por F , como en el
caso de la Normal-Gamma, la integral en (2.15) es factible, de otro modo, puede
ser anaĺıticamente intratable.

Para muestrear de la distribución dada en (2.14), Escobar (1994), Escobar & West
(1995) y Neal (2000) usan el Algoritmo siguiente:

1. Elegir valores iniciales para los hiperparámetros y muestrear para cada
i = 1, . . . , n, un valor inicial de la a posteriori Gi(·) dada en la Ec.
(2.14).

2. Asignar cada observación a un cluster j, j ∈ {1, . . . , n}.

3. Para cada i = 1, . . . , n: actualizar los valores de θi|θ−i, yi de la Ec.
(2.14).

4. Regresar al paso 3 y repetir hasta convergencia.

Para ilustrar el método, se simularon 200 observaciones provenientes de k = 5
distribuciones normales, con probabilidad igual de pertenecer a cada uno de los
k clusters. Las especificaciones se resumen en la Tabla 2.1. Las proporciones de
mezcla w se refieren al porcentaje de observaciones en cada cluster. Los datos
simulados se muestran en la Figura (2.8). Como se puede observar, los datos tienen
una evidente agrupación, sin embargo, el ejemplo pretende ilustrar el desempeño
del método en un caso simple.

Tabla 2.1: Datos simulados. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Grupo Media Varianza w
1 -20 0.500 0.195
2 -10 0.675 0.180
3 0 0.850 0.210
4 10 1.025 0.205
5 20 1.200 0.210

k = 5 1.000
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Figura 2.8: Datos simulados. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

La Figura (2.9) muestra el resultado de agrupación del algoritmo para los datos
simulados. Se tomaron como valores de los parámetros: α =0.1, a = 1, b =0.01
y ρ =0.1. El tiempo de ejecución fue de 11:07.19 para 10000 repeticiones. En la
Figura, los grupos encontrados en la última iteración se muestran por colores. Los
puntos marcados con cruz corresponden a observaciones mal agrupadas. El punto
sin color es una observación no clasificada en alguno de los 5 grupos.

La Tabla 2.2 muestra las estimaciones. La media, varianza, y w corresponden a la
media, varianza y proporción muestrales, calculadas con las observaciones clasifi-
cadas en cada grupo en la última iteración. La Figura 2.10 muestra la densidad
estimada con los valores de la Tabla 2.2 (ĺınea roja), y la densidad con los valores
de la Tabla 2.1 (ĺınea azul), usando un grid de 500 puntos.

Otras estimaciones para la media de los grupos se dan en la Tabla 2.3: la primera
calculada con el promedio de la media a posteriori de las últimas 5000 iteraciones,
y la segunda la media a posteriori de la última iteración.
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Figura 2.9: Agrupación con el Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Algoritmo 2: Neal (2000) - Algoritmo 2

El problema con el método de Escobar & West (1995) es que actualiza cada
θ uno a la vez, por lo que la convergencia a la distribución a posteriori puede
ser lenta (Neal, 2000). Para evitar esto, Neal (2000) aplica Gibbs sampling al
modelo formulado en (2.10). Aśı, en lugar de muestrear θ1, . . . , θn directamente,
se muestrea c1, . . . , cn, y φc para toda c ∈ {c1, . . . , cn}. El muestreo Gibbs para ci

Tabla 2.2: Valores ajustados. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Grupo Media Varianza w
1 -20.07 0.507 0.195
2 -9.86 0.307 0.180
3 0.18 1.112 0.205
4 10.24 1.308 0.195
5 19.74 5.85 0.220

k = 5 0.995

30



2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

y

D
en
si
da
d

-20 -10 0 10 20

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

valores simulados
valores ajustados

Figura 2.10: Densidad estimada. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

se basa en las siguientes probabilidades condicionales (Neal, 2000):

If c = cj for some j 6= i :P (ci = c|c−i, yi, φ) ∝ n−i,c
n− 1 + α

F (yi, φc) (2.17)

P (ci 6= cj for all j 6= i|c−i, yi, φ) ∝ α

n− 1 + α

∫
F (yi, φ)dG0(φ) (2.18)

donde φ es el conjunto de φc asociados con al menos una observación. Si el muestreo
para ci elige un nuevo valor (distinto de los demás), entonces φci se toma de

Tabla 2.3: Otras estimaciones para la media. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Grupo 5000 iteraciones Última iteración
1 -19.96 -19.96
2 -9.13 -9.13
3 0.13 0.17
4 6.06 11.79
5 15.24 20.68
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Gi. También aqúı G0 es conjugada, lo que permite calcular
∫
F (yi, φ)dG0(φ) y

muestrear de Gi. El algoritmo es el siguiente
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Asuma que el estado actual de la cadena de Markov consiste de c =
(c1, . . . , cn), y considere los parámetros φc, φ = (φc : c ∈ {c1, · · · , cn}).
Para i = 1, . . . , n:

1. Si el valor actual de ci no está asociado con ninguna otra observación,
remover φci del estado.

2. Tomar un nuevo valor para ci de la distribución condicional dada en
las ecuaciones (2.17) y (2.18).

3. Si el nuevo ci no está asociado con ninguna otra observación, tomar
un valor para φci de

Gi(φ) = P (φ|yi) ∝ F (yi, φ)G0(φ) (2.19)

Para todo c ∈ {c1, . . . , cn}:

1. Tomar un nuevo valor de φc de la distribución a posteriori, basada en
la a priori G0 y todas las observaciones asociadas con el componente
c, esto es, para las cuales ci = c:

P (φ|yc) ∝ G0(φ)
∏
i:ci=c

F (yi, φ) (2.20)

Para ilustrar el desempeño de este Algoritmo, se simularon 200 observaciones con
las mismas caracteŕısticas del ejemplo anterior. La Tabla 2.4 y la Figura 2.11
resumen los datos. El algoritmo se ejecutó 10000 veces usando α =0.1, a = 1,
b =0.01 y ρ =0.1, como en el caso anterior. El tiempo de ejecución fue 02:17.41.
La Figura 2.12 muestra el resultado de la agrupación, diferenciando los grupos
resultantes por colores. Todas las observaciones fueron clasificadas correctamente,
y el tiempo de ejecución del algoritmo fue considerablemente menor al empleado
por Escobar & West (1995).

Tabla 2.4: Datos simulados. Algoritmo 2: Neal (2000)

Grupo Media Varianza w
1 -20 0.500 0.215
2 -10 0.675 0.210
3 0 0.850 0.170
4 10 1.025 0.230
5 20 1.200 0.175

k = 5 1.000
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Figura 2.11: Datos simulados. Algoritmo 2: Neal (2000)

La Tabla 2.5 muestra las estimaciones muestrales para la media, varianza y pro-
porción, calculadas con los grupos de la última iteración. La Tabla 2.6 muestra la
estimación para la media calculada con el promedio de la media a posteriori de
las últimas 5000 iteraciones, aśı como la media a posteriori de la última iteración.
La ĺınea roja de la Fig 2.11 es la densidad estimada con los valores de la Tabla
2.4, y la ĺınea azul es la densidad estimada con los valores de la Tabla 2.5.

Tabla 2.5: Valores ajustados. Algoritmo 2: Neal (2000)

Grupo Media Varianza w
1 -19.89 0.473 0.215
2 -9.91 0.801 0.210
3 -0.19 0.878 0.170
4 10.18 1.010 0.230
5 20.13 1.304 0.175

k = 5 1.000

Note que en los algoritmos presentados se usaron valores fijos para los hiper-
parámetros y para el parámetro de concentración α. Sin embargo, se puede asignar
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Figura 2.12: Agrupación con el Algoritmo 2: Neal (2000)

a estos una distribución a priori y actualizarlos de su distribucíıon condicional.
El procedimiento puede consultarse en Escobar (1994), Escobar & West (1995),
Görür & Rasmussen (2010) y West (1992).

Tabla 2.6: Otras estimaciones para la media. Algoritmo 2: Neal (2000)

Grupo 5000 iteraciones Última iteración
1 -19.28 -19.98
2 -8.81 -9.86
3 0.87 -0.44
4 10.54 10.02
5 19.30 19.90
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Figura 2.13: Agrupación con el Algoritmo 2: Neal (2000)

2.4.2. Ejemplo 2: geyser Old FaithFul

Un Geyser es un tipo especial de fuente termal que se caracteriza por la descarga
intermitente de agua expulsada de forma turbulenta y acompañada de vapor.
Los geyser son usado para varias actividades económicas, como generación de
electricidad, calefacción y turismo. En el mundo se encuentran muchas reservas
geotermales que los albergan, una de las más famosas es el Yellowstone National
Park en Wyoming, Estados Unidos, en donde se encuentra el geyser Old Faithful,
uno de los geyser más predecibles.

Del 1 al 15 de Agosto de 1985, el geyser Old Faithful fue observado y se registraron
los tiempos de espera entre erupciones sucesivas y la duración de cada erupción.
Dos versiones de los datos se encuentran en R. Everitt & Hothorn (2010) usaron
la versión con 272 observaciones para ajustar una estimación paramétrica de la
densidad de los tiempos de espera entre erupciones, basada en un modelo de
mezclas de dos componentes normales. Usando los mismos datos, se ajustó un
DPMM con el Algoritmo 2 de Neal (2000), con parámetros: α =0.1, a = 1,
b =0.01, ρ =0.1, y 10000 réplicas. La Tabla 2.7 compara los resultados de los
dos ajustes. Para el Algoritmo de Neal (2000), los valores que se reportan son el
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resultado de la última iteración. Otras estimaciones para la media se presentan
en la Tabla 2.8, calculadas como el promedio de la media a posteriori después
de convergencia, y el promedio de las observaciones clasificadas en cada grupo
en la última iteración. La Figura 2.14 muestra las observaciones y la agrupación
resultante.

Tabla 2.7: Tiempos de espera entre erupciones: geyser Old Faithful

Everitt & Hothorn (2010) Neal (2000)
No. Grupos 2(fijos) 2

Media
54.63 54.56
80.1 79.88

Varianza
5.90 5.78
5.87 5.93

w
0.36 0.35
0.64 0.65

Tabla 2.8: Media del tiempo de espera entre erupciones: geyser Old Faithful

Últimas 5000 iteraciones Media observada
Grupo 1 54.74 54.30
Grupo 2 73.29 79.95

En los dos algoritmos presentados hasta ahora,G0 se caracteriza por un mecanismo
urna de Pólya que implica tomar muestras de la distribución a posteriori de un
modelo jerárquico, que resulta en una regla de predicción expĺıcita. La regla de
predicción se define como la distribución condicional de una observación futura
dados los valores previos muestreados de la a priori (Ishwaran & James, 2001). Las
Ec. (2.14) en el algoritmo de Escobar & West (1995), y (2.17)-(2.18) del algoritmo
de Neal (2000), describen la regla de predicción necesaria para el muestreo.

Aunque el muestreador Gibbs urna de Pólya es un método versatil para ajustar
modelos jerárquicos Bayesianos, hay algunas limitaciones con esta aproximación:
1) la actualización del conjunto θ uno a la vez; 2) calcular q0 de la Ec. (2.14), o
equivalentemente, la integral en (2.18) es complicada en el caso no conjugado; 3)
la inferencia sobre G está basada sólo en los valores θi a posteriori (Ishwaran &
James, 2001). Para evitar estos problemas, Ishwaran & James (2001) proponen
un muestreo Gibbs por bloques, aplicable a modelos similares a (2.9), y basado
en la representación stick-breaking del DP. El método se describe e ilustra en la
siguiente sección.
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Figura 2.14: Geyser Old Faithful (a) 272 observaciones; (b) Clusters: Algoritmo
2-Neal (2000)

2.4.3. Ejemplo 3: muestreo Gibbs por bloques

En la sección 1.3.1 se definió el DP, y en la 1.3.3 se describió el proceso stick-
breaking como una forma de representar un DP. En estas secciones, las Ec. (2.2),
(2.3) y (2.5) que definen al DP están dadas por una suma infinita de términos; en
cambio, en el muestreo Gibbs por bloques (BGS) la a priori DP para el modelo
(2.9) se asume de dimensión finita, lo que se traduce en un número finito de
componentes de mezcla en la distribución de mezclas.

El DP de dimensión finita (DPN) está dado por la Ec. (2.5) con el ĺımite de la
suma igual a N , y donde βN = 1 garantiza que

∑N
k=1 πk = 1 con probabilidad 1.

La dimensión finita de la a priori DP es la clave del BGS porque permite expresar
al modelo completamente en términos de un número finito de variables aleatorias.
Con una apriori de dimensión finita G ∼ DPN(α,G0), el modelo (2.9) puede ser
reescrito como (Ishwaran & James, 2001):
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(yi|Z,K) ∼ π(yi|ZKi)

Ki|p ∼
N∑
k=1

pkδk(·) (2.21)

(p,Z) ∼ π(p)×GN
0 (Z)

donde K = (K1, . . . , Kn), Z = (Z1 . . . , ZN), p = (p1, . . . , pN) ∼ Dir(αG0), y Zk
son iid G. En el modelo (2.21) ZKi = θi, donde las Ki actuan como variables de
clasificación para identificar a las Zk asociadas con cada θi.

Reescribiendo el modelo en la forma (2.21) permite al BGS muestrear de la dis-
tribución aposterior (·|y) directamente. El método consiste en tomar valores ite-
rativamente de las distribuciones condicionales de las variables en bloques:

(Z|K,y)

(K|Z,p,y)

(p|K)

lo que produce muestras de la distribución (Z,K,p|y). Cada muestra (Z,K,p)
define una medida de probabilidad aleatoria

G(·) =
N∑
k=1

pkδZk(·)

la cual, iterativamente, produce muestras de la a posteriori.
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Sea {K∗1 , . . . , K∗m} el conjunto de m valores de K distintos.

1. Condicional para Z: Simular Zk de la distribución a priori G0.

2. Tomar ZK∗j |K,y de la distribución:

[ZK∗j |K,y] ∝ G0(ZK∗j )
∏

i:Ki=K∗j

[yi|ZK∗j ]

3. Condicional para K: tomar valores de

Ki|Z,p,y ∼
N∑
k=1

pk,iδk(·), i = 1, . . . , n

donde
(p1,i, . . . , pN,i) ∝ (p1f(yi|Z1), . . . , pNf(yi|ZN))

4. Condicional para p:

p1 = V ∗1
pk = (1− V ∗1 )(1− V ∗2 ) · · · (1− V ∗k−1)V ∗k , k = 2, . . . , N − 1

donde

V ∗k ∼ Beta(ak +Mk, bk +
N∑

l=k+1

Ml), k = 1, . . . , N − 1

Mk: número de Ki = k.

Para ilustrar el método, considere el problema de regresión tal que las observacio-
nes yi satisfacen:

yi = g(xi|βi) + εi (2.22)

La función g(·|βi) es de alguna forma especificada, y los errores εi pueden o no
estar correlacionados, con media cero. Note que el vector de parámetros β es
espećıfico para i, es decir, cada observación yi es modelada por su propia distribu-
ción, definida por βi; sin embargo, se asume que los βi tienen una forma funcional
común.
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Sea entonces y1, . . . , yn una muestra de n observaciones yi, modelada como función
de xi a través de la siguiente relación:

yi = β0i + β1ixi + εi, εi ∼ N(0, 1/τi) (2.23)

donde los εi son independientes, las xi son conocidas y τi es la precisión. En
términos del modelo dado en (2.21), ZKi = {βi, τi}.

En este contexto, una forma conveniente de la media a priori es la normal-gamma:

τi ∼ Ga(v/2, 2/v)

βi|τi ∼ N(β0, 1/τiB) (2.24)

donde v/2 y 2/v son parámetros de forma y escala, respectivamente. Para B−1 es
común asumir una distribución Wishart(u, V ).

Inicialmente se fijaron 4 grupos con igual probabilidad de pertenencia de las yi en
cada uno, i = 1, . . . , 200. Los valores {βj, τj} asociados a cada grupo se muestran
en la Tabla 2.9. Los valores x se tomaron de la siguiente manera: x1 ∼ N(0, 1)
y xi = 0.7xi−1 + N(0, 1), i = 2, . . . , n, y las yi se obtuvieron de una distribución
normal de acuerdo con la Ec. (2.23). En la Tabla 2.9, w indica la proporción
efectiva de observaciones.

Tabla 2.9: Parámetros de datos simulados para el Algoritmo BGS

Grupo β0j β1j τj w
1 -1.00 -10.0 1.00 0.245
2 0.00 -5.00 1.33 0.260
3 1.00 -1.00 1.67 0.245
4 2.00 3.00 2.00 0.250

La Figura 2.15-(a) muestra la serie de observaciones simuladas; en la Figura 2.15-
(b) las observaciones dentro de cada grupo se distinguen por color.

Dada la a priori (2.24), la distribución de muestro para el paso 2 del algoritmo es
también Normal-Gamma:

τi ∼ Ga(v1/2, 2/v2)

βi|τi ∼ N(β∗0, 1/τiB
∗)
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Figura 2.15: Datos simulados para el Algoritmo BGS

donde:

v1 = nj + v, nj = |{i : Ki = K∗j }|
v2 = v + (y′y + β′0B

−1β0)− (X′y +B−1β0)′(B−1 + X′X)−1(X′y +B−1β0)

B∗ = (B−1 + X′X)−1

β∗0 = B∗(X′y +B−1β0)

El vector y y la matriz X contienen sólo los elementos i tales que Ki = K∗j (ver
Apéndice A). El algoritmo se ejecutó 5000 veces, tomando como valores iniciales
para los hiperparámetros: u = 2 y V = u∗diag(10) para los grados de libertad y la
matriz de escala, respectivamente, de la distribución de B; β0 = (X′X)−1X′y para
la media de la distribución condicional a priori de β; v = 2 para los parámetros de
forma y escala de la a priori para τ ; α = 1 y N = 10, el parámetro de concentración
y el ĺımite de truncamiento, respectivamente, del DP. En el algoritmo se incluyó
un paso de actualización para la matriz de escala V de su distribución condicional;
para α, siguiendo la propuesta de West (1992) y Escobar & West (1995); y para v,
usando Metropolis-Hastings en el log(v). Los valores propuestos v∗ son tomados
de exp(η), donde η ∼ N(log(v), 0.5).

La Figura 2.16 muestra la agrupación obtenida usando BGS. La Tabla 2.10 con-
tiene las estimaciones para βj, el número de observaciones clasificadas en cada
grupo, y el número de observaciones que se clasificaron incorrectamente en cada
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2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

grupo. Por ejemplo, el grupo 1 tiene 54 observaciones, pero 10 de ellas pertenecen
en realidad a otro grupo. Todos los valores de la tabla son tomados de la última
iteración.
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Figura 2.16: Agrupación con el BGS

Tabla 2.10: Parámetros estimados con el Algoritmo BGS

Grupo β0j β1j nj errores
1 -1.37 -9.97 54 10
2 0.14 -5.00 50 7
3 0.53 -1.06 51 10
4 1.70 3.02 45 5

Si bien el resultado de este método tuvo errores en la clasificación, la eficiencia no
se puede comparar directamente con los algoritmos de los ejemplos anteriores, ya
que en este ejemplo las distribuciones usadas para la simulación tienen evidentes
traslapes entre grupos, por lo que el proceso de agrupamiento se dificulta.
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2.5. Modelo de mezclas proceso Dirichlet jerárqui-

co

Suponga que se tienen observaciones que están organizadas en grupos, y asuma que
son intercambiables dentro de cada grupo y entre grupos. De manera espećıfica,
considere lo siguiente:

1. i: ı́ndice de las observaciones dentro de cada grupo.

2. j: ı́ndice de los grupos.

3. Se asume que las observaciones yj1, yj2, . . . son intercambiables dentro del
grupo j.

4. Se asume que las observaciones son intercambiables a nivel de grupo, es
decir, si yj = (yj1, yj2, . . .) denota todas los observaciones dentro del grupo
j, entonces y1,y2, . . . son intercambiables.

5. Cada observación se toma independiente de un modelo de mezcla, es decir,
hay un componente de mezcla asociado con cada observación.

6. θji es el parámetro que especifica el componente de mezcla asociado con la
observación yji (las variables θji son llamadas factores).

7. F (θji) es la distribución de yji dado el factor θji.

8. Gj es la distribución a priori para los factores θj = (θj1, θj2, . . .) asociados
con el grupo j.

9. Se asume que los factores son condicionalmente independientes dado Gj, y
que en cada grupo j la observación i, yji, es condicionalmente independiente
de las otras observaciones dado el factor θij (ver Figura 2.17).

Bajo los supuestos anteriores, el modelo de probabilidad descrito tiene la siguiente
representación:

θji|Gj ∼ Gj

yji|θji ∼ F (θji) (2.25)

Note que si Gj se distribuye como DP, el modelo (2.25) es el DPMM (2.9) de la
sección anterior para cada j. En el DPMM, el objetivo fue encontrar el número
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Figura 2.17: Representación del HDPMM

de componentes en la mezcla y los parámetros que definen a cada uno de ellos.
Sin embargo, ahora las observaciones están agrupadas, cada grupo j está asociado
con un modelo de mezcla, y lo que se desea es relacionar esos modelos de mezcla.
Bajo esta configuración, una a priori noparamétrica apropiada es el DP jerárquico
(HDP), y el modelo se denomina modelo de mezclas proceso Dirichlet jerárquico
(HDPMM).

Dicho de otro modo, una mezcla HDP se basa en múltiples mezclas DP, una para
cada grupo. El objetivo de un HDP no sólo es conocer los clusters de cada grupo de
manera individual, sino que el interés es la relación entre los clusters de diferentes
grupos, y lo que se desea es conocer cómo los clusters se comparten entre varias
mezclas DP.

En los modelos de mezclas los clusters se representan por sus parámetros, y los
parámetros son seleccionados de una distribución base G0, tal que, para permitir
cualquier posible valor para los parámetros, generalmente se asume que G0 es una
distribución continua. La idea de compartir clusters es equivalente a compartir
parámetros, por lo que el supuesto de que G0 sea continua se contrapone con el
objetivo de compartir clusters entre grupos. Es decir, aun si cada grupo comparte
la misma distribución base G0, siendo G0 una distribución continua, generará, con
probabilidad uno, distintos valores de los parámetros. En cambio, si se induce a
que G0 sea por śı misma un DP, se da oportunidad de compartir clusters entre
los grupos.
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2.5.1. Proceso Dirichlet jerárquico

El HDP es introducido por Teh et al. (2005) como una propuesta para tratar el
problema que involucra datos agrupados, en donde cada observación dentro de un
grupo se toma de un modelo de mezclas, y es deseable permitir que los grupos
compartan clusters, es decir, componentes de mezclas. Aunque el término también
es usado por Beal et al. (2002) y Müller et al. (2004), la representación dada aqúı
es la de Teh et al. (2005) y Teh et al. (2006).

Un HDP define un conjunto de medidas de probabilidad aleatorias Gj, una para
cada grupo, y una medida de probabilidad aleatoria global G0, tal que

G0|γ,H ∼ DP(γ,H)

donde γ es el parámetro de concentración y H la medida de probabilidad base.
Las medidas aleatorias Gj son condicionalmente independientes dado G0, con
distribuciones dadas por un DP con medida base G0,

Gj|α,G0 ∼ DP(α,G0),

Los hiperparámetros del HDP consisten de la medida de probabilidad base H y
los parámetros de concentración α y γ. La distribución G0 vaŕıa alrededor de la a
priori H de acuerdo con γ. La distribución Gj en el j-ésimo grupo se desv́ıa de G0

de acuerdo con α. Si se espera distinta variabilidad en diferentes grupos, entonces
se puede usar un parámetro de concentración αj para cada grupo j.

Un HDP puede ser usado como la distribución a priori sobre los factores para datos
agrupados, de manera que la Ec. (2.25) completa la definición de un HDPMM. El
HDP puede ser extendido a más de dos niveles. Esto es, la medida base H puede
ser tomada de un DP, y la jerarqúıa puede ser extendida para tantos niveles como
sea útil.

De manera análoga a un DP, se encuentran en la literatura varias representaciones
de un HDP. Teh et al. (2006) discuten el HDP en términos de un proceso stick-
breaking, de una generalización del proceso de restaurant Chino, que refieren como
franquicia de restaurant Chino, y de una aproximación truncada del HDP. Otra
representación del HDP asociada al CRF puede consultarse en Fox et al. (2011b).
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2.6. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha introducido el proceso Dirichlet como una distribución
a priori para los parámetros de los componentes de un modelo de mezlcas.
La distribución resulta conveniente porque está definida sobre un espacio
muestral infinito, y la distribución a posteriori es anaĺıticamente manejable.
Estas propiedades son deseables en modelos no paramétricos.

Se describieron e ilustraron tres métodos para muestrear de la distribución
a posteriori de un modelo de mezclas proceso Dirichlet. Los métodos permi-
ten a los datos determinar simultáneamente el número de componentes de
mezcla (distribuciones) de los que fueron generados, y los parámetros que
definen a cada distribución.

El proceso Dirichlet puede ser extendido a dos o más niveles. El proceso
resultante se denomina proceso Dirichlet jerárquico (HDP). En un contexto
de modelos de mezclas se usa el HDP como distribución a priori, resultando
en un modelo que se conoce como proceso Dirichlet jerárquico para modelos
de mezclas. El objetivo de estos modelos es compartir clusters entre varias
mezclas DP.
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Caṕıtulo 3

Modelos lineales dinámicos

3.1. Introducción

El comportamiento irregular en el tiempo es una caracteŕıstica común de muchas
variables macroeconómicas. La Figura 3.1 muestra las series mensuales de la in-
flación y el crecimiento trimestral del producto interno bruto (PIB) en México.
Las ĺıneas verticales separan periodos de tiempo correspondientes a los sexenios
presidenciales. Hasta antes de 2000, se aprecia fácilmente la irregular variabilidad
de la inflación. Después de ese año la serie fluctúa con cierta regularidad, debido
a que el objetivo de poĺıtica macroeconómica de los años recientes es mantener
bajos niveles de inflación. También se distingue cierto componente estacional, con
aumentos en el primero y último periodo del año. La serie del PIB tiene cambios
de nivel abruptos durante todo el periodo; las disminuciones violentas son claras
a finales de los sexenios, aśı como en periodos de crisis (1994-1995, 2008-2009).
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Figura 3.1: Series macroeconómicas en México. (a): inflación mensual, (b): creci-
miento trimestral del producto interno bruto.
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Si se desea estudiar el comportamiento de series de tiempo no estacionarias, como
las de la Figura (3.1), la metodoloǵıa tradicional de Box et al. (2015) generalmente
requiere una transformación preliminar de los datos para obtener una serie esta-
cionaria. Una series es estacionaria cuando su media y varianza no cambian con
el tiempo, y no sigue ninguna tendencia. La transformación de los datos puede
ocasionar, por un lado, pérdida de información sobre el proceso que origina la
serie, y por otro lado, puede dificultar la interpretación de los resultados.

Por otra parte, en muchos problemas de la estad́ıstica práctica los modelos de
regresión juegan un papel fundamental. Con frecuencia, el objetivo de tales mo-
delos se centra en proporcionar una descripción cuantitativa de las relaciones entre
cantidades observables, tales como entre dos o más series de tiempo. Por ejemplo,
es común el interés en la medida en que los cambios en la media de la variable
respuesta son explicados a través del o los regresores. Para muchos propósitos una
estimación global de esa medida (coeficientes de regresión) podŕıa ser satisfacto-
ria. Sin embargo, en el contexto de series de tiempo es poco probable que una
estimación global describa adecuadamente la relación entre las variables conforme
el tiempo evoluciona. Los modelos lineales dinámicos proporcionan flexibilidad al
modelo al permitir la posibilidad de que los coeficientes de regresión vaŕıen en el
tiempo (West & Harrison, 1997).

En este caṕıtulo se presentan las nociones básicas de los modelos de espacio-
estado y su uso en el análisis de series de tiempo. Se hace énfasis en los dos tipos
más importantes: (1) los modelos de Markov ocultos, cuya dinámica se describe
en términos de transiciones de una variable aleatoria discreta; (2) los sistemas
dinámicos lineales, en los que la variable aleatoria que describe la dinámica es
Gaussiana. El principal objetivo es proveer del marco general para el estudio de
sistemas dinámicos más complejos desarrollados en los caṕıtulos 4 y 5; aunque la
cobertura no es exhaustiva, se sugieren referencias que pueden ser consultadas si
se desea ampliar la información.

Los modelos de espacio-estado asumen que las series de tiempo observadas fueron
generadas a partir de una secuencia de variables ocultas, o no observadas, que
evolucionan en el tiempo mediante una cadena de Markov, definida en la prime-
ra sección del caṕıtulo. Cuando las variables ocultas son discretas, el modelo se
conoce como HMM; cuando las variables ocultas son Gaussianas, se trata de un
LDS. Uno de los principales problemas de interés a resolver en estos dos tipos de
modelos de espacio-estado es encontrar la distribución marginal a posteriori del
estado al tiempo t, dada una secuencia de observaciones y1:k. Si las observaciones
disponibles son tales que k = t, el procedimiento de inferencia se conoce como
filtering ; si se dispone de información adicional, de manera que k > t, el procedi-
miento de inferencia se conoce como suavisamiento. Filtering y suavisamiento se
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3.2. Cadenas de Markov

llevan a cabo usando un algoritmo iterativo de dos pasos conocido como forward-
backward que se describe en la sección 3.2.1 para un HMM y en la sección 3.2.2
para un LDS. Extensiones de los LDS que incluyen parámetros desconocidos, co-
mo las matrices de covarianzas, se describen en la sección 3.2.3. Finalmente, la
sección 3.3 resume las metodoloǵıas que se exponen en el caṕıtulo.

3.2. Cadenas de Markov

Un modelo de Markov es un modelo estocástico que relaja el supuesto de obser-
vaciones secuenciales i.i.d., y expresa el efecto que ejerce un estado actual sobre
un estado futuro. El modelo de Markov más simple es la cadena de Markov de
primer orden; esta asume que una observación en el tiempo t sólo depende de
la observación en t − 1, y no de lo ocurrido previamente. Esta caracteŕıstica de
pérdida de memoria se conoce como propiedad de Markov.

De manera formal, una cadena de Markov se define sobre una secuencia de varia-
bles z1:T discretas o continuas bajo el siguiente supuesto de independencia condi-
cional (Barber, 2012):

p(zt|z1, . . . , zt−1) = p(zt|zt−L, . . . , zt−1)

donde L ≥ 1 es el orden de la cadena de Markov y zt = ∅ para t < 1. Al conjunto
de valores posibles de zi se le llama espacio-estado de la cadena. Para una cadena
de Markov de primer orden (L = 1),

p(z1:T ) = p(z1)p(z2|z1)p(z3|z2) · · · p(zT |zT−1) (3.1)

De la Ec. (3.1) y la regla del producto de probabilidad es fácil verificar que la dis-
tribución condicional para la observación zt, dadas todas las observaciones previas
al tiempo t, está dada por

p(zt|z1, . . . , zt−1) = p(zt|zt−1)

En muchas aplicaciones, las distribuciones condicionales p(zt|zt−1) se restringen
a ser iguales, es decir, la cadena se supone estacionaria. Dicho de otro modo,
una cadena de Markov estacionaria, conocida también como cadena de Markov
tiempo-homogénea, es tal que las transiciones p(zt = s′|zt−1 = s) = f(s′, s) son
independientes del tiempo. Por ejemplo, si las distribuciones condicionales depen-
den de parámetros ajustables (cuyos valores pueden ser inferidos de un conjunto
de datos de entrenamiento), entonces todas las distribuciones condicionales en
la cadena compartirán los mismos valores de esos parámetros (Bishop, 2006);
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en cambio, en una cadena de Markov no estacionaria, el tiempo juega un papel
central en la determinación de las distribuciones conjuntas, de tal manera que
p(zt = s′|zt−1 = s) = f(s′, s, t). Otras propiedades de las cadenas de Markov se
pueden consultar ampliamente en Berger (1993); Feldman & Valdez-Flores (2010);
Schinazi (2014).

3.3. Modelos de espacio-estado

El término estado es el concepto fundamental para describir a un sistema dinámico
(lineal o no lineal). Intuitivamente, un estado se refiere a alguna información
cuantitativa (un conjunto de números, una función, etc.) que es la menor cantidad
de datos de la que se debe tener conocimiento sobre el comportamiento pasado
del sistema para predecir su comportamiento futuro (Kalman, 1960).

Los modelos de espacio-estado son modelos que usan variables estado latentes
para describir un sistema mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales de
primer orden. Las variables estado se reconstruyen a partir de los datos input-
output medidos, pero no son observadas durante un experimento. La dinámica
se describe en términos de transiciones de estado, es decir, cómo un estado se
transforma en otro conforme el tiempo pasa.

La representación más general de un sistema dinámico lineal en la forma espacio-
estado con p inputs, q outputs, y n variables de estado se escribe de la siguiente
manera:

ż(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t) (3.2)

y(t) = C(t)z(t) +D(t)u(t) (3.3)

donde:

z(·) es el vector de estados, z(t) ∈ Rn;

y(·) es el vector de output, y(t) ∈ Rq;

u(·) es el vector de input, o vector control, u(t) ∈ Rp, p ≤ n;

A(·) es la matriz de estados, de dimensión n× n;

B(·) es la matriz de input, de dimensión n× p;

C(·) es la matriz de output, de dimensión q × n, q ≤ n;
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D(·) es la matriz feedthrough, de dimensión q × p;

ż(t) := d
dt
z(t).

En las Ec. (3.2) y (3.3) todas las matrices dependen del tiempo; sin embargo,
si todos los coeficientes de A(t), B(t), C(t), y D(t) son constantes, se dice que
el sistema dinámico es invariante en el tiempo o estacionario (Kalman, 1960).
Adicionalmente, en casos donde el sistema no establece una conexión instantánea
entre input y output, es decir, cuando el input al tiempo t no afecta el output
al tiempo t, D(t) es una matriz de ceros y el modelo se denomina puramente
dinámico (Galar Pascual, 2015).

Los modelos de espacio-estado proveen el marco general para analizar sistemas
dinámicos que se miden u observan a través de un proceso estocástico, y tie-
nen muchas aplicaciones en áreas como ingenieŕıa (Friedland, 1986), computación
(Hangos et al., 2001) y economı́a (Zeng & Wu, 2013). Los dos ejemplos más impor-
tantes de los modelos de espacio-estado son: modelos de Markov ocultos (HMM),
en los que las variables latentes son discretas, y sistemas dinámicos lineales (LDS),
en los que las variables latentes son Gaussianas.

3.3.1. Modelos de Markov ocultos

Un HMM es una extensión de un modelo de mezclas (ver por ejemplo Ec. 2.6) en
el que la elección del componente de mezcla para cada obervación no se selecciona
independiente, sino que depende de la elección del componente para la observa-
ción previa (Bishop, 2006). Considere como ejemplo la Figura 3.2. Cada forma
geométrica representa una variable aleatoria que puede adoptar cualquier valor.
Los nodos cuadrados denotan una variable aleatoria discreta (z), y los ćırculos una
variable aleatoria continua (y). El color enfatiza que la variable es observada1. Las
flechas denotan dependencia condicional. La variable aleatoria zt (variable latente)
es el estado oculto al tiempo t. La variable aleatoria yt es la observación al tiempo
t. La figura ilustra que en un HMM la distribución de probabilidad condicional de
la variable oculta zt, dados los valores de z en todo t, depende sólo del valor de la
variable en el tiempo previo, zt−1, y no del valor en t− 2 ni de los anteriores (pro-
piedad de Markov). Mientras que el valor de la variable observada yt sólo depende
del valor de la variable oculta zt. Es decir, la distribución de cada observación
en un HMM es una densidad de la mezcla; las variables ocultas, que controlan el
componente de la mezcla que se selecciona para cada observación (p(y|z)), están

1La variable observada puede ser también discreta.
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relacionadas a través de un proceso de Markov en lugar de ser independientes
(p(zt|zt−1)).

y1

. . .

. . .

z2z1
z3 zT

y2
y3 yT

Figura 3.2: HMM de T pasos en el tiempo.

Note que en los modelos de Markov más simples el estado es directamente visible
para el observador. En un HMM el estado no es visible directamente, pero el
resultado, que depende del estado, es visible. El HMM clásico, ilustrado en la
Figura 3.2, es formalizado de la siguiente manera:

zt|zt−1 ∼ πzt−1 (3.4)

yt|zt ∼ F (θzt) (3.5)

donde F (·) es una familia de distribuciones de emisión indexada, θi son los paráme-
tros de emisión para el estado i, zt denota el estado de la cadena de Markov al
tiempo t, t = 1, . . . , T , y πj especifica la distribución de transición para el estado
j. En el contexto Bayesiano, (3.4) define la distribución a priori del proceso {z1:T}
y (3.5) define la función de verośımilitud. Dado el estado zt, la observación yt
es condicionalmente independiente de las observaciones y estados a otros tiem-
pos, por lo que la distribución conjunta de las variables latentes y las variables
observadas está dada por:

p(y1:T , z1:T ) =p(z1)p(y1|z1)
T∏
t=2

p(yt|zt)p(zt|zt−1) (3.6)

=p(z1)p(z2|z1) · · · p(zT |zT−1)p(y1|z1)p(y2|z2) · · · p(yT |zT )

=p(z1:T )p(y1:T |z1:T ) (3.7)

donde: y1:T = {y1, . . . , yT}, z1:T = {z1, . . . , zT} y p(z1) es la distribución a priori
de la variable latente inicial. La verośılitud marginal se obtiene de:
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p(y1:T ) =
∑
z1:T

p(y1:T , z1:T )

Aunque se ha señalado que las variables latentes son discretas, en estad́ıstica es
común que el término HMM se refiera a cualquier modelo con la estructura de
independencia dada en la Ec. (3.6) (Barber, 2012), sin embargo, en este trabajo
los modelos en los que la variable latente es continua son referidos como LDS.

Una sencilla ilustración de un HMM se presenta en el siguiente ejemplo. En la
práctica, el uso de los HMM es bastante amplio, y se pueden encontrar diversas
aplicaciones en campos como: reconocimiento de voz (Rabiner, 1989; Juang &
Rabiner, 1991), análisis de secuencias biológicas (Krogh et al., 1994, 2001) y en
finanzas (Bhar & Hamori, 2004; Mamon & Elliott, 2014).

Ejemplo: suponga que Paco es un estudiante de doctorado y Sara, su mamá,
una viuda jubilada. Ellos viven en páıses distintos. Paco llama con frecuencia a
Sara, quien platica con su hijo sobre sus tres actividades principales: tomar café
con sus amigas, sacar a pasear a su perro y ver en su casa alguna peĺıcula. La
actividad que Sara elija depende sólo del estado del clima (soleado o con lluvia).
Con base en lo que Sara le cuenta a Paco, él trata de adivinar el clima de un
d́ıa en particular. Paco no observa directamente los dos estados (soleado o con
lluvia), esto es, los valores que puede asumir la variable oculta zt (clima en el
tiempo t) del modelo (3.4)-(3.5). Cada d́ıa hay cierta probabilidad, que depende
del estado del clima, de que Sara realice cada una de las tres actividades. Estas
probabilidades son conocidas como probabilidades de emisión, y determinan las
distribuciones F (·) en (3.5). Las probabilidades de transición πj representan los
cambios en el estado del clima, por ejemplo, la probabilidad de que hoy llueva
dado que ayer llovió.

Los problemas clásicos de inferencia en los HMM se pueden resumir en encontrar:
(1) la distribución marginal a posteriori del estado en un particular momento t
del tiempo, condicional a una secuencia de datos, es decir, p(zt|y1:k). Si k < t, el
proceso de conoce como predicción; si k = t, el proceso se conoce como filtering y;
si k > t, el proceso se suele referir como suavisamiento. (2) la verośımilitud p(y1:T );
(3) la trayectoria oculta más probable argmaxz1:T p(z1:T |y1:T ). Los procesos filtering
y suavisamiento se abordan usando un algoritmo iterativo de dos pasos conocido
como forward-backward (Rabiner, 1989). La verośımilitud p(y1:T ) se puede obtener
marginalizando la distribución conjunta usada en el proceso filtering. La secuencia
más probable de estados dada una secuencia de observaciones se encuentra me-
diante el algoritmo de Viterbi (1967). Las derivaciones del Cap. 4 están basadas
en los procesos filtering y suavisamiento, y en el algoritmo forward-backward, por
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lo que estos procedimientos se describen brevemente en los siguiente apartados.
Una revisión más completa se puede consultar, por ejemplo, en Rabiner (1989),
Bishop (2006) y Barber (2012). El problema de predicción de los estados no es
abordado en esta tesis.

Filtering

Dada una secuencia de observaciones y los parámetros del modelo, el objetivo
de filtering es calcular la distribución de la variable latente al final de la secuen-
cia, es decir, se desea calcular p(zt|y1:t). La distribución deseada se obtiene por
normalización de la distribución conjunta marginal p(zt, y1:t):

p(zt, y1:t) =
∑
zt−1

p(zt, zt−1, y1:t−1, yt)

=
∑
zt−1

p(yt|y1:t−1, zt, zt−1)p(zt|y1:t−1, zt−1)p(y1:t−1, zt−1)

(por el supuesto de independencia condicional del modelo)

=
∑
zt−1

p(yt|zt)p(zt|zt−1)p(zt−1, y1:t−1)

Definiendo α(zt) = p(zt, y1:t):

α(zt) = p(yt|zt)
∑
zt−1

p(zt|zt−1)α(zt−1), t > 1 (3.8)

α(z1) = p(z1, y1) = p(y1|z1)p(z1) (3.9)

Note que para calcular p(zt, y1:t) directamente es necesario marginalizar sobre
todas las posibles secuencias de estados {z1:t−1}. En lugar de eso, se toma ventaja
de la independencia condicional implicada en el HMM para realizar el cálculo
recursivamente, de manera que se puede encontrar α(zt) fácilmente de α(zt−1).

Las probabilidades p(yt|zt) y p(zt|zt−1) de (3.8) y (3.9) están dadas por la distri-
bución de emisión y las probabilidades de transición, respectivamente. El primer
término del lado derecho de (3.8) se conoce como corrector, y la parte de la su-
matoria como predictor. La distribución condicional de la variable latente zt es
entonces proporcional a α(zt):

p(zt|y1:t) ∝ α(zt)

∝
∑
zt−1

p(yt|zt)p(zt|zt−1)p(zt−1|y1:t−1), t > 1 (3.10)
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Y la normalización es tal que
∑

zt
α(zt) = 1. La distribución p(zt−1|y1:t−1) incor-

pora toda la información previa observada. Su interpretación es que representa
una nueva a priori modificada por zt, es decir, por la dinámica (de un paso en el
tiempo) del modelo. El término p(yt|zt)p(zt|zt−1) se puede interpretar como una
varośımilitud; la a priori y la nueva evidencia de datos dan lugar a la posteriori
conjunta p(zt, zt−1|y1:t). En el siguiente paso, la a posteriori se convierte en la
nueva a priori, y aśı sucesivamente. El problema de filtering se puede abordar efi-
cientemente usando un algoritmo recursivo conocido como forward, descrito más
adelante.

Smoothing

El objetivo del smoothing es similar al de filtering, pero el interés ahora es sobre
la distribución de la variable latente en cualquier punto t de tiempo de la secuen-
cia, menor al tiempo u final. Es decir, se desea encontrar: p(zt|y1:u) (smoothed
posterior), tal que t < u. El método más común en la literatura de HMM para
encontrar la distribución se conoce como parallel. Este consiste en separar la dis-
tribución smoothed posterior en contribuciones del pasado y el futuro mediante la
distribución conjunta marginal (Barber, 2012):

p(zt, y1:T ) = p(zt, y1:t, yt+1:T ) = p(zt, y1:t)p(yt+1:T |zt, y1:t)

= p(zt, y1:t)p(yt+1:T |zt) = α(zt)β(zt)

El término α(zt) es la contribución del pasado, y se obtiene por el procedimiento
recursivo forward anterior. El término β(zt) es la contribución del futuro, y se
puede obtener usando un procedimiento recursivo conocido como backward. Note
que zt separa el pasado del futuro. Los procedimientos forward y backward re-
cursivos son independientes por lo que se ejecutan en paralelo. Combinando los
resultados se obtiene la smoothed posterior de la siguiente manera:

p(yt+1:T |zt) =
∑
zt+1

p(yt+1, yt+2:T , zt+1|zt)

=
∑
zt+1

p(yt+1|yt+2:T , zt+1, zt)p(yt+2:T , zt+1|zt)

=
∑
zt+1

p(yt+1|zt+1)p(yt+2:T |zt+1, zt)p(zt+1|zt)

=
∑
zt+1

p(yt+1|zt+1)p(yt+2:T |zt+1)p(zt+1|zt)

β(zt) =
∑
zt+1

p(yt+1|zt+1)p(zt+1|zt)β(zt+1), 1 ≤ t ≤ T
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donde: β(zt) ≡ p(yt+1:T |zt) y β(zT ) = 1. Entonces, la smoothed posterior está dada
por:

p(zt|y1:T ) =
α(zt)β(zt)∑
zt
α(zt)β(zt)

Por otra parte, en algunas aplicaciones es necesario muestrear la trayectoria con-
junta z1:T de la a posteriori p(z1:T |y1:T ). Una manera práctica es usar la siguiente
representación condicional (ver Fruhwirth-Schnatter, 1994):

p(z1:T |y1:T ) =
T−1∏
t=0

p(zt|zt+1, . . . , zT , y1:T )p(zT |y1:T ) (3.11)

Para obtener (3.11) se comienza muestreando el estado zT de la marginal p(zT |y1:T ).
Entonces, se muestrea hacia atrás en el tiempo de las densidades condicionales
p(zt|zt+1, . . . , zT , y1:T ), t = T − 1, . . . , 0.

Algoritmo forward-backward

El objetivo de filtering es actualizar el conocimiento del sistema conforme el tiem-
po evoluciona y se adiciona una nueva observación. Es decir, las observaciones se
incorporan en la secuencia de datos conforme van ocurriendo, y cada observación
se traduce en información de la que se aprende antes de descartarla y considerar
la siguiente. Mientras el filtering estima la distribución del estado en el tiempo
t de un HMM, con base en las observaciones recibidas hasta el momento t, el
suavisamiento estima la distribución del estado a un particular tiempo t, dadas
todas las observaciones hasta algún tiempo k posterior a t. La trayectoria estima-
da por suavisamiento tiende a ser más suave, resultado de la información adicional
incorporada.

El algoritmo forward -backward es un algoritmo para inferencia en los HMM que
calcula las marginales a posteriori de todos los estados ocultos dada una secuencia
de observaciones. El algoritmo consiste en tres pasos: (1) calcular la probabilidad
forward de terminar en cualquier estado, dadas las primeras t observaciones, esto
es, p(zt|y1:t), t = 1, . . . , T ; (2) calcular la probabilidad backward de observar la
secuencia de datos restante, dado el estado en cualquier punto inicial t, esto es,
p(yt+1:T |zt); (3) combinar (1) y (2) para obtener la distribución de los estados en
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cualquier punto espećıfico del tiempo, dada la secuencia completa de observacio-
nes.

De manera concreta, considere a T una matriz de probabilidades de transición,
E una matriz de probabilidades de emisión y O una matriz diagonal de proba-
bilidad de observación, con elementos extráıdos de E. Asumiendo un vector de
probabilidades de estados inicial π0 (t = 0), se calcula

f0:0 = π0TO0

donde Ot, que se conoce como matriz de observación, es una matriz diagonal que
contiene las probabilidades del evento observado al tiempo t dado cada estado.
Este calculo se realiza forward en tiempo incorporando observaciones adicionales:

f0:t = f0:t−1TOt

f0:t se interpreta como el vector de probabilidades forward no normalizado, con la
i−ésima entrada dada por: f0:t(i) = p(y1:t, zt = i|π). En cada paso, se introduce
un factor de escala ct tal que el vector probabilidades forward sume 1:

f̂0:t = c−1
t f̂0:t−1TOt (3.12)

donde f̂0:t−1 es el vector normalizado del paso previo. Note que el producto de
los factores de escala es la probabilidad total de observar los eventos dados (la
secuencia observada hasta el momento t), con independencia de los estados finales:

p(y1:t|π) =
t∏

k=1

ck

Lo anterior implica que el vector de probabilidades escalado está dado por:

f̂0:t(i) =
f0:t(i)∏t
k=1 ck

=
p(y1:t, zt = i|π)

p(y1:t|π)
= p(zt = i|y1:t, π)

Es decir, la probabilidad escalada es la probabilidad de estar en el estado i en el
tiempo t.

Para calcular las probabilidades backward se asume que se inicia en un particular
estado i (zt = i). El interés es en la probabilidad de observar los eventos futuros
de ese estado, es decir:

bt:T (i) = p(yt+1:T |zt = i)
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Debido a que el estado inicial se asume como dado, se comienza con:

bT :T = [111 · · · ]′

y el vector (columna) de probabilidades backward se obtiene de:

bt−1:T (i) = TOtbt:T (3.13)

Note que cada elemento i del vector en (3.13) es la probabilidad de la secuencia
de eventos futuros, dado el estado inicial i. Normalizar este vector es equivalente
a encontrar la verośımilitud de cada estado inicial, dados los eventos futuros. Sin
embargo, es más común escalar el vector usando la misma constante ct de la
probabilidad forward :

b̂t−1:T = c−1
t TOtb̂t:T (3.14)

donde b̂t:T representa el vector escalado previo. Note que:

b̂t:T (i) =
bt:T (i)∏T
k=t+1 ck

Y en conjunto, las probabilidades forward y backward permiten encontrar la pro-
babilidad total de cada estado a un tiempo t:

p(zt = i|y1:T , π) =
p(y1:T , zt = i|π)

p(y1:T |π)
=

f0:t(i) · bt:T (i)∏T
k=1 ck

= f̂0:t(i) · b̂t:T (i) (3.15)

La probabilidad en (3.15) se conoce como probabilidad smoothed. El numerador
f0:t(i) ·bt:T (i) es la probabilidad de observar los eventos dados de manera que pasa
por el estado i al tiempo t. Al dividirlo por la probabilidad total de la secuencia
observada, se extrae la probabilidad de que zt = i, es decir, la probabilidad de
encontrarse en el estado i al tiempo t. Estas probabilidades son útiles para deter-
minar el estado más probable en cualquier t. Sin embargo, note que la secuencia
de estados más probables individualmente no produce la secuencia más probable.
Esto se debe a que se calculan las probabilidades para cada t independientes unas
de otras, y no se toma en cuenta las probabilidades de transición entre estados. La
secuencia más probable de estados que produce una secuencia de observaciones se
puede encontrar usando el algoritmo de Viterbi (1967).
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Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo de Paco y Sara, considere las siguientes matrices:

matriz de probabilidades de transición (T)=

 sol lluvia
sol 0.8 0.2

lluvia 0.4 0.6



matriz de probabilidades de emisión (E)=

 (1) (2) (3)
sol 0.4 0.4 0.2

lluvia 0.3 0.1 0.6


Suponga que Paco tiene la siguiente secuencia de observaciones: y = {ver peĺıcula,
ver peĺıcula, café, pasear al perro}. En forma matricial, la probabilidad de observar
el evento j en el tiempo t está dada por: Oj(t) = diag(E[, j]). Es decir, cada
elemento de la diagonal es la probabilidad del evento observado dado cada estado.
Por ejemplo, para j = 3 (ver peĺıcula):

O3(t) =

[
0.2 0
0 0.6

]
donde t = 1, 2 de acuerdo con las observaciones de Paco. Para calcular las proba-
bilidades forward, suponga que no se tiene información sobre el estado del tiempo
inicial (t = 0), por lo que se considera la siguiente a priori:

f0:0 = (0.5 0.5)

De la Ec. (3.12):

f̂0:1 =c−1
1 f0:0TO3(1) = c−1

1 (0.5 0.5)

[
0.8 0.2
0.4 0.6

] [
0.2 0
0 0.6

]
=c−1

1 (0.12 0.24) = (0.333 0.667)

f̂0:2 =c−1
2 f̂0:1TO3(2) = c−1

2 (0.333 0.667)

[
0.8 0.2
0.4 0.6

] [
0.2 0
0 0.6

]
=c−1

2 (0.107 0.280) = (0.276 0.724)

f̂0:3 =c−1
3 f̂0:2TO1(3) = c−1

3 (0.276 0.724)

[
0.8 0.2
0.4 0.6

] [
0.4 0
0 0.3

]
=c−1

3 (0.2042 0.1469) = (0.5816 0.4184)

f̂0:4 =c−1
4 f̂0:3TO2(4) = c−1

4 (0.5816 0.4184)

[
0.8 0.2
0.4 0.6

] [
0.4 0
0 0.1

]
=c−1

4 (0.2531 0.0367) = (0.8734 0.1266)
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Note que c1 = 0.36, c2 = 0.387, c3 = 0.3511 y c4 = 0.2898. Para obtener las
probabilidades backward se comienza con:

b4:4 =

[
1.0
1.0

]
De la Ec. (3.14):

b̂3:4 = c−1
4 TO2(4)b4:4 =3.451

[
0.8 0.2
0.4 0.6

] [
0.4 0
0 0.1

] [
1.0
1.0

]
=

[
1.173
0.759

]
b̂2:4 = c−1

3 TO1(3)b̂3:4 =2.848

[
0.8 0.2
0.4 0.6

] [
0.4 0
0 0.3

] [
1.173
0.759

]
=

[
1.199
0.924

]
b̂1:4 = c−1

2 TO3(2)b̂2:4 =2.584

[
0.8 0.2
0.4 0.6

] [
0.2 0
0 0.6

] [
1.199
0.924

]
=

[
0.782
1.107

]
b̂0:4 = c−1

1 TO3(1)b̂1:4 =2.778

[
0.8 0.2
0.4 0.6

] [
0.2 0
0 0.6

] [
0.782
1.107

]
=

[
0.717
1.281

]
Los valores del vector b̂t−1:4, t = 4, . . . , 1, no suman 1 porque se ha escalado usando
el factor ct obtenido en el paso forward. Como se mencionó, las probabilidades
backward se pueden normalizar de manera que sumen 1; en tal caso, se interpretan
como la verośımilitud de cada estado al tiempo t, dadas las observaciones futuras.
Finalmente, se calculan las probabilidades smoothed de acuerdo con la Ec. (3.15):

p(z4|y1:4) =f̂0:4 ◦ b̂4:4 = (0.8734 0.1266) ∗ (1 1) = (0.87 0.13)

p(z3|y1:4) =f̂0:3 ◦ b̂3:4 = (0.5816 0.4184) ∗ (1.173 0.759) = (0.68 0.32)

p(z2|y1:4) =f̂0:2 ◦ b̂2:4 = (0.276 0.724) ∗ (1.199 0.924) = (0.33 0.67)

p(z1|y1:4) =f̂0:1 ◦ b̂1:4 = (0.333 0.667) ∗ (0.782 1.107) = (0.26 0.74)

p(z0|y1:4) =f̂0:0 ◦ b̂0:4 = (0.5 0.5) ∗ (0.717 1.281) = (0.36 0.64)

donde ”∗”denota el producto elemento por elemento. Los valores obtenidos repre-
sentan las probabilidades de cada estado (sol, lluvia) a diferentes tiempos. Los
resultados dan evidencia de que el estado del clima más probable para los dos
últimos d́ıas es soleado, mientras que para los primeros es lluvia.

3.3.2. Sistemas dinámicos lineales

Los HMM corresponden a modelos de espacio-estado en los que las variables la-
tentes son discretas, mientras que las variables observadas pueden ser discretas o
continuas. En cambio, si las variables observadas y las variables latentes son Gaus-
sianas, entonces se trata de un sistema dinámico lineal Gaussiano, o simplemente
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sistema dinámico lineal cuando no hay ambigüedad. Adicionalmente, los sistemas
dinámicos lineales (LDS) puede ser de tiempo discreto, por ejemplo como los que
se caracterizan en Kalman (1960); West & Harrison (1997); Bishop (2006); Caron
et al. (2008); Petris et al. (2009); o de tiempo continuo, como los que define Kal-
man (1963) (aunque en este caso el espacio-estado es real-lineal-n-dimensional,
pero no necesariamente Gaussiano). Los LDS caracterizados en lo que resta de
este caṕıtulo son Gaussianos y de tiempo discreto, y serán referidos como LDS;
sin embargo, esta misma clase de modelos se encuentran en la literatura como
dynamic linear models (DLM), por ejemplo en West & Harrison (1997) y Petris
et al. (2009).

Los LDS relacionan a un vector de observaciones yt de tamaño (r×1), t = 1, 2, . . .,
con un vector de parámetros (estados) zt de tamaño (p×1) a través de las siguientes
ecuaciones:

yt = C ′tzt + wt, wt ∼ N [0, Rt] (3.16)

zt = Atzt−1 + et, et ∼ N [0,Σt] (3.17)

donde:

Ct es una matriz diseño conocida, de tamaño (p× r)

At es una matriz de evolución conocida, de tamaño (p× p)

Rt es una matriz de covarianzas conocida, de tamaño (r × r)

Σt es una matriz de covarianzas conocida, de tamaño (p× p)

wt es el vector de error observacional, de tamaño (r × 1)

et es el vector de error de evolución, de tamaño (p× 1)

La ecuación (3.16) se conoce como ecuación de observación y la ecuación (3.17)
como ecuación de evolución o de estados. zt contiene los estados no observados
del sistema que se asume evolucionan con el tiempo de acuerdo con la matriz de
evolución At. Por convención, la serie se desarrolla igualmente espaciada en tiempo
(y1, y2, . . .); sin embargo, este supuesto no es necesario. El carácter dinámico del
modelo hace que este sea sólo localmente apropiado para cada t. En la ecuación
(3.17), el modelo es apropiado en el tiempo t hasta que yt es observada. Entonces
el modelo se actualiza con la nueva información. En cada actualización, adicional
a la observación más reciente, la nueva información puede consistir de información
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externa relevante; sin embargo, el modelo se considera cerrado a información de
este tipo (West & Harrison, 1997).

Adicionalmente, se asume que z0 tiene distribución Gaussiana con m0 y S0 como
los momentos a priori:

z0 ∼ N(m0, S0). (3.18)

El conjunto {Ct, At,Σt, Rt} representa los parámetros del modelo (3.16)-(3.17),
donde cada uno de los elementos puede o no estar indexado por el tiempo. Las
secuencias de errores wt y et son interna y mutuamente independientes, e inde-
pendientes de z0. Note que si no hay error de evolución (et = 0,Σt = 0) y At = I,
entonces el sistema dinámico se reduce a un sistema lineal estático (zt = z para
toda t). Adicionalmente, si C ′t = (Xt1, . . . , Xtp), donde Xt,1:p es una colección de
variables independientes al tiempo t, conocidas como regresores en el contexto de
regresión, el LDS definido por {I, Ct,Σt, Rt} es un modelo de regresión dinámica,
con respuesta media µt dada por µt = C ′tzt =

∑p
i=1 ztiXti. En este caso, los estados

zt tienen la interpretación de los coeficientes de regresión, es decir, representan la
contribución de los regresores a los cambios en la media de la variable respuesta
yt; estos coeficientes de regresión vaŕıan con el tiempo, contrario a un modelo de
regresión estática.

La formulación de un LDS puede ser vista como un caso especial de un modelo
jerárquico con tres niveles: las observaciones, descritas por la ecuación de observa-
ción; el proceso de evolución de los estados, descrito por la ecuación de evolución;
y los parámetros que definen el modelo {At, Ct,Σt, Rt}. Adicionalmente, la formu-
lación del modelo se puede extender a modelos no lineales y errores no Gaussianos,
y modelos espacio-temporales.

Los LDS tienen la misma estructura de independencia de los HMM dada en la Ec.
(3.6), por lo que la forma general de los algoritmos para inferencia es igual, excepto
que las sumatorias sobre las variables latentes se reemplazan por integrales. En
el paso forward se obtiene la probabilidad a posteriori de los estados zt dadas
las observaciones y1:t; las ecuaciones resultantes son análogas a las obtenidas en
el HMM, pero se conocen como ecuaciones Kalman filter (Kalman, 1960). En el
paso backward, las ecuaciones análogas al término β(·) en el HMM se conocen
como ecuaciones Kalman smoother.

Debido a que un LDS es un modelo Gaussiano, la distribución conjunta de todas
las variables, aśı como las distribuciones marginales y condicionales implicadas,
son Gaussianas. De esto se sigue que la secuencia de variables latentes individuales
más probables es la misma que la secuencia latente más probable (ver Barber,
2012), por lo que no es necesario un algoritmo análogo al algoritmo Viterbi para
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LDS.

Kalman filter

El Kalman filter se usa para estimar el estado actual, zt, condicionado a las ob-
servaciones disponibles hasta el tiempo t, es decir, la distribución de probabilidad
de interés es p(zt|y1:t). Esto se logra mediante un procedimiento recursivo forward
en tiempo que involucra dos fases: (1) antes de observar yt (predicción) y; (2)
después de observar yt (actualización). Estas fases son consecuencia inmediata de
la aplicación del teorema de Bayes:

p(zt|y1:t) =
p(yt|zt, y1:t−1)p(zt|y1:t−1)∫
p(yt|zt, y1:t−1)p(zt|y1:t−1)dzt

=
p(yt|zt)p(zt|y1:t−1)∫
p(yt|zt)p(zt|y1:t−1)dzt

(3.19)

En la Ec. (3.19) la expresión del lado izquierdo, p(zt|y1:t), denota la distribución
a posteriori de z al tiempo t. Del lado derecho, los términos del numerador repre-
sentan la verosimilitud y la distribución a priori, respectivamente; el denominador
es un factor de normalización.

Para derivar el procedimiento recursivo se comienza asumiendo que en el momento
t− 1 el conocimiento que se tiene sobre zt está dado por:

p(zt−1|y1:t−1) = N(ft−1, Ft−1) (3.20)

Adicionalmente, note que la distribución de probabilidad asociada con la fase de
predicción está dada por:

p(zt|y1:t−1) =

∫
p(zt|zt−1)p(zt−1|y1:t−1)dzt−1 (3.21)

donde la distribución de probabilidad asociada con la transición de estados del
momento t−1 al momento t es normal, con media Atzt−1 y matriz de varianzas Σt,
de acuerdo con la ecuación de evolución (3.17). Combinando las dos distribuciones
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se tiene:

p(zt|y1:t−1) ∝
∫

exp
{
− 1

2
(zt − Atzt−1)′Σ−1

t (zt − Atzt−1)
}

· exp
{
− 1

2
(zt−1 − ft−1)′F−1

t−1(zt−1 − ft−1)
}
dzt−1

∝
∫

exp
{
− 1

2
(z′tΣ

−1
t zt − z′t−1A

′
tΣ
−1
t zt − z′tΣ−1

t Atzt−1 + z′t−1A
′
tΣ
−1
t Atzt−1)

}
· exp

{
− 1

2
(z′t−1F

−1
t−1zt−1 − f ′t−1F

−1
t−1zt−1 − z′t−1F

−1
t−1ft−1)

}
dzt−1

=

∫
exp

{
− 1

2

[
zt
zt−1

]′ [
Σ−1
t −Σ−1

t At
−A′tΣ−1

t A′tΣ
−1
t At

] [
zt
zt−1

]}
· exp

{
− 1

2

[
zt
zt−1

]′ [
0 0
0 F−1

t−1

] [
zt
zt−1

]
+

[
zt
zt−1

]′ [
0

F−1
t−1ft−1

]}
dzt−1

=

∫
exp

{
− 1

2

[
zt
zt−1

]′ [
Σ−1
t −Σ−1

t At
−A′tΣ−1

t A′tΣ
−1
t At + F−1

t−1

] [
zt
zt−1

]}
· exp

{[ zt
zt−1

]′ [
0

F−1
t−1ft−1

]}
dzt−1

De las propiedades de la función de densidad de probabilidad normal se sigue que
p(zt|y1:t−1) ∝ N(mt, St), donde mt y St son tales que:

St = [Σ−1
t − Σ−1

t At(A
′
tΣ
−1
t At + F−1

t−1)−1A′tΣ
−1
t ]−1

mt = StΣ
−1
t At(A

′
tΣ
−1
t At + F−1

t−1)−1F−1
t−1ft−1

Es fácil probar que la varianza St se puede reescribir, por el Teorema de Woodbury,
como (Henderson & Searle, 1981):

St = Σt + AtFt−1A
′
t

Usando la identidad anterior y los resultados conocidos para la inversión de suma
de matrices (ver Henderson & Searle, 1981), mt se puede simplificar como:

mt = (Σt + AtFt−1A
′
t)Σ
−1
t At[I − Ft−1A

′
tΣ
−1At(I + Ft−1A

′
tΣ
−1At)

−1]ft−1

= At[I + Ft−1A
′
tΣ
−1
t At][I − Ft−1A

′
tΣ
−1
t At(I + Ft−1A

′
tΣ
−1
t At)

−1]ft−1

= {At[I + Ft−1A
′
tΣ
−1
t At]− AtFt−1A

′
tΣ
−1
t At}ft−1

= Atft−1

Alternativamente, se puede usar directamente la ecuación de estados (3.17) para
obtener los parámetros de la densidad predictiva p(zt|y1:t−1):

E(zt|y1:t−1) = E(Atzt−1 + et|y1:t−1) = Atft−1

V (zt|y1:t−1) = V (Atzt−1 + et|y1:t−1) = AtFt−1A
′
t + Σt
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Una vez que se observa yt, el objetivo es encontrar la distribución a posteriori para
zt. Introduciendo (3.16) y el resultado de (3.21) en (3.19):

p(zt|y1:t) =
p(yt|zt)p(zt|y1:t−1)∫
p(yt|zt)p(zt|y1:t−1)dzt

∝ p(yt|zt)p(zt|y1:t−1)

∝ exp
{
− 1

2
(yt − C ′tzt)′R−1

t (yt − C ′tzt)
}

exp
{
− 1

2
(zt −mt)

′

S−1
t (zt −mt)

}
∝ exp

{
− 1

2
(y′tR

−1
t yt − y′tR−1

t C ′tzt − z′tCtR−1
t yt + z′tCtR

−1
t C ′tzt

+ z′tS
−1
t zt +m′tS

−1
t mt − z′tS−1

t mt −m′tS−1
t zt)

}
∝ exp

{
− 1

2

[
zt − (S−1

t + CtR
−1
t C ′t)

−1(CtR
−1
t yt + S−1

t mt)
]′

(S−1
t + CtR

−1
t C ′t)

[
zt − (S−1

t + CtR
−1
t C ′t)

−1(CtR
−1
t yt + S−1

t mt)
]

+
1

2
(CtR

−1
t yt + S−1

t mt)
′(S−1

t + CtR
−1
t C ′t)

−1(CtR
−1
t yt + S−1

t mt)

− 1

2
y′tR

−1
t yt

}
(3.22)

De (3.22) se sigue que p(zt|y1:t) es N(ft, Ft), donde:

Ft = (S−1
t + CtR

−1
t C ′t)

−1 = St − StCt(C ′tStCt +Rt)
−1C ′tSt (3.23)

ft = Ft(CtR
−1
t yt + S−1

t mt) = mt + StCt(C
′
tStCt +Rt)

−1(yt − C ′tmt) (3.24)

Las segundas igualdades de las Ec. (3.23) y (3.24) se pueden verificar siguiendo los
resultados de Henderson & Searle (1981). Por otra parte, en muchas aplicaciones es
de interés conocer la distribución predictiva para las observaciones, representada
por el denominador

∫
p(yt|zt)p(zt|y1:t−1)dzt = p(yt|y1:t−1) en la Ec. (3.19). Esta
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distribución se obtiene al integrar zt en (3.22):∫
p(yt|zt)p(zt|y1:t−1)dzt ∝

∫
exp

{
− 1

2

[
zt − (S−1

t + CtR
−1
t C ′t)

−1

(CtR
−1
t yt + S−1

t mt)
]′

(S−1
t + CtR

−1
t C ′t)

[
zt − (S−1

t + CtR
−1
t C ′t)

−1(CtR
−1
t yt + S−1

t mt)
]

+
1

2
(CtR

−1
t yt + S−1

t mt)
′(S−1

t + CtR
−1
t C ′t)

−1(CtR
−1
t yt + S−1

t mt)−
1

2
y′tR

−1
t yt

}
dzt

∝ exp
{1

2
(CtR

−1
t yt + S−1

t mt)
′(S−1

t + CtR
−1
t C ′t)

−1(CtR
−1
t yt + S−1

t mt)−
1

2
y′tR

−1
t yt

}
∝ exp

{1

2
(CtR

−1
t yt + S−1

t mt)
′[St − StCt(Rt + C ′tStCt)

−1C ′tSt](CtR
−1
t yt + S−1

t mt)

− 1

2
y′tR

−1
t yt

}
∝ exp

{1

2

[
y′tR

−1
t C ′tStCtR

−1
t yt +m′tS

−1
t StCtR

−1
t yt + y′tR

−1
t C ′tStS

−1
t mt

− (y′tR
−1
t C ′tStCt(Rt + C ′tStCt)

−1C ′tStCtR
−1
t yt)− 2y′tR

−1
t C ′tStCt(Rt + C ′tStCt)

−1

C ′tStS
−1
t mt

]
− 1

2
y′tR

−1
t yt

}
∝ exp

{
− 1

2
y′t

[
R−1
t +R−1

t C ′tStCt(Rt + C ′tStCt)
−1C ′tStCtR

−1
t −R−1

t C ′tStCtR
−1
t

]
yt

− y′tR−1
t C ′tStCt(Rt + C ′tStCt)

−1C ′tmt + y′tR
−1
t C ′tmt

}
∝ exp

{
− 1

2
y′t

[
Rt −R−1

t C ′tSt
[
I − Ct(Rt + C ′tStCt)

−1C ′tSt
]
CtR

−1
t

]
yt

− y′tR−1
t C ′tStCt(Rt + C ′tStCt)

−1C ′tmt + y′tR
−1
t C ′tmt

}
∝ exp

{
− 1

2
y′t

[
Rt −R−1

t C ′tSt
(
I + CtR

−1
t C ′tSt

)−1
CtR

−1
t

]
yt

− y′tR−1
t C ′tStCt(Rt + C ′tStCt)

−1C ′tmt + y′tR
−1
t C ′tmt

}
∝ exp

{
− 1

2

[
y′t(Rt + C ′tStCt)

−1yt − 2y′t[R
−1
t −R−1

t C ′tStCt(Rt + C ′tStCt)
−1]C ′tmt

]}
∝ exp

{
− 1

2
(yt − C ′tmt)

′(Rt + C ′tStCt)
−1(yt − C ′tmt)

}
(3.25)

Entonces, la distribución predictiva de un paso, es decir, de un punto adelante en
el tiempo, es N(at, Qt), donde:

at = C ′tmt

Qt = Rt + C ′tStCt

El filtro de Kalman permite calcular las densidades predictivas recursivamente.
Comenzando con z0|y0 ∼ N(f0, F0) calcular p(z1|y1:1) y proceder de manera recur-
siva conforme se dispone de nueva información. Note que la media filter de la Ec.
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(3.24) es igual a la media de predicción mt más una corrección dependiendo de qué
tanto la nueva información yt difiere de su predicción C ′tmt (yt−C ′tmt es el error de
pronóstico). El peso del término de corrección está dado por StCt(C

′
tStCt+Rt)

−1,
que depende de la matriz de varianzas de las observaciones Rt y de la varianza
St = V [zt|y1:t−1].

La siguiente sección ilustra las principales caracteŕısticas de un LDS con un modelo
de primer orden con varianzas conocidas. El desarrollo de modelos más generales
se puede consultar en West & Harrison (1997).

Ejemplo: LDS de primer orden con varianzas conocidas

Para cada t, el LDS de primer orden, caracterizado por {1, 1, Rt,Σt}, se describe
de la siguiente manera:

yt = µt + wt, wt ∼ N [0, Rt] (3.26)

µt = µt−1 + et, et ∼ N [0,Σt] (3.27)

[µ0|D0] ∼ N [f0, F0] (3.28)

donde para toda t y s con t 6= s, wt y ws son independientes, et y es son indepen-
dientes, y wt y es son independientes. Adicionalmente, los errores son indepen-
dientes de la información inicial. En esta formulación, el nivel, µt, es modelado
como una caminata aleatoria: et representa cambios puramente aleatorios en el
nivel entre el tiempo t − 1 y t. Note también que Rt y Σt son escalares y no
matrices, puesto que yt y µt son escalares. Las ecuaciones (3.26), (3.27) y (3.28)
definen el modelo más simple posible, referido comúnmente en la literatura como
modelo estable (steady model). Para cada incremento de tiempo, las siguientes
distribuciones describen la actualización con respecto a la nueva información:
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Tabla 3.1: Distribuciones para el proceso de actualización: {1, 1, Rt,Σt}

(a) A posteriori para µt−1: (µt−1|y1:t−1) ∼ N [ft−1, Ft−1]

(b) A priori para µt: (µt|y1:t−1) ∼ N [ft−1, St]
donde St = Ft−1 + Σt

(c) Pronóstico de 1-paso: (yt|y1:t−1) ∼ N [at, Qt]
donde at = ft−1 y Qt = St +Rt

(d) A posteriori para µt: (µt|y1:t) ∼ N [ft, Ft]
con ft = ft−1 + Vtet y Ft = VtRt

donde Vt = St/(St +Rt) = St/Qt y et = yt − ft−1

La media de µt|y1:t es calculada como la media previa corregida por el error de
pronóstico, ponderado por Vt, un valor entre 0 y 1 conocido como el coeficiente
adaptativo (West & Harrison, 1997). Para ver con más claridad el papel de Vt,
la media se puede representar como ft = (1 − Vt)ft−1 + Vtyt que muestra a ft
como un promedio ponderado entre la estimación a priori, ft−1, y la observación
yt. Entre más grande sea la varianza observacional Rt con respecto a la varianza
de la apriori de µt, St, entonces Vt → 0, y la media de la distribución a posteriori
está más concentrada cerca de la media de la distribución a priori. Si Vt es cercano
a 1, la a priori es menos informativa que los datos (o la verosimilitud).

En la Figura 3.3 se muestra el conjunto de datos del crecimiento del producto in-
terno bruto trimestral (Y) y el pronóstico (f) suponiendo una caminata aleatoria
y asumiendo a Rt y Σt conocidas y constantes para toda t (es decir {1, 1, R,Σ}, co-
nocido como modelo constante). Distintos valores de Σ fueron usados para ilustrar
el papel del coeficiente adaptativo en el pronóstico. Los valores iniciales asumidos
en todos los casos fueron f0 = F0 = 1 y µ0 se tomó de una N(f0 = 1, F0 = 1). La
ĺınea azul representa los valores observados, la ĺınea roja la media at, y las ĺıneas
gris las bandas de confianza al 95 %, calculadas como es usual: at ± 1.96

√
Qt. En

(a) la varianza de evolución, Σ = 0.01, es muy pequeña comparada con la varian-
za observacional, R = 1, lo que produce un valor muy pequeño para Vt y como
consecuencia una media de pronóstico casi constante; en (b) hay más variación en
el nivel µt debido a que la varianza Σ no es tan pequeña comparada con R; y en
(c) Σ es dos veces R, lo que resulta en Vt cercana a 1, dando mucho peso a cada
información adicional observada.
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Figura 3.3: Valores pronosticados y bandas de confianza de 95 % para el crecimien-
to del producto interno bruto en México. (a) Σ = 0.01; (b) Σ = 0.5;
(c) Σ = 2. En todos los casos R = 1.

El caso particular Vt = 1 para t ≥ 2 corresponde a R = 0. Entonces ft = yt y el
modelo es de poca utilidad para predicción. La distribución de pronóstico descrita
en la Tabla 3.1 corresponde a 1-paso, es decir, un punto en el tiempo más allá de
t. Es importante considerar que este LDS es útil sólo para pronósticos de corto
plazo, y particularmente en casos en los que la varianza de observación, Rt, es
considerablemente más grande que la varianza del nivel, Σt (West & Harrison,
1997).
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Kalman smoother

En análisis de series de tiempo es común tener observaciones, yt, para un cierto pe-
riodo (t = 1, . . . , T ), y se desea reconstruir retrospectivamente el comportamiento
del sistema que generó las observaciones. Dicho de otra manera, el objetivo es en-
contrar las densidades condicionales de zt|y1:T , t < T , para estimar toda la historia
de estados recursivamente backward en el tiempo. Estas densidades se obtienen
marginalizando zt de p(zt, zt+1|y1:T ):

p(zt|y1:T ) =

∫
p(zt, zt+1|y1:T )dzt+1 =

∫
p(zt+1|y1:T )p(zt|zt+1, y1:T )dzt+1

=

∫
p(zt+1|y1:T )p(zt|zt+1, y1:t)dzt+1

=

∫
p(zt+1|y1:T )

p(zt+1|zt, y1:t)p(zt|y1:t)

p(zt+1|y1:t)
dzt+1

=

∫
p(zt+1|y1:T )

p(zt+1|zt)p(zt|y1:t)

p(zt+1|y1:t)
dzt+1.

Se comienza suponiendo que p(zt+1|y1:T ) = N(bt+1, Bt+1). La distribución p(zt+1|zt)
está definida por la ecuación de estados, de tal manera que p(zt+1|zt) = N(At+1zt,Σt+1).
La distribución p(zt|y1:t) es la obtenida en el filtro de Kalman y p(zt+1|y1:t) =
N(mt+1, St+1) es la distribución de predicción de los estados en t+ 1, de acuerdo
con la Ec. (3.21). Entonces, de las propiedades de la distribución Normal, p(zt|y1:T )
es también Normal. Una manera fácil de encontrar los parámetros que la definen
es usar la ley de la esperanza total y la ley de la varianza total:

E(zt|y1:T ) = E(E(zt|zt+1, y1:T )|y1:T )

V (zt|y1:T ) = V (E(zt|zt+1, y1:T )|y1:T ) + E(V (zt|zt+1, y1:T )|y1:T ).

Y la distribución p(zt|zt+1, y1:T ) se puede obtener como sigue:

p(zt|zt+1, y1:T ) =
p(zt+1|zt)p(zt|y1:t)

p(zt+1|y1:t)
∝ p(zt+1|zt)p(zt|y1:t)

∝ exp
{
− 1

2
(zt+1 − At+1zt)

′Σ−1
t+1(zt+1 − At+1zt)

}
· exp

{
− 1

2
(zt − ft)′F−1

t (zt − ft)
}

∝ exp
{
− 1

2

[
z′t(A

′
t+1Σ−1

t+1At+1 + F−1
t )zt

− 2z′t(A
′
t+1Σ−1

t+1zt+1 + F−1
t ft)

]}
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Por tanto,

V (zt|zt+1, y1:T ) = (A′t+1Σ−1
t+1At+1 + F−1

t )−1

= Ft − FtA′t+1(Σt+1 + At+1FtA
′
t+1)−1At+1Ft

= Ft − FtA′t+1S
−1
t+1At+1Ft

E(zt|zt+1, y1:T ) = (Ft − FtA′t+1S
−1
t+1At+1Ft)(A

′
t+1Σ−1

t+1zt+1 + F−1
t ft)

= FtA
′
t+1S

−1
t+1(St+1 − At+1FtA

′
t+1)Σ−1

t+1zt+1

− FtA′t+1S
−1
t+1At+1ft + ft

= FtA
′
t+1S

−1
t+1zt+1 − FtA′t+1S

−1
t+1mt+1 + ft

= ft + FtA
′
t+1S

−1
t+1(zt+1 −mt+1).

Entonces, la distribución de interés p(zt|y1:T ) es N(bt, Bt), donde:

bt = E(zt|y1:T ) = E(E(zt|zt+1, y1:T )|y1:T ) = ft + FtA
′
t+1S

−1
t+1(bt+1 −mt+1)

Bt = V (zt|y1:T ) = V (E(zt|zt+1, y1:T )|y1:T ) + E(V (zt|zt+1, y1:T )|y1:T )

= FtA
′
t+1S

−1
t+1Bt+1S

−1
t+1At+1Ft + Ft − FtA′t+1S

−1
t+1At+1Ft

= Ft + FtA
′
t+1S

−1
t+1(Bt+1 − St+1)S−1

t+1At+1Ft

El Kalman smoother permite calcular zt|y1:T comenzando con zT |y1:T ∼ N(bT =
fT , BT = FT ) y después proceder backward en t. La Figura 3.4 muestra las medias
forward (ft) y backward (bt) para los datos del crecimiento del producto interno
bruto trimestral (Y) y el modelo definido por las Ec. (3.26)-(3.28), con {Rt =
R,Σt = Σ} para toda t. En la gráfica (a): {R = 1,Σ = 0.1}; en la gráfica (b):
{R = 1,Σ = 2}. Los valores iniciales fueron como en el ejemplo anterior, f0 = F0 =
1. El ejemplo ilustra que las trayectorias estimadas por Kalman smoother tienden
a ser más suaves que las obtenidas por el filtro de Kalman, esto como resultado de
la información adicional disponible. Entonces, si no se requieren estimaciones de
los estados al tiempo t instantáneamente, es conveniente utilizar las observaciones
posteriores disponibles para obtener una mejor estimación.
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Figura 3.4: Medias forward, f, y backward, b, para el crecimiento del producto
interno bruto en México. (a) Σ = 0.1, R = 1; (b) Σ = 2, R = 1.

3.3.3. Sistemas dinámicos lineales con matrices de cova-
rianzas desconocidas

El modelo representado por las Ec. (3.16)-(3.17) asume conocidas las matrices
de covarianzas Rt y Σt; sin embargo, en la práctica, raramente estas matrices son
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3.3. Modelos de espacio-estado

completamente conocidas. Un caso simple es suponer que Rt y Σt son desconocidas
solo por un factor de escala común, es decir, Rt = σ2R̃t y Σt = σ2Σ̃t, con σ2

desconocido y {R̃t, Σ̃t} conocidos. Un clásico ejemplo para la matriz de covarianzas
del error observacional es Rt = σ2I, donde I es la matriz identidad, y se elige una
distribución a priori conjugada para 1/σ2 para llevar a cabo la inferencia. Es decir,
suponga que se satisface lo siguiente:

Rt = σ2R̃t = σ2

Σt = σ2Σ̃t

F0 = σ2F̃0

φ = 1/σ2

(z0, φ) ∼ NG(f0, F0, α0, β0).

La elección a priori para (z0, φ) como Normal-Gamma es conveniente para los
cálculos. Se comienza suponiendo que

zt−1, φ|y1:t−1 ∼ NG(ft−1, F̃t−1, αt−1, βt−1).

Usando un procedimiento semejante al de la sección anterior para encontrar
zt|y1:t−1, es fácil verificar que zt, φ|y1:t−1 es NG(mt, S̃t, αt−1, βt−1), donde

mt = Atft−1

S̃t = AtF̃t−1A
′
t + Σ̃t.

Entonces, zt, φ|y1:t es NG(ft, F̃t, αt, βt), donde:

F̃t = S̃t − S̃tCt(C ′tS̃tCt + R̃t)
−1C ′tS̃t = S̃t − S̃tCtQ̃−1

t C ′tS̃t (3.29)

ft = mt + S̃tCtQ̃
−1
t (yt − C ′tmt) (3.30)

αt = αt−1 +
p

2
(3.31)

βt = βt−1 +
1

2
(yt − C ′tmt)

′Q̃−1
t (yt − C ′tmt). (3.32)

Finalmente, asumiendo Wt = βt/αt, la distribución zt|y1:t se obtiene marginalizan-
do φ de zt, φ|y1:t. Es fácil verificar que zt|y1:t ∼ T2αt(ft, Ft), donde Tα(bt, Bt) es una
distribución t−student no estandarizada con α grados de libertad, y parámetros
de localización y escala bt y Bt, respectivamente. En este caso, el parámetro Ft
está dado por:

Ft = F̃tWt
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Casos más generales en los que la varianza del error observacional es estocástica y
dependiente del tiempo se pueden consultar en West & Harrison (1997). Cuando
el interés es muestrear de la distribución conjunta condicional z1:T |ψ, y1:T , donde ψ
representa los parámetros desconocidos presentes en la especificación del modelo,
el algoritmo forward-filtering, backward-sampling (FFBS) de Fruhwirth-Schnatter
(1994), una versión del proceso recursivo de suavisamiento, es una aproximación
eficiente para simular de esa distribución.

Como se ha señalado, Σt tiene un rol determinante en la estimación de los estados :
si es grande, hay mucha incertidumbre en la evolución de los estados y se pierde
gran cantidad de información al pasar de zt−1 a zt; es decir, la información de
zt−1 transmitida por las observaciones pasadas y1:t−1, es de poca relevancia en el
pronóstico de zt, por lo que yt determina principalmente la estimación de zt|y1:t.
Entonces, resulta fundamental para el modelo determinar la magnitud de la matriz
de covarianzas Σt. Una sugerencia práctica es especificar la matriz Σt usando un
factor de descuento (West & Harrison, 1997). El factor de descuento es fácil de
entender cuando se asocia con la precisión en la predicción del vector de estados.

En el filtro de Kalman, la incertidumbre sobre zt−1 dados los datos y1:t−1 se resume
en la matriz de covarianzas condicional V (zt−1|y1:t−1) = Ft−1; al moverse de zt−1 a
zt mediante la ecuación de estados zt = Atzt−1 +et, la incertidumbre se incrementa
de manera que V (zt|y1:t−1) = St = AtFt−1A

′
t + Σt. Entonces, si Σt = 0, es decir,

si no hay error en la ecuación de estados, se tiene V (zt|y1:t−1) = AtFt−1A
′
t = Pt.

El término Pt se puede ver como una varianza a priori para el LDS dado por
{Ct, At, Rt, 0}, esto es, un vector de estados sin cambios estocásticos. Conforme
V (zt|y1:t−1) se incrementa (V (zt|y1:t−1) = Pt + Σt), Σt expresa la pérdida de in-
formación de pasar de zt−1 a zt debido al componente de error estocástico en la
ecuación de estados; la pérdida depende de la magnitud de Σt con respecto a Pt.
Expresando Σt como proporción de Pt se tiene:

Σt =
1− δ
δ

Pt, (3.33)

donde δ ∈ (0, 1]. El caso δ = 1 corresponde al modelo estático. De (3.33) se sigue
que St = 1/δPt, con 1/δ > 1. El parámetro δ se conoce como factor de descuento,
debido a que descuenta o disminuye la precisión S−1

t (aumenta la varianza) en una
proporción δ mediante δP−1

t . En la práctica, δ se elige entre 0.9 y 0.99; entre más
alto es el factor de descuento, el modelo es más permanente en el sentido de que,
en cualquier momento t, no hay cambios estocásticos, y por tanto incertidumbre,
en la precisión asociada a zt, dado y1:t−1 (West & Harrison, 1997).
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3.3. Modelos de espacio-estado

Ejemplo: uso del factor de descuento

Para ilustrar el uso del factor de descuento considere de nuevo la serie de tiempo
del incremento del producto interno bruto (Y) trimestral de 1993 a 2015, modelada
por el LDS definido por las Ec. (3.26) a (3.28) con matrices Rt y Σt desconocidas,
tales que:

Rt = σ2R̃t = σ2

Σt = σ2Σ̃t.

Sea φ = 1/σ2 y (z0, φ) ∼ NG(f0, F̃0, α0, β0), con F0 = σ2F̃0 y parámetros α0, β0

de manera que E(1/φ) estima la varianza observacional σ2:

E(1/φ) = β0/(α0 − 1).

Los cálculos de αt y βt se hacen recursivamente usando (3.31) y (3.32):

αt = α0 +
t

2

βt = β0 +
1

2

t∑
i=1

(yi − C ′imi)
2Q̃−1

i .

Se usaron como valores iniciales para la distribución a posteriori de los estados :
f0 = 0, F̃0 = 106 (la varianza a priori debe ser muy grande si hay mucha incer-
tidumbre sobre la media a priori f0); y para la a priori de σ2: α0 = 2, β0 = 7,
tal que la estimación inicial para la varianza observacional es 7. Se examinaron 4
modelos definidos por distintos valores del factor de descuento: 1.0, 0.9, 0.8 y 0.5.
La Figura (3.5) muestra los datos y las estimaciones filter de la Ec. (3.30), con
intervalos de probabilidad de 90 %. Note sobreajuste conforme δ disminuye.
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Figura 3.5: Valores filtering y bandas de confianza de 90 % para el crecimiento del
producto interno bruto en México con distintos valores del factor de
descuento. (a) δ = 1.0; (b) δ = 0.9; (c) δ = 0.8; (d) δ = 0.5.

3.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se describieron las metodoloǵıas para estudiar dos tipos de mo-
delos de espacio-estado: los modelos de Markov ocultos y los sistemas dinámicos
lineales. Uno de los principales problemas de interés de estos modelos es encon-
trar la distribución marginal a posteriori de los estados, dada una secuencia de
observaciones. Este problema se aborda mediante un algoritmo iterativo conocido
como forward-backward. El desarrollo del algoritmo explota la estructura de in-
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dependencia del modelo. El paso forward estima la distribución de los estados al
tiempo t, dada una secuencia de observaciones disponibles hasta t; el paso back-
ward estima la distribución de los estados al tiempo t, pero considerando una
secuencia de observaciones que se extiende más allá de t. La trayectoria estimada
en el paso backward tiende a ser más suave, como resultado de la información
adicional empleada.

La formulación de los sistemas dinámicos lineales en la forma espacio-estado es
consistente con los modelos de regresión dinámica, esto es, modelos de regresión
en los que los coeficientes asociados a las variables independientes vaŕıan con el
tiempo. Esta formulación es de gran utilidad para modelar series de tiempo no
estacionarias: es una alternativa a la metodoloǵıa tradicional que asume series de
tiempo estacionarias y permite describir adecuadamente la relación entre variables
conforme el tiempo evoluciona. Sin embargo, los sistemas dinámicos lineales son
útiles sólo para pronósticos de corto plazo, y en casos en los que la varianza de
observación es más grande que la varianza de los estados. Una manera práctica
de determinar la magnitud de la varianza de los estados es usando un factor de
descuento, un valor entre 0 y 1 que tiene el efecto de aumentar la varianza del
pronóstico de los estados en una proporción igual al inverso de su valor, por lo
que entre mayor sea el factor de descuento el modelo es más estable, en términos
de la incertidumbre asociada al pronóstico de los estados.
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Caṕıtulo 4

SLDS para problemas de
regresión

4.1. Introducción

La naturaleza dinámica de muchos sistemas y procesos demanda que los modelos
usados para representarlos reconozcan la incertidumbre debida al paso del tiempo,
de manera que la forma del modelo pueda cambiar y adaptarse a diversas circuns-
tancias (West & Harrison, 1997). Considere la Figura 4.1. Las gráficas muestran
las mediciones en el tiempo de tres atributos (RKV, RKW, RWC) del órgano de
una planta. Los datos están disponibles en la libreŕıa segmented en R y fueron
usados por Mugeo (2008) para ilustrar el ajuste de modelos de regresión con re-
laciones lineales segmentadas. En cada atributo se puede apreciar una relación
lineal entre la respuesta y el tiempo que se ajusta mejor por segmentos. En es-
te tipo de modelos de regresión en donde la relación entre la respuesta y una o
más variables explicativas son lineales por piezas, es decir, representadas por dos
o más segmentos de ĺıneas rectas conectadas, es de interés conocer los puntos de
quiebre (o de cambio) y las pendientes de la relación. Sistemas más complejos, con
puntos de cambio llamados switch, son representados por alguna clase de sistemas
dinámicos lineales de cambio de régimen, que consisten en una combinación de
los modelos de Markov ocultos con un conjunto de sistemas dinámicos lineales
que capturan la evolución en el tiempo del proceso que genera los datos, identifi-
can los segmentos en los que las observaciones tienen caracteŕısticas en común y
proporcionan estimaciones de tales caracteŕısticas.
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Figura 4.1: Mediciones en el tiempo del órgano de una planta.

Es común que el comportamiento de muchos sistemas sea estructuralmente com-
plejo, y que no se pueda describir adecuadamente por un único modelo, pero que
se pueda aproximar mediante una secuencia de modelos de un conjunto de sis-
temas lineales. Es decir, el sistema dinámico se divide en segmentos, cada uno
modelado por un sistema dinámico lineal. Distintos segmentos pueden compartir
un mismo modelo, pero modelos de segmentos adyacentes difieren. Estos cambios
se pueden especificar de manera probabiĺıstica con base en una variable latente,
de espacio discreto, que identifica el estado del sistema, llamado modo, en cada
segmento. Cuando la variable latente es un proceso de Markov de tiempo discreto,
el modelo se conoce como sistema dinámico lineal de cambio de régimen (SLDS).
Un SLDS es una extensión de los modelos de Markov ocultos (HMM), pero a
diferencia de estos, en los que se tienen observaciones condicionalmente indepen-
dientes dada la secuencia de modos, en un SLDS cada modo está asociado con un
proceso dinámico lineal.

El objetivo del presente caṕıtulo es desarrollar un modelo de regresión dinámica
para series de tiempo que identifique cambios de modo. El interés es motivado
principalmente por tres aspectos: (1) el análisis de regresión es la herramienta
estad́ıstica más usada en la práctica para investigar relaciones causales entre va-
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riables; (2) las técnicas clásicas de análisis de regresión de series de tiempo son
apropiadas para series estacionarias; sin embargo, en la práctica, es común enfren-
tarse con series no estacionarias. Una solución frecuente es hacer transformaciones
a los datos para obtener una serie estacionaria. El costo asumido por esto es la
pérdida de información sobre el proceso que origina la serie, y posiblemente la
dificultad para interpretar los resultados; (3) los modelos de regresión con change
points (llamados también reǵımenes), esto es, en los que la relación entre la varia-
ble respuesta y las variables explicativas es lineal por partes (por ejemplo la Figura
4.1), son relevantes en teoŕıa y en práctica. Se pueden encontrar en la literatura
diversas propuestas de métodos de estimación y detección de change points (Chen
et al., 2011 discuten varios de ellos), pero la mayoŕıa asume conocido el número
de change points.

En estudios prácticos, el modelo propuesto permitirá tratar tres objetivos de in-
terés: (1) identificar los cambios de modo en la serie; (2) estimar el vector de
estados, esto es, los coeficiente de pendiente en análisis de regresión que cuanti-
fican el efecto que las covariables asociadas tienen sobre las observaciones; (3) el
ajuste de la serie de tiempo que se deriva de (1) y (2).

El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: el apartado 4.2 introduce al
SLDS, una generalización de los HMM que admiten espacios de estados continuos,
y en el que cada estado está asociado con un proceso dinámico lineal. La sección
4.3 define el HDP de la sección 2.5.1 como a priori para el HMM, lo que permite
considerar un número infinito de estados. Sin embargo, con la a priori HDP los
estados tienen distribuciones de transición similares, por lo que un estado pue-
de transitar a cualquier otro con frecuencia, y siempre existe la posibilidad de
transitar a uno nuevo. Esto puede ocasionar grupos redundantes y muchos grupos
con poca información de datos. Una alternativa a este problema es introducir un
parámetro que incrementa la probabilidad esperada de permanecer en un mismo
estado. El modelo, que se conoce como sticky HDP-HMM, es útil para muchas
aplicaciones en las que es razonable asumir persistencia temporal en los estados.
La sección 4.4 generaliza el SLDS para permitir describir una serie de datos me-
diante una relación funcional con una o más covariables, y hacer la ecuación de
observaciones expĺıcitamente dependiente de los modos. La propuesta es una ex-
tensión del trabajo de Fox et al. (2011a). Al menos dos ventajas se distinguen
en un modelo de regresión dinámico no paramétrico Bayesiano con respecto a un
método cásico: (1) permite que el efecto del cambio de una variable sobre otra
evolucione con el tiempo; (2) permite inferir sobre el número de modos dinámicos.
El desempeño del modelo se examina mediante simulación, y se ilustra con dos
estudios de caso: el tipo de cambio en México de 1970 a 2016, y los niveles de
ozono en dos estaciones de monitoreo de la Ciudad de México.
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4.2. Modelos de Markov ocultos y sistemas dinámicos lineales de
cambio de régimen

En análisis de regresión clásico de series de tiempo se requiere que las varia-
bles sean estacionarias para que se mantengan los resultados de los estimadores
de mı́nimos cuadrados ordinarios. Con series no estacionarias es práctica común
calcular d diferencias entre observaciones consecutivas para obtener una serie es-
tacionaria de orden d. Sin embargo, si las variables son no cointegradas pueden
producir una regresión espuria. Probar la hipótesis de que hay una relación es-
tad́ısticamente significativa entre variables es equivalente a probar cointegración
entre las series. Regresión espuria y cointegración son descritos en la sección 4.5.
La sección concluye con un modelo de regresión lineal dinámica para explorar los
efectos de la inflación y el crédito privado en el crecimiento económico de México.
La sección 4.6 presenta las conclusiones finales del caṕıtulo.

4.2. Modelos de Markov ocultos y sistemas dinámi-

cos lineales de cambio de régimen

En muchas aplicaciones es deseable poder predecir un valor en una serie de tiempo
dado un conjunto de observaciones previas. Intuitivamente, se espera que sea más
probable que las observaciones más recientes proporcionen mayor información en
predecir el valor futuro que aquellas más lejanas en el tiempo. Esto nos lleva a
considerar los modelos de Markov, en los que se asume que la predicción de un
valor futuro es independiente de todas las observaciones previas, excepto de la
más reciente.

Como se señaló en el caṕıtulo 3, un modelo de Markov es un modelo estocástico
usado para modelar sistemas que cambian estocásticamente, en el que se asume
que un estado en el tiempo t + 1 depende sólo del estado en el tiempo t y no
de lo ocurrido en cualquier otro tiempo previo. Extensiones de los modelos de
Markov se obtienen introduciendo variables latentes, por ejemplo, los modelos de
Markov ocultos (HMM), en los que las variables latentes son discretas, y modelos
dinámicos lineales, en los que las variables latentes son, generalmente, Gaussianas.

En los HMM estándar, el espacio de estados de la variable oculta es discreta,
mientras que las observaciones pueden ser discretas o continuas. Sin embargo,
los HMM pueden ser generalizados para permitir espacios de estado continuos;
por ejemplo, los modelos en donde el proceso de Markov asociado a las variables
ocultas es un sistema dinámico lineal (LDS).

Los LDS son útiles para describir fenómenos dinámicos como series de tiempo
financieras (Kim, 1994; Carvalho & Lopes, 2007; West, 2013; McAlinn & West,
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2016), movimiento humano (Bregler, 1997; Pavlović et al., 2001) y riesgos me-
dioambientales (Conrad Lamon III et al., 1998; Huerta et al., 2004; Velasco Cruz
et al., 2012). Sin embargo, muchos fenómenos dinámicos complejos no son adecua-
damente descritos por un solo modelo dinámico lineal, pero se pueden aproximar
mediante cambios de modelos, en diferentes periodos, de un conjunto de sistemas
lineales. Estos cambios se especifican de manera probabiĺıstica con base en una
variable latente de espacio discreto. Cuando la variable latente es un proceso de
Markov de tiempo discreto, el modelo se conoce como sistema dinámico lineal de
cambio de régimen (SLDS).

Un SLDS se puede ver como una extensión de los HMM en el que cada estado está
asociado con un proceso dinámico lineal. Es decir, dada la secuencia de estados,
los HMM tienen observaciones condicionalmente independientes, mientras que un
SLDS tiene un modelo dinámico lineal (ver Figura 4.2), lo que permite capturar
dependencias temporales más complejas. De manera formal, un SLDS se puede
describir usando el siguiente conjunto de ecuaciones de acuerdo con el modelo de
Fox et al. (2011a):

zt|zt−1 ∼ πzt−1

βt = A(zt)βt−1 + e
(zt)
t (4.1)

yt = Cβt + wt

donde βt ∈ <P denota el estado oculto del LDS, et es el ruido del proceso, yt es la

variable respuesta, y wt es el ruido de observación. Se asume que e
(zt)
t ∼ N(0,Σ(zt))

y wt ∼ N(0, R). En este trabajo se considera a yt un escalar, pero puede ser tam-
bién un vector de observaciones, y wt una matriz de covarianzas. Los componentes
A y C son los t́ıpicos parámetros del LDS, como en el caṕıtulo anterior: la ma-
triz de evolución (o de transición) y la matriz diseño, respectivamente. El HMM
es un proceso de Markov discreto de primer orden, con variables de estado zt,
llamadas modos1, de un conjunto de K modos, y distribuciones de transición πj,
j = 1, . . . , K. El LDS y el HMM se relacionan mediante la dependencia que los
parámetros A y Σ tienen del modo zt. Aunque se ha asumido que el ruido de ob-
servación y la matriz C no dependen de zt, este supuesto se puede modificar para
permitir dependencia. La sección 4.4 extiende el SLDS para permitir dependencia
de wt de zt. El caṕıtulo 5 extiende la dependencia de las observaciones sobre zt a
través de la matriz diseño.

1Para diferenciar entre los estados ocultos zt y βt, los estados HMM que indexan a los
parámetros dinámicos son referidos como modos.
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Figura 4.2: SLDS de T pasos en el tiempo.

4.3. Modelos de Markov ocultos y procesos Di-

richlet jerárquicos

La Figura 3.2 y el modelo (3.4)-(3.5) de la sección anterior representan a un
HMM como una cadena de Markov en el que una secuencia de variables de estado
discretas {z1, z2, . . . , zT} está relacionada a través de una matriz de transición,
y cada elemento yt de una secuencia de observaciones {y1, y2, . . . , yT} se toma
independiente de las otras observaciones, condicionada a zt. Esto es esencialmente
un modelo de mezclas finito, en el que cada componente de mezcla corresponde a
un valor del estado. Sin embargo, un HMM involucra a un conjunto de modelos de
mezclas, uno para cada posible valor del estado. Esto es, el estado actual zt indexa
una fila espećıfica de la matriz de transición. Las probabilidades de esa fila sirven
como proporciones de la mezcla para la elección del siguiente estado zt+1. Dado
zt+1, la observación yt+1 se toma del componente de mezcla indexado por zt+1.
Teh et al. (2006) proponen una variante no paramétrica del HMM, definiendo el
HDP como a priori para el HMM. Esto permite considerar un conjunto infinito
de estados, es decir, de modelos de mezclas, y garantiza que el soporte del DP en
cada fila de la matriz de transición sea el mismo. El modelo que resulta se conoce
como proceso Dirichlet jerárquico para modelos de Markov ocultos (HDP-HMM).

La Figura 4.3 ilustra la representación que Teh et al. (2006) hacen del HDP-
HMM usando stick-breaking. La variable z denota los estados discretos del sistema,
distribuidos de acuerdo con π. Por śı misma, π se distribuye como un DP con
parámetro de concentración α y media λ. La distribución base λ es un proceso
strick-breaking con parámetro γ. Las observaciones, denotadas por yt, t = 1, . . . , T ,
son condicionalmente independientes dado zt y θk, donde θk tiene distribución H.
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El número de estados es infinito, y hay un parámetro θ asociado a cada estado,
k = 1, 2 . . . Esta descripción es formalizada en el modelo jerárquico (4.2).

. . .

. . .

z2 zT

y1
k

k

∞
H

z1z0

y2 yT

Figura 4.3: Representación gráfica de un HDP-HMM.

G0 =
∞∑
k=1

λkδθk λ|γ ∼ GEM(γ)

Gj =
∞∑
k=1

πjkδθk πj|α, λ ∼ DP(α, λ)

θk|H ∼ H (4.2)

zt|zt−1, {πk}∞k=1 ∼ πzt−1

yt|zt, {θk}∞k=1 ∼ F (θzt)

donde k = 1, 2, . . .; t = 1, . . . , T ; πj = [πj1 πj2 · · · ], y GEM(·) hace referencia al
proceso stick-breaking. El HDP define una colección de medidas de probabilidad
{Gj} sobre el mismo soporte {θ1, θ2, . . . , . . .}, asumiendo que cada medida discreta
Gj es una variación de una medida discreta global G0. Espećıficamente, el modelo
jerárquico Bayesiano toma Gj ∼ DP(α,G0), con G0 muestreada de DP(γ,H) (Fox
et al., 2011a). Los HDP-HMM han mostrado utilidad en aplicaciones como speech
recognition (Teh et al., 2006), genética (Sohn & Xing, 2007) y música (Hoffman
et al., 2008).

En el modelo (4.2), λ se toma de un proceso stick-breaking con parámetro de
concentración γ; λ es la distribución base del DP que produce a πk para todos
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4.3. Modelos de Markov ocultos y procesos Dirichlet jerárquicos

los estados (o modos) ocultos (λ se comparte entre todos los estados); πk es una
distribución multinomial correspondiente a cada estado oculto. Las distribucio-
nes multinomiales corresponden a una matriz de probabilidades de transición en
un HMM. Esto significa que el HDP-HMM tiene matrices con dimensiones po-
tencialmente infinitas. Un estado oculto puede transitar a cualquier otro estado
estocásticamente, pero debido a que πk no tiene un parámetro de auto transición,
es decir, de permanencia en un mismo estado, las transiciones a otros estados
ocurren frecuentemente. Dicho de otro modo, al definir πj ∼ DP(α, λ), la a priori
HDP permite que los estados tengan distribuciones de transición similares. Si-
guiendo las propiedades del DP, estas distribuciones de transición son idénticas
en esperanza:

E(πjk|λ) = λk (4.3)

La Ec. (4.3) precisa que la media de transición desde cualquier estado al k−ésimo
estado es la misma, por lo que varios grupos pueden tener similares parámetros de
emisión (grupos redundantes) y puede haber muchos grupos con poca información
de datos (el HDP-HMM permite considerar un número infinito de estados).

Ejemplo: Se desea modelar con HDP-HMM valores diarios de un ı́ndice
bursátil. Los valores diarios son las observaciones yt; los estados zt identifican
condiciones de mercado que determinan propiedades, por ejemplo la volatili-
dad del mercado; estas propiedades son los valores de θ, de manera que F (θzt)
determina el comportamiento de yt. Dado el valor zt = j, las probabilidades πj
son las probabilidades de transición para la elección del siguiente estado, zt+1,
es decir, las condiciones de mercado en el tiempo t+ 1 dependen de las condi-
ciones prevalecientes en el tiempo t. El modelo establece dos hechos: (1) como
las probabilidades se distribuyen DP, siempre existe la posibilidad de transitar
a un nuevo estado; (2) la media de la distribución de transición de un estado
j a otro cualquiera no depende del estado j, y no considera la permanencia en
un estado (E[πjk|λ] = λk y E[πkk|λ] = λk). Sin embargo, para el ı́ndice bursátil
es razonable asumir que las condiciones de mercado no cambian a diario, por
lo que este modelo no seŕıa apropiado.

Una alternativa de solución a los problemas que el HDP-HMM presenta en muchas
aplicaciones relacionadas a la del ejemplo anterior es la extensión conocida como
sticky HDP-HMM (Fox et al., 2011b). La idea básica es introducir un parámetro
que incrementa la probabilidad esperada de permanecer en el mismo estado, o auto
transición (self-transition), y colocar una distribución a priori para ese parámetro.
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4.3.1. Sticky HDP-HMM

El sticky HDP-HMM fue propuesto por Fox et al. (2011b) en una aplicación de
speaker diarization, donde las grabaciones de audio se segmentan en intervalos de
tiempo asociados con speakers individuales y se identifica el número de speakers.
Un aspecto clave de speaker diarization es que generalmente un individuo repi-
te su participación (speech) en múltiples intervalos de tiempo disjuntos. Resulta
entonces natural en esta aplicación considerar los estados ocultos como corres-
pondientes a los speakers. Adicionalmente, el objetivo es identificar el número de
speakers y la transición entre ellos, y el HDP-HMM tiende a cambiar rápidamen-
te entre estados redundantes. Al incorporar un parámetro de auto transición es
posible modelar la persistencia temporal de estados. Otros trabajos también han
propuesto parámetros auto transición para HMM con espacios de estado inifini-
to (Beal et al., 2002; Sohn & Xing, 2007). La descripción presentada aqúı es la
propuesta por Fox et al. (2011b).

Como se mencionó en la sección anterior, al definir la distribución de transición
como un DP (πj ∼ DP(α, λ)), la a priori HDP permite que los estados tengan
distribuciones de transición similares (Ec. (4.3)). Sin embargo, en muchas apli-
caciones es razonable suponer que los cambios dinámicos ocurren lentamente y
que hay una alta probabilidad de persistencia en los estados. Para tratar con los
inconvenientes del HDP-HMM, Fox et al. (2011b) propusieron muestrear πj como:

λ|γ ∼ GEM(γ)

πj|α, κ, λ ∼ DP
(
α + κ,

αλ+ κδj
α + κ

)

donde GEM(γ) es un proceso stick-breaking ; δj = 1 para el parámetro corres-
pondiente a la auto transición, y δj = 0 de otro modo; (αλ + κδj) indica que
una cantidad κ > 0 se agrega al j-ésimo componente de αλ. Esto incrementa la
probabilidad esperada de una transición hacia el mismo modo en una cantidad
proporcional a κ. Es decir,

E(πjk|λ, κ) =
α

α + κ
λk +

κ

α + κ
δ(j, k),

donde δ(j, k) denota la delta de Kronecker. Debido a que el valor κ incrementa
E(πjj|λ), este modelo se denomina sticky HDP-HMM. Cuando κ = 0 se regresa
al original HDP-HMM de Teh et al. (2006).

El sticky HDP-HMM extiende la metáfora del CRF de Teh et al. (2006) a res-
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taurantes con clientes leales para ilustrar el proceso. La representación se conoce
como franquicia de restaurant Chino con clientes leales, y puede consultarse am-
pliamente en Fox et al. (2011b).

4.3.2. HDP-SLDS

La sección 4.1 describe un SLDS mediante un modelo jerárquico de cuatro niveles:
las observaciones, descritas mediante una relación lineal con una variable de estado
oculta a través de la ecuación de observación; el proceso dinámico o de evolución
de los estados, descrito a través de la ecuación de evolución; los parámetros que
definen al modelo; y la variable latente que indexa a dichos parámetros para espe-
cificar cuál modelo, o modo, del conjunto de SLDS será usado, descrita mediante
una dinámica de transición que satisface la propiedad de Markov. La inferencia
en un modelo SLDS implica determinar la distribución a posteriori de los estados
dinámicos y modos HMM ocultos dada la secuencia de observaciones; es decir, el
objetivo es encontrar p(β1:T , z1:T |y1:T ). Si el modelo no tuviera cambios de modo
(switch), la inferencia sobre β1:T dado y1:T usando LDS seŕıa análiticamente fácil
y computacionalmente manejable. Sin embargo, la presencia de la variable latente
zt hace complicada la inferencia. Aunque la derivación algebraica de la distribu-
ción es fácil, el tamaño de las mezclas incrementa exponencialmente con t, lo que
hace intratable la implementación numérica (ver Pavlović et al., 2001; Oh et al.,
2008; Barber, 2012).

Se encuentran en la literatura muchos esfuerzos por derivar métodos de inferencia
eficientes sobre los parámetros de un SLDS como el dado en (4.1); sin embargo, la
mayoŕıa asume que el número de modos es conocido (Pavlović et al., 1999, 2001;
Oh et al., 2008) o bien se modela la serie de tiempo con el objetivo de detectar el
número y localización de los cambios de modo con técnicas conocidas como seg-
mentation o changepoint detection, en las que cada segmento o cambio de modo
se considera como un nuevo modo nunca antes visitado (Fearnhead, 2005, 2006;
Xuan & Murphy, 2007). Un planteamiento más robusto para aprender de un mo-
delo SLDS es el de Fox et al. (2011a); los autores proponen una aproximación no
paramétrica Bayesiana que permite inferir sobre el número de modos dinámicos
y sobre los componentes del vector de estados, al tiempo que permite regresar
a comportamientos dinámicos (modos) anteriormente observados. La propuesta
extiende la formulación del HDP-HMM de Teh et al. (2006) para SLDS, conside-
rando un sticky en la distribución de transición de los modos que incrementa la
probabilidad esperada de permanencia en un modo en una cantidad proporcional
al sticky (ver Sección 4.2.1). El sticky HDP-HMM se usa como a priori del proceso
de Markov {zt}. El modelo que resulta se conoce como HDP-SLDS. Las Ec. (4.4a)
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y (4.4b) describen el proceso, y la Figura 4.4 ilustra la representación.

y1

. . .

. . .

z2z1
z3 zT
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y3 yT

1
. . .

2 3 TH k

k

∞

Figura 4.4: Representación gráfica de un HDP-SLDS.

G0 =
∞∑
k=1

λkδθk λ|γ ∼ GEM(γ)

Gj =
∞∑
k=1

πjkδθk πj|α, κ, λ ∼ DP
(
α + κ,

αλ+ κδj
α + κ

)
θk|H ∼ H (4.4a)

zt|zt−1,{πk}∞k=1 ∼ πzt−1

βt =A(zt)βt−1 + e
(zt)
t

yt =Cβt + wt (4.4b)

donde k = 1, 2, . . .; t = 1, . . . , T ; y πj = [πj1 πj2 · · · ] es generada de un DP con
parámetro de concentración α + κ; κ es un parámetro de auto transición, que
incrementa la probabilidad esperada de transición de un estado hacia śı mismo
y H es una medida base apropiada para los parámetros dinámicos del modelo
θk = {A(k),Σ(k)}. Los parámetros γ, λ y las medidas G0 y Gj son las mismas de
la Ec. (4.2). El modelo (4.4b) es el SLDS (4.1) y se puede extender para que C y
wt estén indexados por zt.

Para inferencias basadas en el modelo (4.4a)-(4.4b), Fox et al. (2011a) propusieron
un algoritmo del tipo muestreo Gibbs por bloques (ver Ishwaran & James, 2001)
que acelera el proceso de muestreo. El algoritmo itera entre el muestreo de la
secuencia de estados β1:T y, condicionados a β1:T , el muestreo de la secuencia
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de modos z1:T , del conjunto de parámetros dinámicos y de parámetros del sticky
HDP-HMM.

4.4. Regresión con SLDS

En muchas aplicaciones es de interés describir el comportamiento de una serie
de datos a través de una relación funcional con una o más series de variables
observadas. Por ejemplo, podŕıa ser de interés el efecto de la temperatura del aire
en la temperatura del agua (Velasco Cruz et al., 2012); el efecto de la inflación
y el desarrollo financiero sobre el producto interno bruto (Tinoco Zermeño et al.,
2014); el efecto de las intervenciones del banco central en la volatilidad del tipo de
cambio (Hung, 1997; Huang, 2007; Mondal, 2013) o; el efecto de la temperatura
en la concentración de ozono (Huerta et al., 2004). En este contexto, los modelos
de regresión representan una importante herramienta estad́ıstica para el estudio
de relaciones causales de una variable, comúnmente llamada regresor o variable
explicativa, sobre la variable de respuesta o dependiente.

En la práctica, la construcción de modelos es guiada por ciertos objetivos espećıfi-
cos al problema bajo estudio. Para algunos propósitos un modelo estático podŕıa
ser satisfactorio, pero podŕıa ser inadecuado para describir relaciones cambiantes
entre las variables conforme el tiempo transcurre. Los modelos dinámicos agregan
flexibilidad en la modelación, ya que permiten la posibilidad de que el efecto de
una variable sobre otra evolucione con el tiempo (ver Cap. 3).

En el modelo (4.4a)-(4.4b) una serie de tiempo y1:T (o múltiples si yt es un vector)
se modela mediante una relación lineal con interceptos aleatorios. Es decir,

yt = C ′βt + wt, (4.5)

donde el vector de estados βt representa la evolución del efecto promedio que cada
componente de C tiene sobre yt a través del tiempo, y la matriz de emisión de
las observaciones, C, se supone fija para todos los modos. Aunque se ha señalado
que este supuesto puede ser modificado para permitir que C sea espećıfica para
cada modo, C(zt), Fox et al. (2011a) argumentan que tal elección no siempre es
necesaria o apropiada para ciertas aplicaciones, y que puede tener implicaciones
sobre la identificabilidad del modelo. En el caṕıtulo 5 se propone una manera de
hacer la ecuación de observaciones espećıfica a cada modo, pero en un contexto de
regresión. En esta sección, el interés se centra en establecer a la ecuación (4.5) como
un modelo de regresión en donde C se reemplaza por una matriz diseño indexada
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por t, compuesta de covariables asociadas a yt. Adicionalmente, el SLDS de Fox
et al. (2011a) se extiende para permitir que el ruido de medición sea espećıfico a
cada modo. Es decir, el modelo de regresión HDP-HMM se define como:

zt|zt−1,{πk}∞k=1 ∼ πzt−1

βt =A(zt)βt−1 + e
(zt)
t (4.6)

yt =X ′tβt + w
(zt)
t ,

donde zt, πk, βt,A
(k) y e(k) son como antes, w

(k)
t ∼ N(0, R(k)), yX ′t = {1, xt1, . . . , xt,p−1}

es un vector de covariables.

Para establecer claramente las implicaciones de introducir Xt en el modelo, es
necesario especificar los supuestos en la elección de la matriz C del modelo (4.4a)-
(4.4b). Debido a que los componentes de C están asociados a los componentes del
vector de estados βt, y a su vez la dependencia funcional entre los componentes de
βt está determinada por los parámetros dinámicos {A(k),Σ(k)}, la especificación
de C está estrechamente relacionada con la elección de la distribución a priori
sobre estos parámetros. Fox et al. (2011a) proponen dos alternativas: automatic
relevance determination (ARD) para la matriz dinámica A(zt), y una distribución
a priori conjugada para la verośımilitud del modelo, la matriz-normal2 inversa-
Wishart (MNIW) para el conjunto {A(k),Σ(k)}. El uso de la a priori ARD permite
identificar componentes del vector de estados que son irrelevantes para el modelo,
haciendo tender a cero la columna de la matriz A(k) correspondiente al componente
que no contribuye en la ecuación de estados. Esto implica que C debe ser elegida
de manera que si un modo k tiene una columna de ceros en A(k), entonces la
realización debe tener el j-ésimo componente de C (o columna, si C es matriz)
igual a cero. De otro modo, se puede considerar un modelo más general donde la
ecuación de las observaciones sea espećıfica a cada modo, y colocar una a priori
sobre C(k) en lugar de ser fijo, pero este problema no es abordado en el trabajo de
Fox et al. (2011a). En el caṕıtulo 5 se propone un método de selección de variables
en cada modo para el modelo de regresión HDP-SLDS, lo que puede ser visto
como una generalización a la restricción impuesta a C. La generalización implica
hacer cero los componentes del vector de estados asociados a las covariables que
no sean significativas a las realizaciones de ese modo. Aunque en esta tesis se

2La distribución matriz-normal es una generalización de la distribución normal multivariada.
Se suele denotar como MNn,p(M,V,U), y está relacionada a la distribución normal multivariada
de la siguiente manera:

A ∼MNn×p(M,V,U)

si y sólo si
vec(A) ∼ Nnp(vec(M),U⊗V)

donde vec(M) denota la vectorización de M y ⊗ el producto Kronecker.
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usa solamente ARD, más detalles sobre las implicaciones de las dos alternativas
a priori, y las derivaciones de las distribuciones condicionales para el muestreo,
se dan en el Anexo B como referencia. Adicionalmente, en el mismo Anexo B
se presenta la derivación de la distribución condicional para el muestreo de la
varianza del error de medición. El resto de las distribuciones condicionales para
hacer inferencia sobre el modelo de regresión (4.6) se presentan en la siguiente
sección. Las derivaciones se basan en los resultados presentados por Fox et al.
(2011a), sin embargo, la notación difiere ligeramente.

4.4.1. Muestreo Gibbs para el modelo de regresión HDP-
SLDS

Para hacer inferencia sobre el modelo de regresión HDP-SLDS (4.6) el muestreo
Gibbs itera entre: (1) el muestreo de la secuencia de estados β1:T , condicionados a
las secuencias de modos y observaciones; (2) el muestreo de la secuencia de modos,
condicionados a las observaciones; (3) el muestreo del conjunto de parámetros
dinámicos, y de los parámetros del sticky HDP-HMM. Adicionalmente, se incluye
en la iteración el muestreo de la secuencia de modos z1:T marginalizando sobre la
secuencia de estados para mejorar la convergencia.

Muestreo de los parámetros dinámicos

Dada la secuencia de estados β1:T , de modos z1:T , y un conjunto de valores iniciales
{A(k),Σ(k),α(k)}, la actualización de los parámetros dinámicos {A(k),Σ(k), R(k)}
usando la distribución a priori ARD sigue los pasos del Algoritmo 1 (ver Anexo
B para las derivaciones).
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Algoritmo 1. Actualización de parámetros dinámicos con a priori ARD

Asumiendo distribuciones Gaussianas independientes sobre las columnas
de la matriz A(k), tal que p(A(k)|α(k)) =

∏p
j=1N(0, 1/α

(k)
j Ip). Para cada

k ∈ {1, . . . , K}:

1. Construir B̃t tal que

βt = [βt−1,1Ip βt−1,2Ip · · · βt−1,pIp]vec(A(k)) + e
(k)
t ∀t|zt = k

= B̃t−1vec(A(k)) + e
(k)
t

2. Construir Σ
(k)
0 = diag(α

(k)
1 , . . . , α

(k)
1 , . . . , α

(k)
p , . . . , α

(k)
p )−1 y actualizar

la matriz dinámica de la siguiente manera:

vec(A(k))|Σ(k),α(k) ∼ N(µ, Λ)

µ = Λ−1
∑
t|zt=k

B̃T
t−1(Σ(k))−1βt

Λ =

[
(Σ

(k)
0 )−1 +

∑
t|zt=k

B̃T
t−1(Σ(k))−1B̃t−1

]−1

3. Para cada l ∈ {1, . . . , p}, actualizar el parámetro de precisión:

α
(k)
l |A

(k) ∼ Gam

(
a+ p/2, b+

p∑
i=1

(a
(k)
il )2/2

)

4. Calcular

nk = |{t|zt = k, t = 1, . . . , T}|

Sβ|β−1 =
∑
t|zt=k

(βt − A(k)βt−1)(βt − A(k)βt−1)T

SR(k) =
1

2

∑
t:zt=k

(yt −X ′tβt)2

a) Actualizar la matriz de covarianzas

Σ(k)|A(k) ∼ IW
(
n0 + nk, S0 + Sβ|β−1

)
b) Actualizar la varianza del ruido de medición

1/R(k) ∼ Gam
(nk

2
+ ar, br + SR(k)

)
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Block sampling z1:T

Para aproximar la distribución p(zt|v1:T ) de los estados ocultos en los modelos de
Markov ocultos (HMM), se utiliza comúnmente parallel smoothing (Barber, 2012).
Este método separa la distribución en dos componentes, uno que representa la
contribución de la información pasada y presente, y otro la contribución del futuro
para inferir el pasado:

p(zt, v1:T ) = p(zt, v1:t, vt+1:T ) = p(zt, v1:t)p(vt+1:T |zt) = α(zt)β(zt), (4.7)

donde zt representa la variable oculta o latente al tiempo t, y v1:T las variables
visibles u observables. El término α(zt) hace inferencia sobre el presente mediante
un mecanismo forward en tiempo, conocido como filtering. El término β(zt) toma
en cuenta la evidencia futura para mejorar la estimación del pasado, mediante
un mecanismo backward en tiempo, conocido como suavisamiento. El forward y
el backward son independientes y pueden ser ejecutados en forma paralela para
obtener la a posteriori deseada (ver sección 3.2.1).

El algoritmo forward -backward explota la estructura de independencia de los
HMM, que permite expresar la distribución conjunta de las variables latentes
y las variables observadas como:

p(z1:T , v1:T ) = p(v1|z1)p(z1)
T∏
t=2

p(vt|zt)p(zt|zt−1),

donde p(vt|zt) modela el proceso de generación de las variables observadas, y
p(zt|zt−1) modela la transición de las variables ocultas. Dada la secuencia z1:T , vt
es condicionalmente independiente de las observaciones pasadas y futuras.

Los SLDS son una extensión de los HMM, y es posible derivar un procedimiento
forward-backward para inferir sobre z1:T . En los HMM se tienen observaciones
condicionalmente independientes dada la secuencia de modos, mientras que en los
SLDS cada modo está asociado a un proceso dinámico lineal con espacio de estados
continuo. Sin embargo, los estados obedecen a una estructura Markoviana que,
junto con la regla de la cadena, permite descomponer la distribución conjunta de
la secuencia de modos en términos del producto de probabilidades condicionales,
y separar las contribuciones del pasado y el futuro para inferir sobre z1:T , similar
a (4.7). Para el modelo (4.1) usado por Fox et al. (2011a), la distribución conjunta
de la secuencia de modos, dados los estados β1:T , las probabilidades de transición
π y el conjunto de parámetros dinámicos θ = {θk}Kk=1, donde θk = {A(k),Σ(k)},
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se puede expresar como:

p(z1:T |β1:T ,π,θ) =

p(zT |zT−1,β1:T ,π,θ) p(zT−1|zT−2,β1:T ,π,θ)

· · · p(z2|z1,β1:T ,π,θ) p(z1|β1:T ,π,θ) (4.8)

A su vez, cada término del producto en la expresión anterior se puede descompo-
ner de manera equivalente a (4.7) y, por tanto, emplear un mecanismo forward-
backward para muestrear de la distribución deseada. Para cada t, note que:

p(zt|zt−1,β1:T ,π,θ)

∝ p(zt|πzt−1)p(β1|zt, zt−1,π,θ)p(β2|β1, zt, zt−1,π,θ) · · · p(βT |βT−1, zt, zt−1,π,θ)

∝ p(zt|πzt−1)
t∏
i=1

p(βi|βi−1, zt, zi,π,θ)
T∏

j=t+1

p(βj|βj−1, zt, zj,π,θ)

∝ p(β1, . . . ,βt, zt|zt−1,π,θ) · p(βt+1, . . . ,βT |zt,π,θ) (4.9)

Para derivar el procedimiento y muestrear conjuntamente la secuencia de estados
z1:T , la expresión (4.8) sugiere muestrear primero z1; entonces, condicionado a ese
valor, muestrear z2, y aśı sucesivamente. En la práctica, es común considerar una
aproximación truncada del HDP, lo que permite expresar el modelo completo en
términos de un número finito de variables aleatorias, pero que no implica suponer
que se conoce la cardinalidad del espacio de estados. El ĺımite de truncamiento del
HDP es heredado al mecanismo forward- backward, en el que representa el número
posible de estados HMM, por lo que reduce la dimensionalidad del problema.

Un algoritmo eficiente que emplea un proceso stick-breaking truncado para apro-
ximar el DP fue propuesto por Ishwaran & James (2001). Ishwaran & Zarepour
(2002) aproximan el DP mediante una suma finita de pesos Dirichlet, el méto-
do se conoce conoce como finite-dimensional Dirichlet prior. Cuestiones sobre
determinar un nivel de truncamiento apropiado y evaluar la convergencia de la
aproximación truncada a su distribución ĺımite se pueden consultar en Ishwaran
& James (2001), Ishwaran & Zarepour (2002) y, en el contexto de mezclas finitas
de normales, en Ishwaran & James (2002). Por su simplicidad y eficiencia compu-
tacional Fox et al. (2011a) emplean finite-dimensional Dirichlet prior sobre λ del
modelo (4.4a)-(4.4b), lo que induce también a una distribución a priori Dirichlet
finita sobre πj.

Una idea semejante se puede usar para inferir sobre z1:T del modelo (4.6). Pero

ahora el ruido de medición w
(zt)
t también depende de los modos ocultos (ver Figura
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4.5), por lo que el modelo define una distribución conjunta dada por

p(z1:T ,β1:T , y1:T |π,θ). (4.10)

y1

. . .

. . .

z2z1
z3 zT

y2
y3 yT

1
. . .

2 3 TH k

k

∞

Figura 4.5: Representación gráfica de un HDP-SLDS con observaciones depen-
dientes de los modos.

La distribución conjunta (4.10) se puede descomponer de manera semejante a
(4.8) como:

p(z1:T |β1:T ,y1:T ,π,θ) =

p(zT |zT−1,β1:T , y1:T ,π,θ) p(zT−1|zT−2,β1:T ,π,θ)

· · · p(z2|z1,β1:T , y1:T ,π,θ) p(z1|β1:T , y1:T ,π,θ). (4.11)

Sin embargo, tanto (4.11) como (4.8) dependen de la secuencia de estados ocul-
tos β1:T . En muchos problemas hay fuerte dependencia entre las variables que
determinan los modos y los estados, causando que el muestreo Gibbs converja
lentamente o incluso que no alcance convergencia (Carter & Kohn, 1996). Inspi-
rado en Carter & Kohn (1996), el algoritmo de Fox et al. (2011a) incluye un paso
que consiste en el muestreo secuencial de los modos, sin condicionar a los estados,
de la distribución:

p(zt|z−t, y1:T ,π,θ) ∝ p(zt = k|z−t,π)p(y1:T |zt = k, z−t,θ), (4.12)

donde z−t = {z1, . . . , zt−1, zt+1, . . . , zT}. Es decir, el muestreo secuencial actualiza
cada zt individualmente dados z−t, y1:T ,π y θ. En cambio, el muestreo conjunto,
que se conoce como muestreo Gibbs por bloques (blocked Gibbs sampling), actua-
liza toda la secuencia z1:T de la distribución conjunta condicional dados y1:T ,π,θ
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y β1:T . Debido a que el muestreo secuencial es condicionado a menos información
porque se marginaliza β1:T , es probable que alcance convergencia más rápido que
el muestreo conjunto (Carter & Kohn, 1996). Sin embargo, el muestreo secuencial
es computacionalmente intensivo. En esta tesis, se propone muestrear z1:T conjun-
tamente de un modelo marginal en β1:T . Espećıficamente, se usa la distribución
predictiva de las observaciones, que implica integrar sobre la secuencia de esta-
dos. Haciendo uso de los resultados sobre la distribución normal multivariada, es
fácil probar que la distribución predictiva es Gaussiana (ver Sec. 3.3.2), tal que es
suficiente calcular sus momentos:

E(yt+1|y1:t,θ) = E(E(yt+1|βt+1,θ)|y1:t) = X ′t+1E(βt+1|y1:t,θ)

= X ′t+1ft,t+1 (4.13a)

V (yt+1|y1:t,θ) = V (E(yt+1|βt+1,θ)|y1:t) + E(V (yt+1|βt+1,θ)|y1:t)

= X ′t+1V (βt+1|y1:t,θ)Xt+1 + E(R(zt+1)|y1:t)

= X ′t+1Ft,t+1Xt+1 +R(zt+1) (4.13b)

donde:

ft,t+1 = A(zt+1)f ft|t

Ft,t+1 = Σ(zt+1) + A(zt+1)Ff
t|tA

(zt+1)′,

con f ft|t y Ff
t|t el vector de medias y la matriz de covarianzas, respectivamente, de la

distribución filtering del vector de estados βt, especificada más adelante. Note que
(4.13a)-(4.13b) son análogos a los momentos de la distribución predictiva (3.21)
de la Sec. 3.3.2.

Dada la estructura condicional del modelo, se propone usar directamente la dis-
tribución p(yt|y1:t−1,θ) para inferir sobre z1:T . De manera explicita, note que la
distribución conjunta de z1:T , dada la secuencia de observaciones y el resto de
parámetros, se puede descomponer de la siguiente manera:

p(z1:T |y1:T ,π,θ) =p(zT |zT−1, y1:T ,π,θ) p(zT−1|zT−2, y1:T ,π,θ)

· · · p(z2|z1, y1:T ,π,θ) p(z1|y1:T ,π,θ).

Usando un procedimiento forward-backward (ver Cap. 3), se muestrea z1 de p(z1|y1:T ,π,θ),
después se muestrea z2 condicionado en z1 de p(z2|z1, y1:T ,π,θ), y aśı sucesiva-
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mente. Note que para cada t, la distribución condicional está dada por:

p(zt|zt−1, y1:T ,π,θ)

∝ p(zt|πzt−1)p(y1|zt,π,θ)p(y2|y1, zt,π,θ)p(y3|y1:2, zt,π,θ)

· · · p(yt|y1:t−1, zt,π,θ)p(yt+1|y1:t, zt,π,θ) · · · p(yT |y1:T−1, zt,π,θ)

∝ p(zt|πzt−1)
t∏
i=1

p(yi|y1:i−1, zt, zi,π,θ) ·
T∏

j=t+1

p(yj|y1:j−1, zt, zj,π,θ)

∝ p(y1, . . . , yt, zt|z1:t−1,π,θ) · p(yt+1, . . . , yT |zt, zt+1:T ,π,θ).

Si t = 1, entonces

p(z1|y1:T ,π,θ) ∝ p(y1, z1|π,θ) · p(y2, . . . , yT |z1, z2:T ,π,θ)

∝ p(z1)p(y1|z1,π,θ) ·
∑
z2

p(z2|πz1)p(y2|y1, z2,π,θ)p(y3:T |z3:T ,π,θ)

∝ p(z1)p(y1|z1,θ)m2,1(z1).

Cuando t = 2:

p(z2|z1, y1:T ,π,θ)

∝ p(y1, y2, z2|z1,π,θ) · p(y3, . . . , yT |z2, z3:T ,π,θ)

∝ p(z2|πz1)p(y1|z2,π,θ)p(y2|y1, z2,π,θ)

·
∑
z3

p(z3|πz2)p(y3|y1:2, z3,π,θ)p(y4:T |z4:T ,π,θ)

∝ p(z2|πz1)p(y2|y1, z2,θ)m3,2(z2).

En general, la distribución condicional de zt, para todo t, se puede descomponer
como sigue:

p(zt|zt−1, y1:T ,π,θ) ∝ p(zt|πzt−1)p(yt|y1:t−1, zt,θ)mt+1,t(zt), (4.14)

donde,

mt,t−1(zt−1) ∝

{∑
zt
p(zt|πzt−1)p(yt|y1:t−1, zt,θ)mt+1,t(zt) t ≤ T

1 t = T + 1.

El término mt,t−1(zt−1) se conoce como backward message en la literatura de ma-
chine learning (ver por ejemplo Bishop, 2006). Usando una aproximación truncada
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para el sticky HDP, el muestreo consiste en calcular mt,t−1(k) para cada k back-
ward en t, comenzando con mT,T−1(k) = 1 ∀t, y después tomar cada zt de (4.14)
forward en t. El algoritmo se resume de la siguiente manera:

Algoritmo 3. Actualización de la secuencia de modos z1:T

Dado un conjunto de valores para π, θ y K:

1. Iniciar con f f0|0 = 0 y Ff
0|0 = I. Para cada t = 1, . . . , T , calcular:

ft−1,t = A(zt)f ft−1|t−1

Ft−1,t = Σ(zt) + A(zt)Ff
t−1|t−1A

(zt)′

f ft|t = Ff
t|t

(
1/R(zt)X ′tyt + F−1

t−1,tft−1,t

)
Ff
t|t =

(
1/R(zt)X ′tXt + F−1

t−1,t

)−1

.

2. Backward. Hacer mT+1,T (k) = 1 y calcular mt,t−1(k) para cada t ∈
{T, . . . , 1} y k ∈ {1, . . . , K} como sigue:

mt,t−1(k) =
K∑
j=1

πkjN(ãt, Q̃
(j)
t )mt+1,t(j).

donde

ãt = X ′tft−1,t

Q̃
(j)
t = X ′tFt−1,tXt +R(j)

3. Forward. Para cada t ∈ {1, . . . , T}:

a) Calcular para cada k ∈ {1, . . . , K}:

fk(yt) = N(ãt, Q̃
(k)
t )mt+1,t(k)

b) Muestrear el modo zt de:

zt ∼
K∑
k=1

πzt−1(k)fk(yt)δ(zt, k)

4. Actualizar λ, π, y los hiperparámetros del modelo de regresión HDP-
SLDS (4.6) como en Fox et al. (2011b).
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Block sampling β1:T

El algoritmo de Fox et al. (2011a) para inferir sobre el modelo (4.1) usa un esque-
ma de muestreo similar al descrito para la secuencia de modos z1:T para generar
muestras de la secuencia de estados β1:T . Un LDS tiene la misma estructura de
independencia que un HMM, con la salvedad de que las variables ocultas son con-
tinuas, en lugar de discretas. El mecanismo filtering-smoothing para muestrear
β1:T se produce entonces reemplazando las sumas por integrales. Debido a que las
distribuciones de los estados y las observaciones se asumen Gaussianas, las inte-
grales son anaĺıticamente manejables y resultan también Gaussianas (ver sección
3.2.2). Considere la siguiente distribución condicional (filtering) para t > 1,

p(βt|y1:t, zt,θ) ∝
∫
p(yt|βt, zt)p(βt|βt−1, zt,θ)p(βt−1|y1:t−1, zt−1,θ)dβt−1

= p(yt|βt, zt)
∫
p(βt|βt−1, zt,θ)p(βt−1|y1:t−1, zt−1,θ)dβt−1. (4.15)

Debido a que el producto de dos densidades Gaussianas es otra Gaussiana, y la
integral de una densidad Gaussiana es otra Gaussiana, p(βt|y1:t) es también Gaus-
siana. Usando esta propiedad de cerradura, se puede representar p(βt−1|y1:t−1) =

N(f ft−1|t−1,F
f
t−1|t−1). El objetivo es encontrar un mecanismo recursivo para actua-

lizar f ft|t y Ff
t|t de p(βt|y1:t, zt,θ) = N(f ft|t,F

f
t|t) en términos de f ft−1|t−1 y Ff

t−1|t−1.

Sea

p(βt+1|y1:t, zt+1,θ) =

∫
p(βt+1|βt, zt+1,θ)p(βt|y1:t, zt,θ)dβt

∝
∫
p(βt+1|βt, zt+1,θ)αt(βt)dβt

Asumiendo p(βt|y1:t, zt,θ) = N(f ft|t,F
f
t|t), la distribución p(βt+1|y1:t, zt+1,θ) es

Normal, y los momentos se pueden encontrar fácilmente. Por simplicidad, las
siguientes derivaciones omiten la dependencia de los paramétros dinámicos sobre
zt. Note que:
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p(βt+1|βt) ∝ exp
{
− 1

2
(βt+1 − Aβt)′Σ−1(βt+1 − Aβt)

}
∝ exp

{
− 1

2
(β′t+1Σ−1 − β′tAΣ−1)(βt+1 − Aβt)

}
∝ exp

{
− 1

2
(β′t+1Σ−1βt+1 − β′tA′Σ−1βt+1 − β′t+1Σ−1Aβt

+ β′tA
′Σ−1Aβt)

}
∝ exp

{
− 1

2

[
βt+1

βt

]′ [
Σ−1 −Σ−1A
−A′Σ−1 A′Σ−1A

] [
βt+1

βt

]}

y

αt(βt) ∝ exp
{
−1

2
(βt − f ft|t)

′(Ff
t|t)
−1(βt − f ft|t)

}
= exp

{
−1

2

[
β′t(F

f
t|t)
−1 − (f ft|t)

′(Ff
t|t)
−1
][
βt − f ft|t

]}
= exp

{
−1

2

[
β′t(F

f
t|t)
−1βt − (f ft|t)

′(Ff
t|t)
−1βt − β′t(F

f
t|t)
−1f ft|t

+ (f ft|t)
′(Ff

t|t)
−1f ft|t

]}
∝ exp

{
−1

2
β′t(F

f
t|t)
−1βt + β′t(F

f
t|t)
−1f ft|t

}
= exp

{
−1

2

[
βt+1

βt

]′ [0 0

0 (Ff
t|t)
−1

] [
βt+1

βt

]
+

[
βt+1

βt

]′ [ 0

(Ff
t|t)
−1f ft|t

]}

Combinando los términos, el integrando está dado por:

p(βt+1|βt)αt(βt) ∝ exp

{
−1

2

[
βt+1

βt

]′ [ Σ−1 −Σ−1A

−A′Σ−1 A′Σ−1A+ (Ff
t|t)
−1

] [
βt+1

βt

]

+

[
βt+1

βt

]′ [ 0

(Ff
t|t)
−1f ft|t

]}

Marginalizando sobre βt+1 se obtiene la integral deseada:
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p(βt+1|y1:t) ∝
∫
p(βt+1|βt)αt(βt)dβt ∝ N(ft,t+1,Ft,t+1),

donde:

ft,t+1 = Af ft|t

Ft,t+1 = Σ + AFf
t|tA

′.

Considerando la dependencia de los parámetros dinámicos sobre zt, los momentos
ft,t+1 y Ft,t+1 son los utilizados en (4.13a)-(4.13b), respectivamente. Del modelo
(4.6), el término p(yt|βt, zt) de la Ec. (4.15) es normal:

p(yt+1|βt+1, zt+1) ∝ exp
{
− 1

2R(zt+1)
(yt+1 −Xt+1βt+1)′(yt+1 −Xt+1βt+1)

}
∝ exp

{
− 1

2R(zt+1)
β′t+1X

′
t+1Xt+1βt+1 +

1

R(zt+1)
β′t+1X

′
t+1yt+1

}
.

Por lo que la distribución en (4.15) está dada por:

p(βt+1|y1:t+1, zt+1,θ) ∝ p(yt+1|βt+1, zt+1)p(βt+1|y1:t, zt+1,θ)

∝ exp
{
− 1

2R(zt+1)
β′t+1(X ′t+1Xt+1 + F−1

t,t+1)βt+1+

β′t+1

( 1

R(zt+1)
X ′t+1yt+1 + F−1

t,t+1ft,t+1

)}
∝ N(f ft+1|t+1,F

f
t+1|t+1),

donde:

f ft+1|t+1 = Ff
t+1|t+1

( 1

R(zt+1)
X ′t+1yt+1 + F−1

t,t+1ft,t+1

)
(4.16)

Ff
t+1|t+1 =

( 1

R(zt+1)
X ′t+1Xt+1 + F−1

t,t+1

)−1

. (4.17)

Note que las Ec. (4.16) y (4.17) son equivalentes al vector de medias y la matriz
de covarianzas a posteriori, respectivamente, de la actualización de los estados en
el algoritmo del filtro de Kalman (ver Zarchan & Musoff, 2009). La forma de estas
ecuaciones se conoce en la literatura como information filtering.

El siguiente paso es derivar los parámetros para el muestreo backward de las
observaciones futuras. Defina mt+1,t(βt) ∝ p(yt+1:T |βt) ∝ N(ft+1,t,Ft+1,t). Dada
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la estructura de independencia condicional del modelo, la distribución conjunta
se puede descomponer como:

mt,t−1(βt−1) ∝
∫
p(βt|βt−1)p(yt:T |βt)dβt

∝
∫
p(βt|βt−1)p(yt|βt)p(yt+1:T |βt)dβt

∝
∫
p(βt|βt−1)p(yt|βt)mt+1,t(βt)dβt. (4.18)

Y es posible encontrar un mecanismo recursivo backward in time para actualizar
los parámetros, de manera análoga al usado para encontrar (4.16) y (4.17). Omi-
tiendo la dependencia de {A,Σ, R} sobre zt por simplicidad, se expresa cada uno
de los términos del integrando en (4.18) de la siguiente manera:

p(βt|βt−1) ∝ exp{−1

2
(βt − Aβt−1)′Σ−1(βt − Aβt−1)}

∝ exp{−1

2
(β′tΣ

−1βt − β′t−1A
′Σ−1βt − β′tΣ−1Aβt−1 + β′t−1A

′Σ−1Aβt−1)}

∝ exp

{
− 1

2

[
βt−1

βt

]′ [
A′Σ−1A −A′Σ−1

−Σ−1A Σ−1

] [
βt−1

βt

]}
;

p(yt|βt) ∝ exp{−1

2
(yt −Xtβt)

′R−1(yt −Xtβt)}

∝ exp{y′tR−1yt − β′tX ′tR−1yt − y′tR−1Xtβt + β′tX
′
tR
−1X ′tβt}

∝ exp

{
− 1

2

[
βt−1

βt

]′ [
0 0
0 X ′tR

−1Xt

] [
βt−1

βt

]
+

[
βt−1

βt

]′ [
0

X ′tR
−1yt

]}
;

mt+1,t(βt) ∝ exp{−1

2
β′tF

−1
t+1,tβt + β′tF

−1
t+1,tft+1,t}

∝ exp

{
− 1

2

[
βt−1

βt

]′ [
0 0
0 F−1

t+1,t

] [
βt−1

βt

]
+

[
βt−1

βt

]′ [
0

F−1
t+1,tft+1,t

]}
.
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Combinando los términos se tiene:

p(βt|βt−1)p(yt|βt)mt+1,t(βt)

∝ exp

{
− 1

2

[
βt−1

βt

]′ [
A′Σ−1A −A′Σ−1

−Σ−1A Σ−1 +X ′tR
−1Xt + F−1

t+1,t

] [
βt−1

βt

]

+

[
βt−1

βt

]′ [
0

X ′tR
−1yt + F−1

t+1,tft+1,t

]}

∝ exp

{
− 1

2

[
βt−1

βt

]′ [
A′Σ−1A −A′Σ−1

−Σ−1A Σ−1 + Fb
t|t

] [
βt−1

βt

]
+

[
βt−1

βt

]′ [
0
f bt|t

]}

∝ exp

{
− 1

2

[
βt−1

βt

]′ [
A′Σ−1A −A′Σ−1

−Σ−1A Σ−1 + Fb
t|t

]([
βt−1

βt

]

− 2

[
A′Σ−1A −A′Σ−1

−Σ−1A Σ−1 + Fb
t|t

]−1 [
0
f bt|t

])}
, (4.19)

donde, dada la dependencia sobre la secuencia de modos :

Fb
t|t =

1

R(zt)
X ′tXt + F−1

t+1,t (4.20)

f bt|t =
1

R(zt)
X ′tyt + F−1

t+1,tft+1,t (4.21)

Note que el término en (4.19) es proporcional al Kernel de una densidad normal
multivariada. Usando entonces los resultados de la normal para integrar sobre βt,
se tiene que:

mt,t−1(βt−1) ∝ N(ft,t−1,Ft,t−1) (4.22)

donde:

ft,t−1 = Ft,t−1(Σ(zt)−1

+ Fb
t|t)
−1A(zt)′Σ(zt)−1

f bt|t

F−1
t,t−1 = A(zt)′Σ(zt)−1

A(zt) − A(zt)′Σ(zt)−1

(Σ(zt)−1

+ Fb
t|t)
−1Σ(zt)−1

A(zt)

Para el modelo (4.6), el mecanismo para muestrear β1:T consiste en calcular pri-
mero mt+1,t(βt) ∝ p(yt+1:T |βt) de (4.22), y tomar cada βt secuencialmente forward
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in time de:

p(βt|βt−1, y1:T , zt,θ) ∝ p(βt|βt−1)p(yt|βt)mt+1,t(βt)

∝ exp
{
− 1

2
(βt − Aβt−1)′Σ−1(βt − Aβt−1)

}
· exp

{
− 1

2
(yt −Xtβt)

′R−1(yt −Xtβt)
}

· exp
{
− 1

2
(βt − ft+1,t)

′F−1
t+1,t(βt − ft+1,t)

}
∝ exp

{
− 1

2

[
β′t(F

b
t|t + Σ−1)βt − 2β′t

(
Σ−1Aβt−1 + f bt|t

)]}
∝ N(µβt ,Σβt),

donde:

Σβt = (Fb
t|t + Σ−1)−1

µβt = Σβt

(
Σ−1Aβt−1 + f bt|t

)
.

Condicionado a la secuencia de modos z1:T y al conjunto de parámetros del SLDS,
p(βt|βt−1, y1:T , zt,θ, z1:T ,θ) = N(µβt ,Σβt), donde:

Σβt = (Fb
t|t + Σ(zt)−1)−1

µβt = Σβt

(
Σ(zt)−1

A(zt)βt−1 + f bt|t

)
.

Muestreo secuencial de zt

Como se mencionó, las distribuciones conjuntas dadas en (4.8) y (4.11) son con-
dicionadas a una muestra de la secuencia de estados β1:T . Para el modelo (4.8),
la propuesta de Fox et al. (2011a) incluye un paso previo al muestreo de β1:T ,
que consiste en muestrear secuencialmente los modos, marginalizando la secuen-
cia de estados, de la distribución (4.12). Es decir, el algoritmo incluye dos pasos
de actualización de los modos z1:T , uno muestrea secuencialmente cada zt y el
otro muestrea toda la secuencia de la distribución conjunta (muestreo Gibbs por
bloques). Si bien el muestreo secuencial es computacionalmente intensivo, inter-
calándolo periódicamente en el muestreo mejora la convergencia. El Algoritmo 3
resume el muestreo Gibbs para inferencia del modelo (4.11). De manera semejante
a Fox et al. (2011a), se incluye también un paso para muestrear secuencialmente
los modos (ver Fox et al., 2011a para más detalles sobre el muestreo secuencial).
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Algoritmo 4. Muestreo Gibbs para el modelo de regresión HDP-SLDS

Dado un conjunto previo de probabilidades de transición π, la distribución
de transición global λ, y los parámetros dinámicos θ:

1. Para cada t = {T, . . . , 1}, muestrear secuencialmente zt como en Fox
et al. (2011a).

2. Inicializando con Fb
T |T = 1

R(zT )X
′
TXT y f bT |T = 1

R(zT )X
′
TyT , para cada

t = {T, . . . , 1} calcular Fb
t|t, f

b
t|t como sigue:

Fb
t|t =

1

R(zt)
X ′tXt + F−1

t+1,t

f bt|t =
1

R(zt)
X ′tyt + F−1

t+1,tft+1,t

donde:

ft,t−1 = Ft,t−1(Σ(zt)−1

+ Fb
t|t)
−1A(zt)′Σ(zt)−1

f bt|t

F−1
t,t−1 = A(zt)′Σ(zt)−1

A(zt) − A(zt)′Σ(zt)−1

(Σ(zt)−1

+ Fb
t|t)
−1Σ(zt)−1

A(zt)

3. Para cada t = {1, . . . , T}, muestrear βt:

βt ∼ N(µβt ,Σβt)

Σβt = (Fb
t|t + Σ(zt)−1)−1

µβt = Σβt

(
Σ(zt)−1

A(zt)βt−1 + f bt|t

)
.

4. Actualizar la secuencia de modos z1:T , las distribuciones λ y πk, y los
hiperparámetros del modelo de regresión HDP-SLDS con el Algoritmo
3.

5. Para cada k = {1, . . . , K}, muestrear los parámetros dinámicos
{A(k),Σ(k), R(k)} con el Algoritmo 1.

4.4.2. Estudio de simulación

Para evaluar el desempeño en ajuste del modelo de regresión HDP-SLDS se exa-
minó un conjunto de datos simulados, generados de un HMM con dos modos,
vector de estados LDS de tamaño p = 3, y alta probabilidad de persistencia en un
mismo modo. Espećıficamente, se simularon T = 500 observaciones de la siguiente
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manera:

1. Para cada k = {1, 2}:

a) Los elementos fuera de la diagonal de la matriz de evolución A(k) se
obtienen de la a priori sobre las columnas de A(k):

N(a
∗(k)
j ; 0, 1/α

(k)
j Ip−1)

α
(k)
j ∼ Gam(a, b)

donde: a
∗(k)
j = {a(k)

1j , a
(k)
2j , . . . , a

(k)
j−1,j, a

(k)
j+1,j, . . . , a

(k)
pj }, a : parámetro de

forma y b : parámetro de escala. Los hiperparámetros de la distribución
de α

(k)
j fueron elegidos de manera que α

(k)
j sea grande (a = 10, b =

100), implicando varianzas pequeñas en la distribución de a
∗(k)
j . Los

elementos de la diagonal de A(1) se fijaron en 0.5, y la diagonal de A(2)

en 1.0. Esta elección de la matriz A(k) hace que los estados βtj dependan
principalmente de βt−1,j, y en menor medida de cualquier otro βt−1,i,
i 6= j.

b) La matriz de varianza del error evolución Σ(k) se toma de la a priori:

Σ(k) ∼ IW(n0, S
(k)
0 ), donde n0 = p + 2 grados de libertad, S

(1)
0 = 0.1Ip

y S
(2)
0 = 0.5Ip.

c) El error de medición se asume indexado por los modos; la presición se
toma de la apriori: (1/R(k)) ∼ Gam(aR, bR), donde aR = 1 (parámetro
de forma) y bR = 2 (parámetro de escala).

2. Generar la secuencia de modos z1:T con probabilidad 0.95 de persistencia en
un mismo modo.

3. Para cada t = 1, . . . , T y j = 2, 3, . . . , p, generar el valor xtj de la matriz
diseño:

xtj = xt−1,j + htj, htj ∼ N(0, 1)

x0j = 0 ∀j

Esta elección de las covariables como observaciones dependientes entre pun-
tos adyacentes en el tiempo obedece a que, por naturaleza, las series de
tiempo exhiben algún tipo de dependencia o correlación. Adicionalmente,
en el contexto de regresión de series de tiempo es común que las covariables,
o variables independientes, sean también series de tiempo.
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4. Para cada t = 1, . . . , T , generar el vector de estados βt y las observaciones
yt:

βt = A(zt)βt−1 + et, et ∼ N(0,Σ(zt))

yt = X′tβt + wt, wt ∼ N(0, R(zt))

donde X′t = {1, xt2, xt3, . . . , xt,p−1} y β0 = 0. A diferencia de un modelo
estático de regresión en el que los coeficientes de pendiente βj son fijos para
toda t, en un modelo dinámico de regresión los estados βtj evolucionan con
el tiempo. La configuración de {A(k),Σ(k)} establece dos casos para generar
la dinámica de los estados: (1) A(1) con 0.5 en la diagonal principal y va-
lores pequeños fuera de la diagonal es un proceso autoregresivo de orden 1
de media reversible, de modo que si βt es alto con respecto a su media, se
espera que disminuya en el siguiente periodo; (2) A(2) con 1.0 en la diagonal
principal y valores pequeños fuera de la diagonal es (como) una caminata
aleatoria, por lo que supone que los coeficientes de pendiente βt se mue-
ven aleatoriamente y no siguen una tendencia. La elección hecha para A(1)

supone que los coeficientes de pendiente en el modelo de regresión retor-
nan lentamente a su valor medio, mientras que la elección para A(2) como
una caminata aleatoria es una manera de modelar transiciones suaves, en el
sentido de que el sistema de estados no tiene desplazamientos abruptos.

La elección de A(k) se justifica porque, en ciertas aplicaciones, como en eco-
nomı́a, no existe teoŕıa que conduzca directamente a considerar coeficientes
aleatorios. Una manera de relajar el supuesto demasiado fuerte de coeficien-
tes de regresión constantes es tener coeficientes que evolucionen lentamente
en el tiempo. Esta propiedad deseada de coeficientes de regresión suave,
y quizás con tendencia, se puede capturar bien con caminatas aleatorias
(Moryson, 1998).

Las Figura 4.6-(a) muestra las observaciones yt y la Figura 4.6-(b) las covariables
xj = {x1j, . . . , xTj}, j = 2, 3. Siguiendo el Algoritmo 3 de la sección anterior, se
usó una a priori ARD sobre las columnas de la matriz dinámica A(k), una IW
sobre Σ(k) e Inversa-Gamma (IG) sobre la varianza del error de medición; el ĺımite
de truncamiento para el HDP se fijó como K = 30. El algoritmo se iteró 10,000
veces. El número de iteraciones se decidió con base en dos aspectos: (1) garantizar
consistencia emṕırica de los estimadores; (2) el tiempo de ejecución del algoritmo.
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Figura 4.6: Datos simulados para el modelo de regresión HDP-SLDS. (a): yt, (b):
xj , j = 2, 3
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Ajuste

La Figura 4.7 muestra el ajuste de la serie simulada y la secuencia de modos
generada en la última iteración, donde ŷt es tal que:

ŷt = X′tβ̂t, t = 1, . . . , T

y β̂t se obtuvo como el promedio de las iteraciones, después de descartar las
primeras 4,000 como el periodo en el que el vector de estados alcanza convergencia,
estimado con base en los valores de las 10,000 iteraciones. Debido a que hay un
vector β para cada t, t = 1, . . . , 500, no se muestran gráficos.

Las observaciones se simularon con alta persistencia en los modos con el objeti-
vo de caracterizar una serie con cambios poco frecuentes pero significativos. La
secuencia de modos de la última iteración es muy semejante a la simulada, con al-
gunas diferencias en donde es más dif́ıcil discriminar. El algoritmo identifica entre
2 y 3 modos principalmente (ver Figura 4.8); sin embargo, cuando las observa-
ciones se agrupan en 3 o más modos sólo 2 contienen casi todos los datos. Por
ejemplo, la iteración 7,400 identificó 4 modos, con número de observaciones 247,
3, 239, y 11 (ver Figura 4.9).
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Figura 4.7: Ajuste para el modelo de regresión HDP-SLDS sobre 10,000 iteraciones
Gibbs del Algoritmo 3, usando ĺımite de truncamiento K = 30: ŷt =
X′tβ̂t, donde β̂t es el promedio de las iteraciones, después de descartar
las primeras 4,000.
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Figura 4.8: Número de modos en cada iteración para los datos simulados.
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Figura 4.9: Secuencia de modos en la iteración 7400.

En el análisis Bayesiano de modelos de mezclas finito la estimación de parámetros
y la agrupación estimada suelen ser menos sencillas de lo que se podŕıa esperar
(Stephens, 2000), esto debido al llamado label switching problem originado por
la simetŕıa en la verośımilitud de los parámetros del modelo. Jasra et al. (2005)
hacen una revisión de varias soluciones a este problema no abordadas en esta Tesis.
La Figura 4.7 mostró la secuencia de modos generada en la última iteración, sin
embargo, la etiqueta asignada a estos modos podŕıa ser distinta en cualquier otra
iteración; es decir, el label switching problem puede ocasionar confusión al tratar
de identificar un modo en particular en dos iteraciones distintas. Entonces, una
manera de resumir la información es mediante la probabilidad estimada en cada
t de un cambio de modo. Debido a que las observaciones simuladas pertenecen
sólo a 2 modos, la Figura 4.10 resume adecuadamente las secuencias de todas las
iteraciones. Note que las probabilidades más altas son muy cercanas o coincidentes
con los tiempo t en donde se presenta un cambio de modo.
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Figura 4.10: Probabilidad estimada en cada t de un cambio de modo para los
datos simulados.

Por último, es de especial interés la estimación del vector de estados. La Figura
4.11 muestra la trayectoria simulada (ĺınea azul) y la estimada (ĺınea verde) de
cada componente del vector de estados. En aplicaciones de análisis de regresión
los coeficientes de regresión tienen cierto significado teórico, y cuantifican el efecto
que la covariable asociada tiene sobre las observaciones. En el modelo de regresión
dinámica se parte del supuesto de que los coeficientes de regresión vaŕıan con el
tiempo, pero también es deseable, con fines de interpretación, conocer qué provoca
tal variación y de qué manera (por ejemplo, el signo esperado de los coeficientes).
Probar si el modelo de regresión dinámica es el modelo apropiado para el proceso
que genera los datos observados, o si un modelo de regresión con coeficientes
constantes es suficiente, no es tema de esta Tesis. Un caso particular para probar
la hipótesis nula de que los coeficientes del modelo de regresión son constantes
en el tiempo vs. la alternativa de que algunos coeficientes siguen una caminata
aleatoria puede consultarse en Moryson (1998).
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Figura 4.11: Estimación de las pendientes del vector de estados para el modelo de
regresión HDP-SLDS: (a) βt2, (b) βt3.

4.4.3. Caso 1: Dinámica del tipo de cambio en México,
1970-2016

La ruptura de los acuerdos de Bretton Woods a inicios de los años 70 fue seguida
por una nueva etapa en la evolución del sistema monetario internacional, marcada
por una fuerte integración de las economı́as emergentes en los mercados financie-
ros internacionales. El proceso de integración obligó a los páıses a llevar a cabo
reformas estructurales que permitieran adoptar una economı́a de mercado y abrir
su economı́a a los flujos de capitales internacionales. En el caso de México, las re-
formas y desregulación se profundizaron en la segunda mitad de los años 80. Como
parte de la ronda de Uruguay, las tarifas de importación se redujeron rápidamente;
adicionalmente, se adoptaron poĺıticas para desregular muchas industrias, inician-
do la privatización de numerosas empresas propiedad del gobierno, y relajando las
restricciones a la inversión extranjera. Las reformas económicas y liberalización
del comercio internacional continuaron a inicios de la década de los 90, destacando
la negociación del North American Free Trade Agreement (NAFTA) con Estados
Unidos y Canadá. Después de 1993, la cuenta de capital de México se liberalizó
más, y el gobierno permitió al mercado de valores la entrada de capital extranje-
ro (para una extensa revisión de las reformas estructurales ocurridas en México
durante 1950-1994 ver Cárdenas, 1996).

Un importante componente de la estrategia de reforma del gobierno mexicano fue
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mantener fijo el valor de la moneda con respecto al dólar estadounidense. Esta
poĺıtica sirvió al menos para tres propósitos (Musacchio, 2012): (1) ofrećıa a los
inversores extranjeros seguridad de que sus inversiones no perdeŕıan valor en cir-
cunstancias normales; (2) permitió a las compañ́ıas mexicanas adquirir préstamos
en los mercados internacionales para financiar la expansión necesaria para poder
competir ante la apertura del libre comercio en enero de 1994 y; (3) ayudó a las
autoridades mexicanas a combatir la inflación interna, forzando a la poĺıtica mo-
netaria a fluctuar de acuerdo con la balanza de pagos. Sin embargo, un tipo de
cambio fijo debe ser sostenido por la capacidad del banco central de dar confianza
en la moneda, y por lo tanto acumular reservas. Estas condiciones no se pudieron
mantener, y el gobierno mexicano se vio presionando a devaluar el peso en varios
momentos (ver Figura 4.12), destacando las devaluaciones de 1976 (Córdoba &
Ortź, 1979) y 1982 (Angeles et al., 1982), y finalmente a abandonar el tipo de
cambio fijo en 1994 (Musacchio, 2012).
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Figura 4.12: Tipo de cambio peso-dólar (nuevos pesos), 01/01/1970-30/12/1983.
Cifras diarias.

A partir del establecimiento del régimen de libre flotación, el precio del peso con
respecto al dólar ha sufrido varias depreciaciones3 importantes. La Figura 4.13

3En términos estrictos, el término depreciación se usa en un esquema de flotación libre del
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muestra el tipo de cambio diario peso-dólar del 01/01/1970 al 11/05/2016. En la
gráfica son evidentes las depreciaciones conocidas de 1986-1987, 1994-1995, 1998,
2008-2009 y 2015-20164. Hasta antes de la última depreciación, el comportamiento
se hab́ıa caracterizado por alcanzar un máximo para después ajustarse a la baja.
En el periodo más reciente la conducta parece distinta, se está observando la
tendencia de mayor duración en la depreciación del peso en la historia económica
del páıs.
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Figura 4.13: Tipo de cambio peso-dólar, 01/01/1970-11/05/2016. Cifras diarias.

En cualquier economı́a de libre mercado el tipo de cambio es un precio de gran
importancia; la conversión de la moneda local en otra facilita el comercio interna-
cional de bienes y servicios, y de transferencia de fondos entre páıses. Generalmente
se usa la volatilidad5 del tipo de cambio como una medida de riesgo de la activi-
dad comercial, sin embargo, es d́ıficil tener una conclusión firme sobre la relación
entre ésta y el comercio. Algunos estudios han mostrado que un incremento en la

tipo de cambio; el término devaluación se usa en un esquema de tipo de cambio fijo.
4Las devaluaciones de 1976 y 1982 son menos claras debido a que las unidades de la infor-

mación son nuevos pesos, vigentes a partir del 1o de enero de 1993
5La volatilidad se define como la desviación estándar de las variaciones diarias del tipo de

cambio.
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volatilidad del tipo de cambio tiene efectos adversos en el volumen del comercio
internacional, mientras que otros dan evidencia de que tiene un impacto positivo
(Baum et al., 2004). Por otra parte, varias economı́as emergentes han usado al
tipo de cambio para mantener bajos niveles de inflación, término que se conoce
en la literatura como exchange-rate-based stabilization. Desafortunadamente estas
medidas han terminado en crisis, como las ocurridas en México (1994-1995), Asia
(1997-1998), Brasil (1999), y Argentina (2001) (ver Fiess & Shankar, 2009).

La importancia que tiene el tipo de cambio en el comercio internacional y en la
estabilidad económica de un páıs ha motivado el enorme desarrollo de literatura
sobre temas concernientes a su estudio con diversos objetivos. Por ejemplo, algunos
trabajos se han concentrado en medir los impactos de las intervenciones del banco
central en la volatilidad del tipo de cambio (Hung, 1997; Huang, 2007; Mondal,
2013), y otros en investigar la interacción de la volatilidad con otras variables ma-
croeconómicas (Baum et al., 2004; Ruiz & Pozo, 2008; Zhang & Buongiorno, 2010;
Ding & Vo, 2012). Más extensa literatura se encuentra cuando el objetivo es mo-
delar la volatilidad. Las propuestas se pueden agrupar en dos corriente principales
que reconocen que la dinámica del tipo de cambio vaŕıa en el tiempo: modelos del
tipo autoregressive conditional heteroscedasticity (ARCH) (Engle, 1982; Bollers-
lev, 1986), y modelos stochastic volatility (SV) (Taylor, 1986). Entre los primeros
están los trabajos de McKenzie & Mitchell (2002); Chan (2003); Edmonds Jr. &
So (2004); Li et al. (2010); modelos SV se proponen en Tims & Mahieu (2006) y
Jouchi (2013). Propuestas más generales explican la persistencia en la volatilidad
del tipo de cambio basados en el Markov switching model (MSM) de Hamilton
(1989, 1990), un modelo del tipo HMM también conocido como regime switching
model y ampliamente utilizado en la literatura de series de tiempo para carac-
terizar comportamientos con diferentes reǵımenes. Ver por ejemplo: Bazdresch &
Werner (2002); Fiess & Shankar (2009); Jouchi (2013); Nikolsko Rzhevskyy &
Prodan (2012). Sin embargo, estos trabajos utilizan un enfoque simplificador que
asume que el tipo de cambio transita solo entre dos modos, uno de alta volatilidad
y otro de baja volatilidad.

Particularmente para el caso de México, Bazdresch & Werner (2002) explican los
movimientos diarios del tipo de cambio durante el periodo 1996-2001 utilizando
un modelo del tipo MSM. Los autores encuentran evidencia significativa sobre la
existencia de dos reǵımenes, uno sin tendencia y con poca volatilidad, y el otro
con depreciaciones positivas y alta volatilidad. Aunque el modelo permite transitar
de un régimen a otro, el número de reǵımenes se fija inicialmente. Herrera et al.
(2011) utilizan también un tipo MSM para modelar la tasa de depreciación del peso
frente al dólar, considerando un modelo simple con sólo dos estados, alta y baja
volatilidad, con el argumento de que la autoridad monetaria instrumenta medidas
de poĺıtica tendientes a mantener una baja volatilidad, es decir, sin movimientos
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bruscos en la paridad cambiaria, y que cualquier otro estado que indique una
mayor volatilidad, significa inestabilidad en el comportamiento cambiario a pesar
de las medidas del Banco Central. No se encuentran en la literatura estudios más
recientes que modelen cambios de régimen del tipo de cambio en México. En esta
sección se emplea un SLDS para modelar el tipo de cambio en el periodo 1970-
2016. Se plantean dos objetivos: (1) encontrar coincidencias de los cambios de
régimen ocurridos durante el periodo con los eventos de la Tabla 4.1. Los eventos
están asociados a periodos de crisis. (2) observar la tendencia de depreciación más
reciente.

Tabla 4.1: Eventos asociados a los cambios de régimen: México, 1970-2016

Fecha Evento
18/11/1987 Banco de México cesa su intervención en el mercado

cambiario. Se decreta una devaluación de 55 %.
20/12/1994 Devaluación del peso. Evento conocido como error de

diciembre.
31/08/1998 Baja en Wall Street. Efecto de la crisis financiera asiática.
15/09/2008 El banco de inversión Lehman Brothers se declara

oficialmente en bancarrota. Efecto de la crisis financiera
internacional (colapso de la burbuja inmobiliaria en EU).

10/10/2008 Crash generalizado de las bolsas de valores.
16/12/2015 La Reserva Federal (Fed) anuncia aumento en la tasa de

interés por primera vez desde 2008.

Metodoloǵıa y datos

Los datos consisten de 11,687 observaciones del tipo de cambio nominal con fre-
cuencia diaria, del 01 de enero de 1970 al 11 de Mayo de 2016, publicados por el
Banco de México en la serie histórica del tipo de cambio. La serie se construye de
la siguiente manera:

(a) 1 al 31 de agosto de 1976: tipo de cambio fijo de 12.50 pesos por dólar;

(b) 1 de septiembre de 1976 al 5 de agosto de 1982: tipo de cambio para opera-
ciones en billete (promedio entre compra y venta);

(c) 6 al 31 de agosto de 1982: tipo de cambio general;

(d) 1 de septiembre al 19 de diciembre de 1982: tipo de cambio ordinario;
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4.4. Regresión con SLDS

(e) 20 de diciembre de 1982 al 4 de agosto de 1985: tipo de cambio libre;

(f) 5 de agosto de 1985 al 10 de noviembre de 1991: tipo de cambio libre;

(g) 11 de noviembre de 1991 a la fecha: tipo de cambio Fix6 (Fecha de determi-
nación).

Hay muchas variantes del modelo SLDS general de las Ec. (4.4a)-(4.4b). Fox et al.
(2011a) usan una adaptación del SLDS al modelo Markov switching stochastic
volatility (MSSV) propuesto por Carvalho & Lopes (2007) para estudiar los retor-
nos diarios del ı́ndice BOVESPA de la bolsa de valores de Sao Paulo, Brasil, en
el periodo 01/03/1997-01/16/2001. Sin embargo, los autores encuentran superio-
ridad del HDP-SLDS (4.4a)-(4.4b) sobre la adaptación al MSSV para encontrar
cambios de modo coincidentes con una serie de eventos mundiales ocurridos entre
1997 y 1999. Aunque se utilizan distintas representaciones de los datos en los dos
modelos, los cambios de modo capturados por el HDP-SLDS (4.4a)-(4.4b) se ali-
nean mejor con los eventos mundiales. Siguiendo estos resultados, se examinó el
tipo de cambio en México mediante el siguiente modelo:

zt|zt−1, {πk}∞k=1 ∼ πzt−1

βt =a(zt)βt−1 + e
(zt)
t (4.23)

yt =Xtβt + w
(zt)
t

donde:

yt: tipo de cambio (pesos/dólar) nominal en el tiempo t.

zt: modo en el tiempo t, zt = {1, 2, . . .} ∀t.

πj: distribución de transición, j = 1, 2, . . . , K, determinada por un HDP tal
que:

G0 =
∞∑
k=1

λkδθk λ|γ ∼ GEM(γ)

Gj =
∞∑
k=1

πjkδθk πj|α, κ, λ ∼ DP
(
α + κ,

αλ+ κδj
α + κ

)
θk|H ∼ H

6El tipo de cambio FIX es determinado por el Banco de México los d́ıas hábiles bancarios con
base en un promedio de las cotizaciones del mercado de cambios al mayoreo para operaciones
liquidables el segundo d́ıa hábil bancario siguiente. Dichas cotizaciones se obtienen de platafor-
mas de transacción cambiaria y otros medios electrónicos con representatividad en el mercado
de cambios. El Banco de México da a conocer el FIX a partir de las 12:00 horas de todos los
d́ıas hábiles bancarios.
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donde los parámetros son definidos como en (4.4a).

Xt = 1.

a(k) ∼ N(0, 1)

w
(k)
t ∼ N(0, R(k)), R(k) ∼ IG(c, d)

βt: estado en el tiempo t.

e
(k)
t ∼ N(0, σ2(k)), σ2(k) ∼ IG(n0/2, S0/2)

Note que al asumir unidimensionalidad en el vector de estados el modelo (4.23)
resulta ser el mismo de Fox et al. (2011a) con C = [1 0], y un modelo de
la clase AR(1). La distribución a priori asumida para los parámetros dinámicos
{a(k), σ2(k)} es un caso particular de la MNIG con hiperparámetros: M = 0, K =
V = S0 = 1 y n0 = 2 (grados de libertad); la precisión del ruido de medición
se asume Gam(c, 1/d), c = 1, d = 0.1. Para el HDP se fijó el truncamiento
en K = 20; λ y πj se actualizaron como en Fox et al. (2011b). El algoritmo
inicia con parámetros tomados de las distribuciones a priori. Se ejecutaron 2000
iteraciones; los resultados se configuraron descartando las primeras 500 iteraciones
como periodo de burn-in.

Resultados

La Figura 4.14 muestra el ajuste de la serie. En la gráfica, la ĺınea naranja re-
presenta los cambios de modo que se distinguen, por ejemplo: el primer modo
comienza con el inicio de la serie hasta el 16/11/1987; después de esa fecha se
distingue otro modo que dura hasta el 02/12/1987; entonces, la serie regresa al
modo 1 hasta el 19/12/1994, y aśı sucesivamente. Estos modos son interpretados
como los régimenes de baja y alta volatilidad en términos de Bazdresch & Werner
(2002) y Herrera et al. (2011). Después de 2008 la serie tiene un comportamiento
más inestable, con frecuentes periodos de alta volatilidad. Para la última parte de
la serie (segundo semestre de 2015 hasta el final del periodo) se mantiene el régi-
men de alta volatilidad. Esta secuencia de modos es tomada de la última iteración
del algoritmo, y se justifica por los resultados presentados en la Figura 4.15, que
dan evidencia de dos modos predominantes en la serie de tiempo.
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Figura 4.14: Ajuste de la serie: tipo de cambio peso-dólar, 1970-2016, usando un
modelo HDP-SLDS. Ĺınea roja: serie original; ĺınea azul: ajuste; ĺınea
naranja: serie de modos dinámicos de la última iteración.
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Figura 4.15: Número de modos en cada iteración para los datos de tipo de cambio.

El objetivo de examinar los datos del tipo de cambio en México con el modelo
(4.23) es encontrar coincidencias en los cambios de modo con los eventos dados en
la Tabla 4.1. Las coincidencias se establecen calculando la probabilidad estimada
diaria de un cambio de modo al muestrear la secuencia de modos con el Algoritmo
3. La Fig 4.16 presenta la serie (rojo), el ajuste (azul), la probabilidad de un cambio
de modo (naranja), y los eventos de la Tabla 4.1 (verde). Altas probabilidades de
cambio de modo (o régimen) son cercanamente coincidentes con los eventos de
interés. Adicionalmente, se observa que, con alta probabilidad, la serie presenta
cambios de régimen más frecuentes después de 2008 y hasta el primer semestre
de 2015. A partir del segundo semestre de 2015 la persistencia en un modo (el de
alta volatilidad) se mantiene.
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Figura 4.16: Probabilidad estimada diaria de un cambio de modo.

Conclusiones

Se detectaron cambios de modo coincidentes con una serie de eventos económi-
cos asociados a periodos de crisis. Esto da evidencia del riesgo cambiario como
consecuencia de la disminución de la actividad económica.

Por otra parte, después de 2008 el tipo de cambio presenta periodos más frecuen-
tes de alta volatilidad. A partir del segundo semestre de 2015 la persistencia en el
régimen de alta volatilidad se mantiene. Esto es, quizás, el hallazgo más impor-
tante del modelo. El constante incremento reciente del tipo cambio, y sus niveles
máximos históricos, de nuevo dan evidencia del actual desequilibrio económico y
la vulnerabilidad de la moneda a ataques especulativos.
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4.4.4. Caso 2: Niveles de ozono de la ciudad de México

El hecho de que la Tierra ha experimentado un aumento significativo en la tempe-
ratura durante el último siglo es indiscutible. Los datos del Goddard Institute for
Space Studies (GISS) de la NASA reportan un aumento en la temperatura global
de 1.4◦F desde 1880. Los 10 años más calurosos de los últimos 136 años han ocurri-
do después de 2000, y el 2005 se posiciona como el más caluroso (NASA, 2016b).
Las consecuencias de este calentamiento observado se reflejan en la contaminación
del aire, la temperatura de los océanos, el deshielo de los polos, el aumento del
nivel del mar y de la frecuencia e intensidad de fenómenos meteorológicos, que
han mostrado cambios sin precedentes en las últimas décadas (Crimmins et al.,
2016).

La principal causa de la actual tendencia del calentamiento global es la expan-
sión humana del efecto invernadero7. Ciertos gases en la atmósfera, como el vapor
de agua (H2O), el dióxido de carbono (CO2), el óxido de nitrógeno (N2O), y el
metano (CH4) bloquean el escape de calor y contribuyen al efecto invernadero
(NASA, 2016a). La principal emisión doméstica de estos gases resulta de la gene-
ración de electricidad y transporte. Otro gas de efecto invernadero que contribuye
significativamente al calentamiento global es el ozono (troposférico o ambiental).
Las concentraciones de ozono localizadas en la parte superior de la tropósfera (glo-
bal background ozone) están determinadas por las emisiones mundiales de CH4,
monóxido de carbono (CO), óxidos de nitrógeno (NOx) y compuestos orgáni-
cos volátiles (COV) derivados de fuentes como la quema de combustibles. Altas
concentraciones de ozono tienen efectos adversos en la salud como: enfermeda-
des pulmonares (asma, enfisema, bronquitis crónica, cáncer), aumento de riesgo
de accidente cerebrovascular, enfermedades del corazón, y nacimientos y muer-
tes prematuros (WHO, 2016). Aunque niños, adultos mayores y personas con
enfermedades pulmonares son particularmente vulnerables, todas las personas se
encuentran en riesgo ante elevados niveles de ozono.

Expertos en medio ambiente, autoridades gubernamentales y ONG’s tienen espe-
cial interés en el ozono por su efecto en daños a la salud humana, la vegetación
y su contribución al aumento del calentamiento global. Diversos estudios se han
concentrado en medir la relación entre la contaminación del aire y la tempera-
tura, por ejemplo Roberts (2004); Huerta et al. (2004); Puza & Roberts (2013);
Romero Lankao et al. (2013). Particularmente, Huerta et al. (2004) estudian los
niveles de ozono en la Cd. de México considerando un modelo de regresión espacio-
temporal con la temperatura como covariable. Los datos provienen de la Red

7Calentamiento que resulta cuando la atmósfera atrapa el calor que se irradia desde la Tierra
hacia el espacio.
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Automática de Monitoreo Atmosférico (RAMA) de la Cd. de México. Se usa la
información de 19 estaciones en las que se miden los niveles de ozono, en par-
tes por mil millones (ppb). Adicionalmente, en 10 de esas estaciones se tienen
mediciones de la temperatura en grados centigrados. El objetivo es pronosticar
e interpolar los niveles de ozono. El modelo espacio-temporal propuesto por los
autores es justificado por los resultados obtenidos de un análisis univariado inicial
en el que se relaciona al ozono y la temperatura mediante un DLM para cada una
de las 10 estaciones en donde se dispone de mediciones de temperatura. El DLM
univariado empleado es el siguiente:

Yt = S ′tαt + Ztγt + εt, εt ∼ N(0, V )

αt = αt−1 +w1t, w1t ∼ N(0,W 1t)

γt = γt−1 + w2t, w2t ∼ N(0,W2t)

t = 1, . . . , T

donde S ′t = (cos(πt/12), sin(πt/12), cos(πt/6), sin(πt/6)), α′t = (α1t, α2t, α3t, α4t),
γt es un escalar, los términos de error εt, w1t y w2t se asumen independientes uno
del otro, la variable respuesta Yt denota la ráız cuadrada de la concentración de
ozono y Zt la temperatura. La varianza de εt es desconocida pero igual para toda
t, y las varianzas de w1t y w2t son modeladas con un factor de descuento de 0.97
(ver West & Harrison, 1997). Los términos senos y cosenos con periodicidades
2π/24 y 2π/12 se determinaron mediante un periodograma Bayesiano.

Siguiendo la propuesta univariada de Huerta et al. (2004), se ajustó el modelo (4.6)
con el Algoritmo 3 para 2 estaciones: Plateros y Tlalnepantla, con información del
2 al 30 de septiembre de 19978. En este caso, la matriz diseño Xt (sin intercepto)
contiene a los elementos de S ′ y la temperatura Zt. El error de observación, el
error del proceso y las columnas de la matriz de evolución A(k) se asumen normales
con media cero y varianzas R(k), Σ(k) y 1/α

(k)
j I5, respectivamente; sin embargo,

se espera que el modelo identifique un sólo grupo para todas las observaciones,
ya que los coeficientes de pendiente capturan el comportamiento ćıclico de las
observaciones. Los hiperparámetros usados para las distribuciones a priori fueron
los siguientes: n0 = p + 2 = 7 grados de libertad y S0 = 0.01I5 para la varianza
del error del proceso; ra = 1 (parámetro de forma) y rb = 2 (parámetro de escala)
de una distribución Ga(ra, rb) para la precisión del error de observación; a = 1
(parámetro de forma) y b = 100 (parámetro de escala) de una distribución Ga(a, b)

para el parámetro de precisión α
(k)
j . El algoritmo se iteró 6000 veces; los resultados

que se muestran son el promedio descartando las primeras 4000, después de las
que se alcanza convergencia de los coeficientes.

8Consultada el 05 de julio de 2015 de la base de datos de Red Automática de Monitoreo
Atmosférico (RAMA) de la Cd. de México.
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Los coeficientes estimados se muestran en las Figura 4.17 y 4.18. Aunque el modelo
(4.6) se ajustó sólo para 2 estaciones, los resultados concuerdan con los obtenidos
por Huerta et al. (2004). Las estimaciones para γt son muy variables a través del
tiempo pero relativamente menos variables entre estaciones, es decir, la tempera-
tura tiene el mismo efecto en todas las estaciones, pero el efecto cambia con el
tiempo. En cambio, los parámetros αt son bastante variables entre estaciones y en
el tiempo: la fase de la serie es constante entre estaciones mientras que la amplitud
vaŕıa sustancialmente, lo que significa que hay zonas más expuestas a contamina-
ción ambiental. En lo que respecta al ajuste, Huerta et al. (2004) no presentan
resultados para el caso univariado. La gráfica inferior derecha de las Figura 4.17
y 4.18 muestra la serie y el buen ajuste del modelo de regresión HDP-SLDS para
los datos de los niveles de ozono. De manera similar al trabajo de Huerta et al.
(2004), el modelo de regresión HDP-SLDS puede ser adaptado como un mode-
lo espacio-temporal. A priori, se espera que un modelo de este tipo agrupe las
observaciones e identifique parámetros dinámicos distintos para cada grupo.
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Figura 4.17: Parámetros estimados y ajuste para la estación Plateros de monitoreo
atmosférico.
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Figura 4.18: Parámetros estimados y ajuste para la estación Tlalnepantla de mo-
nitoreo atmosférico.

4.5. Regresión espuria y cointegración

El término relación espuria hace referencia a una relación matemática en la cual
dos o más variables no están causalmente relacionadas entre śı, es decir, son in-
dependientes, y sin embargo se podŕıa inferir erróneamente una relación debida
a la casualidad o a algún factor no observado. El término erróneamente significa
que se obtienen correlaciones significativas entre variables cuya relación no tie-
ne sentido o interpretación. Esta situación fue observada primeramente por Yule
(1926) en un contexto de series de tiempo. El argumento es que lo que se observa
es solamente una parte infinitesimal de un periodo muy grande de tiempo, por lo
que tales correlaciones son una fluctuación del muestreo; si se tuviera una muestra
sobre un periodo mucho más grande, no se encontraŕıa ninguna correlación entre
ellas.

De acuerdo con Yule (1926), dos series que presentan una correlación significativa
cuando se estudian en un periodo corto de tiempo, pero que resultan no correlacio-
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nadas al considerar el periodo completo, son funciones armónicas simples, ambas
en el mismo periodo, pero que difieren en su fase, como las que se muestran en la
Figura 4.19.

a b

0 1 4 1 2 3 4 1

1 4 1 2 3 4 10

Figura 4.19: Curvas senoidales con distinta fase.

Suponga que las curvas de la Figura 4.19 representan las fluctuaciones de dos
variables sobre un periodo de tiempo tan grande que no es posible tener toda
la información, por ejemplo muchos siglos. Las curvas difieren en su fase por un
cuarto de periodo. Es evidente que la correlación entre las dos variables, conside-
rando todo el intervalo de tiempo, es cero: desviaciones positivas en una variable
corresponden con igual frecuencia a desviaciones positivas y negativas en la otra
variable. Ahora, si se considera un intervalo de tiempo tan corto como el delimi-
tado entre las lineas verticales a, b, entonces los segmentos de las dos curvas son
casi lineas rectas, la superior con pendiente positiva y la inferior con pendiente
negativa: la correlación entre las observaciones en este segmento será muy cercana
a −1. Si el intervalo delimitado se hiciera infinitesimalmente pequeño, tal que los
segmentos de las dos curvas puedan considerarse como lineales, y se trazan los
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cambios en el coeficiente de correlación conforme el centro del intervalo se mueve
en la figura de izquierda a derecha, entonces el coeficiente de correlación variaŕıa
como se muestra en la Figura 4.20. Yule (1926) muestra que la distribución de
frecuencias de las correlaciones se concentra cada vez más cerca de cero conforme
aumenta la proporción del intervalo de tiempo en que se toman las muestras, sin
embargo, la distribución mantiene siempre una forma de U, y valores distintos
de cero son siempre los más frecuentes. En consecuencia, sugiere que se obtienen
correlaciones sin sentido (espurias) entre series de tiempo análogas a las series
armónicas de la Figura 4.19 cuando se dispone de muestras muy pequeñas, com-
paradas con la medida total del intervalo.

0 1/4 1/2 3/4 1

-1

0

1

Figura 4.20: Variación de la correlación entre dos elementos infinitesimales de las
curvas armónicas de la Figura 4.19, cuando el centro del intervalo se
mueve de izquierda a derecha.

Estudiar series de tiempo con modelos de regresión clásicos requiere especial aten-
ción; por su naturaleza, los datos de series de tiempo pueden incidir en las propie-
dades de los estimadores de regresión y de los métodos de inferencia. En general,

131



4.5. Regresión espuria y cointegración

las técnicas de regresión clásicas son apropiadas para el análisis de series estacio-
narias.

Un proceso estacionario es un proceso estocástico cuya distribución de probabi-
lidad conjunta no cambia cuando se desplaza en el tiempo. En consecuencia, los
parámetros, tales como la media y la varianza, tampoco cambian en el tiempo
ni siguen alguna tendencia. Es decir, una serie de tiempo y1:T es estacionaria si
(Zivot & Wang, 2006):

FY (yt1+s, . . . , ytk+s) = FY (yt1 , . . . , ytk)

E[yt] = µ ∀t
Cov(yt, yt−1) = E[(yt − µ)(yt−j − µ)] = γj ∀t y cualquier j

Cuando se tiene una serie no estacionaria es práctica común calcular las diferencias
entre observaciones consecutivas para tener una serie estacionaria. Este proceso
se conoce como diferenciación, y se dice que una serie es integrada de orden d,
denotada como I(d), si d es el mı́nimo número de diferencias que se requieren
para obtener una serie estacionaria en covarianza (Engle & Granger, 1987). Como
se mencionó, el análisis de regresión clásico con series de tiempo requiere que las
variables sean estacionarias, es decir I(0), para que se mantengan los resultados
del modelo. Considere la siguiente regresión lineal de series de tiempo:

yt = β0 + β1x1t + · · ·+ βkxkt + εt = xTt β + εt, t = 1, . . . , T (4.24)

donde xt = (1, x1t, . . . , xp−1,t)
T es un vector de covariables, β = (β0, β1, . . . , βp−1)

es un vector de coeficientes, y εt es un término de error aleatorio. Los modelos
clásicos de regresión de series de tiempo funcionan bajo los siguientes supuestos
(Hayashi, 2000):

1. El modelo lineal (4.24) es correctamente especificado.

2. {yt,xt} es conjuntamente estacionario y ergódico.

3. Los regresores xt están predeterminados: E[xisεt] = 0 ∀s 6= t y i = 1, . . . , k.

4. E[xtx
T
t ] =

∑
XX es de rango completo p.

5. {xtεt} es un proceso no correlacionado con matriz de covarianzas finita
E[ε2txtx

T
t ] = σ2

∑
XX .

Bajo estos supuestos, los estimadores de mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO) β̂
son consistentes y asintóticamente normalmente distribuidos. Un caso en el cual
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las propiedades de los estimadores MCO no se mantienen es el de regresión espuria,
producida cuando los regresores (covariables) son I(1) y son no cointegrados. Los
componentes de un vector zt son cointegrados de orden (d, b), denotado como
zt ∼ CI(d, b), si (Granger, 1981; Engle & Granger, 1987):

todos los componentes de zt son I(d), y

existe un vector α(6= 0) tal que vt = αTzt ∼ I(d− b), b > 0.

El vector α se conoce como vector de cointegración. El siguiente ejemplo ilustra
el problema de regresión espuria.

Ejemplo: Considere dos procesos independientes y no cointegrados {y1t} y
{y2t} tales que:

yit = yit−1 + eit, eit ∼ N(0, 1), i = 1, 2, t = 1, . . . , T

Se simularon T = 500 observaciones para cada serie y se graficaron en la Figura
4.21. La gráfica de los datos sugiere que las dos series están positivamente
correlacionadas. El estimador de MCO para la pendiente de la regresión de y1t

sobre y2t refuerza esta observación:

Coefficientes:
Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)

(Intercept) 5.61618 0.21009 26.732 < 2e-16
y2 0.39299 0.04229 9.293 < 2e-16

Res std error: 4.696 on 498 df
R2: 0.1478 Adjusted R2: 0.1461

DW stat: 0.064965 p-value: < 2.2e-16
F-stat: 86.36 on 1 and 498 df p-value: < 2.2e-16

donde: yi = {yi1, . . . , yiT}. El coeficiente de pendiente estimado es 0.39299 con
valor grande del estad́ıstico t y una R2 moderada. Sin embargo, el estad́ıstico
Durbin-Watson (DW stat) sugiere que hay fuerte correlación positiva entre
los residuales. Estos resultados están comúnmente asociados con una regresión
espuria.
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Figura 4.21: Datos simulados de dos procesos I(1) independientes.

Considere el modelo de regresión (4.24) y suponga que las series Yt = (yt,x
T
t ) son

I(d) no cointegradas. Entonces (4.24) es una regresión espuria y el verdadero valor
de β es cero. Los estimadores MCO tienen las siguientes implicaciones (Phillips,
1986):

β̂ no converge en probabilidad a cero, si no que converge en distribución a
una variable aleatoria no-normal, no necesariamente centrada en cero. Este
es el fenómeno de regresión espuria.

El estad́ıstico t para probar que los elementos de β son cero diverge a ±∞
cuando T →∞.

La R2 de la regresión converge a uno cuando T →∞.

La regresión con datos I(1) tiene sentido solo cuando los datos son cointe-
grados.
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Si las series Yt = (yt,x
T
t ) del modelo (4.24) son I(1) cointegradas, entonces existe

una combinación lineal de ellas que es estacionaria, o I(0). En economı́a, la com-
binación lineal βTYt se conoce como relación de equilibrio de largo plazo (Engle
& Granger, 1987). La justificación es que las series I(1) con una relación de equi-
librio de largo plazo no pueden apartarse demasiado de éste porque las fuerzas
económicas actúan para restablecer el equilibrio. Debido a que el vector β no es
único (cβTYt = β∗TYt ∼ I(0)), el vector es normalizado tal que la relación de
cointegración se puede expresar como:

yt = β1x1t + · · ·+ βkxkt + εt

donde εt ∼ I(0) es conocido como el error de desequilibrio. En el largo plazo εt es
cero, y la relación de equilibrio de largo plazo es

yt = β1x1t + · · ·+ βkxkt

Las desviaciones del equilibrio de largo plazo ejercen influencia en la dinámica de
corto plazo, descrita en la siguiente sección. Un modelo que permite la estimación
de los efectos de corto y largo plazo se conoce en la literatura como modelo de
corrección de error.

4.5.1. Modelo de corrección de error

Considere un vector bivariado Yt = (yt, xt)
T , y asuma que Yt es cointegrado con

vector de cointegración β = (1− β1)T , tal que βTYt = yt− β1xt es I(0). Engle &
Granger (1987) mostraron que la cointegración implica la existencia de un modelo
de corrección de error (ECM) de la forma:

∆yt = β01 + α1(yt−1 − β1xt−1) +
∑
j

ψj11∆yt−j +
∑
j

ψj12∆xt−j + ε1t (4.25)

∆xt = β02 + α2(yt−1 − β1xt−1) +
∑
j

ψj21∆yt−j +
∑
j

ψj22∆xt−j + ε2t (4.26)

que describe el comportamiento de yt y xt, donde ∆ denota la primera diferencia.
El ECM vincula la relación de equilibrio de largo plazo implicada por la cointe-
gración (segundo término del lado derecho) con el mecanismo de ajuste de corto
plazo que describe cómo las variables reaccionan cuando se alejan del equilibrio
(tercero y cuarto términos del lado derecho). El coeficiente αi, i = 1, 2, captura la
velocidad de ajuste hacia el equilibrio, y el término εit, i = 1, 2, representa shocks
aleatorios que el sistema recibe.
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Se encuentran en la literatura varios métodos para probar cointegración de las se-
ries de tiempo y examinar relaciones entre variables de la forma ECM, por ejemplo
Engle & Granger (1987); Johansen (1991); Pesaran et al. (2001). En un contexto
Bayesiano, recientes propuestas se pueden consultar en Kleibergen & Paap (2002);
Paap & van Dijk (2003); Sugita (2008); Diniz et al. (2012). Aplicaciones de los
modelos ECM se encuentran principalmente en economı́a y finanzas. La literatu-
ra al respecto es muy basta, pero varios ejemplos pueden revisarse en Alexander
(2001).

Desde los primeros trabajos sobre cointegración la atención se hab́ıa centrado
en las relaciones de equilibrio en las que se esperaba que algunas series estuvie-
ran cointegradas con otras. Sin embargo, en algunos casos no es posible rechazar
la hipótesis nula de no cointegración. Brenner & Kroner (1995) dan fundamen-
tos teóricos a situaciones en las que no se ha encontrado suficiente evidencia de
cointegración. Alternativamente, varios autores han propuesto modelos donde la
cointegración ocurre temporalmente. En una aplicación, Siklos & Granger (1996)
muestran que ocurre cointegración en la paridad de las tasas de interés US-Canadá
sólo bajo el régimen de control de inflación en Canadá. Los autores seleccionan un
punto que divide la serie en dos grupos. El método propuesto requiere informa-
ción sobre la localización exacta del cambio de régimen. Balke & Fomby (1997)
estudian la cointegración como un modelo de umbral, en el que las series son coin-
tegradas si se apartan demasiado del equilibrio, y son no cointegradas mientras
están cerca del equilibrio. El argumento es que hay un mecanismo de ajuste hacia
el equilibrio de largo plazo, y sólo cuando las desviaciones del equilibrio exceden
cierto umbral, los beneficios del ajuste exceden los costos; por tanto, los agentes
económicos actúan para regresar el sistema al equilibrio. Sugita (2008) introdu-
ce una aproximación Bayesiana a un modelo de cointegración Markov switching
que permite que la relación de cointegración esté o no presente dependiendo del
regimen. En el modelo, la variable de estado (regimen) denota la presencia o au-
sencia de cointegración, y el vector de cointegración se estima de su distribución
condicional, dado el conjunto estimado de los estados.

En el modelo de regresión HDP-SLDS de la sección 4.3 no se establece explicita-
mente algún supuesto sobre {y,x}, sin embargo, se asume que hay una relación
significativa (no espuria) entre las variables, y es de interés para el investigador
cuantificar tal relación. Adicionalmente, la naturaleza dinámica del modelo de re-
gresión HDP-SLDS permite que el grado de dependencia de y sobre las covariables
cambie en el tiempo, pero donde observaciones continuas comparten un modelo
dinámico determinado por un modo espećıfico. Intuitivamente, si para un modo
particular se estima un coeficiente de pendiente igual a cero, es decir, si el grado
de dependencia de y sobre una covariable es cero, entonces se espera también que
no se encuentre evidencia de cointegración en ese modo. En cambio, cuando el
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coeficiente de pendiente es distinto de cero, puede ser de interés validar la signi-
ficancia de la relación mediante cointegración. Sin embargo, en cualquier caso la
evaluación de la cointegración no es objetivo de este trabajo. Ahora, si se parte
del conocimiento de que un conjunto de variables son cointegradas, la ventaja
del modelo de regresión HDP-SLDS frente a un modelo estático, por ejemplo del
tipo ECM9, es que permite tener estimaciones para cada punto en el tiempo; es
decir, a diferencia de las propuestas de Siklos & Granger (1996); Balke & Fomby
(1997) y; Sugita (2008), en las que se asumen dos estados del sistema (presencia o
ausencia de cointegración), el modelo permite tener cualquier partición (finita) de
la muestra y un modelo para cada una, o bien, modelos compartidos entre grupos
de ellas.

4.5.2. Caso 3: Crecimiento, crédito bancario e inflación en
México: un modelo de regresión lineal dinámica

Es común encontrar que las series de tiempo económicas sean no estacionarias;
en estos casos, las técnicas clásicas de análisis de regresión darán estimaciones
espurias. El tratamiento habitual es hacer las series estacionarias. Si las series no
son integradas al mismo nivel, la aproximación de Pesaran et al. (2001) para probar
cointegración y estimar las relaciones de la forma ECM permite a las variables
tener distinto orden de integración entre ellas.

Utilizando el modelo de cointegración autoregresivo de rezagos distribuidos (ARDL,
por sus siglas en inglés) propuesto por Pesaran et al. (2001), Shah et al. (2012)
analizan la cointegración y las relaciones de corto y largo plazo entre el ı́ndice de
mercado Karachi de Pakistan y un conjunto de variables macroeconómicas (in-
flación, tipo de cambio y tasa de interés) de 2003 a 2009. En un trabajo similar,
Tinoco Zermeño et al. (2014) exploran los efectos de la inflación, el crédito pri-
vado y el desarrollo financiero en el crecimiento económico de México, medido
por el producto interno bruto, durante 1969-2011. De manera concreta, uno de
los objetivos del trabajo de Tinoco Zermeño et al. (2014) es investigar el efecto
de la inflación en las bajas tasas de crédito bancario al sector privado, y su rela-
ción de largo plazo con el crecimiento económico. La hipótesis de los autores es
que el crédito bancario al sector privado es un factor que explica las bajas tasas
de inversión del páıs y, por tanto, de crecimiento económico. La estimación del

9Aunque es común en la literatura hacer referencia a los modelos ECM como modelos dinámi-
cos, el término está asociado a que el efecto de las covariables difiere en el corto y largo plazo.
Sin embargo, los coeficientes de pendiente son globales en el sentido de que no son dependientes
del tiempo. En cambio, en un modelo dinámico del tipo LDS los estados evolucionan con el
tiempo.
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modelo ARDL se realiza en dos etapas: (1) verificar el número óptimo de rezagos
para la primera diferencia de las variables; (2) probar la existencia de cointegra-
ción. Se estiman cuatro modelos para investigar cualquier efecto negativo de la
inflación sobre el crecimiento. Todos los modelos incorporan como covariables: el
gasto en consumo del gobierno, la formación bruta de capital fijo, las exporta-
ciones de bienes y servicios, la inflación, y una variable dummy de liberalización
financiera. Adicionalmente, cada uno incluye una covariable distinta (préstamos
al sector privado, activos bancarios, pasivos ĺıquidos, e ı́ndice de desarrollo finan-
ciero, construido por los autores usando análisis de componentes principales) y
su interacción con la inflación. La Ec. (4.27) reproduce el modelo que incluye los
préstamos al sector privado y su interación con la inflación.

∆PIBt = α0 +

p∑
j=0

βj∆PIBt−j +

p∑
j=0

γj∆GOBt−j +

p∑
j=0

φj∆XPt−j

+

p∑
j=0

ζj∆INVt−j +

p∑
j=0

ηj∆INFt−j +

p∑
j=0

ϕj∆CPt−j

+

p∑
j=0

ψj∆INF × CPt−j + σ1PIBt−1 + σ2GOBt−1

+σ3XPt−1 + σ4INVt−1 + σ5INFt−1 + σ6CPt−1

+σ7INF × CPt−1 + ut (4.27)

donde:

PIB: logaritmo del producto interno bruto.

GOB: logaritmo del gasto en consumo del gobierno.

INV : logaritmo de formación bruta de capital fijo.

XP : logaritmo de las exportaciones de bienes y servicios.

INF : incremento anual promedio del ı́ndice de precios al consumidor.

CP : logaritmo del credito bancario al sector privado.

LIB: variable dummy que captura el proceso de liberalización.

La variable LIB captura el proceso de liberalización, de manera que LIBt = 1
si t ≤ 1987, y LIBt = 0 si t > 1987; el resto de las series de datos tienen como
año base 2005. p es la medida óptima del rezago, ∆ indica primera diferencia de

138



4.5. Regresión espuria y cointegración

las variables, y ut es el término de error. Los coeficientes βj, γj, φj, ζj, ηj, ϕj,
y ψj representan la dinámica de corto plazo de las variables, mientras que los
coeficientes σi, i = 1, . . . , 7, representan la dinámica de largo plazo.

Con el objetivo de comparar el modelo de regresión HDP-SLDS frente al modelo
ECM, considere la siguiente ecuación:

PIBt = β0t + β1tXPt + β2tGOBt + β3tINVt + β4tCPt

+β5tINFt + β6tINF × CPt + β7tLIBt + ut (4.28)

donde el significado de las variables involucradas es el mismo dado para la Ec.
(4.27). Note que el modelo (4.28) es más parsimonioso que el (4.27), no obstante
que los coeficientes de pendiente están indexados por t.

En la propuesta de Tinoco Zermeño et al. (2014), la dinámica de los coeficientes de
pendiente se captura mediante las estimaciones de corto y largo plazo de un modelo
ECM (ver sección 4.4.1). La dinámica de los coeficientes de la Ec. (4.28) se modela
como en (4.6), de manera que la evolución se captura teniendo una estimación
para cada punto t del tiempo. Los valores de los hiperparámetros asumidos para
las distribuciones a priori del modelo fueron como sigue: K = 30 como el ĺımite
de truncamiento de la distribución de transición; n0 = 9 grados de libertad y
S0 = I9 (matriz identidad de tamaño 9×9) para la varianza del error del proceso;
ra = rb = 10 (parámetros de forma y escala) de una distribución Ga(ra, rb) para
la precisión del error de observación y; a = 1 (parámetro de forma) y b = 100
(parámetro de escala) de una distribución Ga(a, b) para el parámetro de precisión

α
(k)
j .

El Algoritmo 3 (sección 4.4) se iteró 30,000 veces. Los resultados que se reportan
se obtuvieron como el promedio de 4,001 muestras obtenidas tomando 1 de cada
5 iteraciones de la 10,000 a la 30,000. La información usada fue obtenida de la
base de datos World Development Indicators del Banco Mundial. La diferencia
con la información usada por Tinoco Zermeño et al. (2014) es que se incluyen 8
años más a la serie (ver Figura 4.22): 1961-2011 vs. 1969-2011. La razón de esto
es que hay disponibilidad de la información. La Figura 4.23 muestra la evolución
de los coeficientes de pendiente estimados; los valores se comparan en seguida de
la figura con los coeficientes de largo plazo estimados por Tinoco Zermeño et al.
(2014), que se muestran en paréntesis y son llamados nivel de referencia.
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Figura 4.22: log(PIB,GOB, INV,XP ), INF,CP : México, 1961-2011.
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Figura 4.23: Estimaciones dinámicas de los coeficientes de pendiente βjt.

Exportaciones

(0.203). El coeficiente de pendiente estimado asociado a las exportaciones se en-
cuentra por encima del nivel de referencia. Las principales caracteŕısticas de la
dinámica del coeficiente es la tendencia decreciente a partir de los últimos años
de la década de los 80, coincidente con el declive en los precios del petróleo, y un
breve crecimiento después la entrada en vigor del TLCAN.
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Gasto en consumo del gobierno

(0.352). El coeficiente de pendiente estimado asociado al gasto público oscila en-
tre el nivel de referencia; sin embargo, el promedio es superior hasta la primera
mitad de la década de los 80, y a partir de entonces comienza a descender. Esto se
explica por la función que el gobierno, a través del gasto público, ha tenido en la
economı́a mexicana en distintos periodos, como mecanismo de ajuste de la acti-
vidad económica. Durante la mayor parte de la década de los 80, el gasto público
tuvo una recomposición, producto de la crisis económica de 1982, reduciendo la
proporción del gasto programable (gasto corriente y de capital) y aumentando
el gasto no programable (intereses, amortizaciones y participación en la deuda
pública), por lo que los efectos del gasto público en la economı́a se constituyeron
como no productivos. Adicionalmente, como parte del programa de austeridad
fiscal introducido en 1986 con el fin de estabilizar la economı́a, las autoridades
gubernamentales redujeron el gasto, particularmente en el periodo 1990-1999, de
manera que la participación del gasto público total en el producto interno bruto
pasó de un promedio anual de 36.58 % en la década de los ochenta a una partici-
pación promedio anual de 21.93 % en la década de los noventa, y de 22.26 % en la
primera década del siglo XXI (Hernández Mota, 2011).

Inversión

(-0.009). Una de las principales diferencias en las estimaciones de los coeficientes
de pendiente en los dos modelos es la asociada a la inversión. En el trabajo de
Tinoco Zermeño et al. (2014) el coeficiente resultó no significativo y con signo
contrario al esperado. En cambio, las estimaciones con el modelo de regresión
HDP-SLDS oscilan entre 0.35 y 0.5. La formación bruta de capital fijo (FBCF) es
un componente fundamental de la inversión productiva, y está vinculada positiva-
mente al crecimiento económico de un páıs. Los páıses con menor FBCF respecto
al PIB tienen menores tasas de crecimiento (ver Góngora Pérez, 2012).

Crédito bancario al sector privado

(0.260). El coeficiente de pendiente estimado asociado al crédito privado se en-
cuentra por debajo del nivel de referencia. La dinámica mantiene un nivel más o
menos constante, pero destaca la disminución en el periodo 1977-1985. Sin em-
bargo, como señala Tinoco Zermeño et al. (2014), los resultados sugieren que
la disponibilidad de crédito bancario al sector privado en la economı́a ejerce un
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impacto positivo sobre el producto interno bruto real.

Inflación

(-0.099). La dinámica del coeficiente de pendiente estimado asociado a la medida
de la inflación se puede dividir en dos periodos: hasta antes de 1980 el valor del
coeficiente es positivo, y a partir de ese año el coeficiente es negativo. No hay con-
senso en la literatura sobre el efecto del incremento en los precios sobre el PIB de
un páıs. Hay argumentos a favor de que la inflación es necesaria para el crecimiento
económico (ver por ejemplo Mallik & Chowdhury, 2001), mientras que los opo-
sitores prueban una relación negativa directa o indirecta (por ejemplo, Fisher &
Modigliani, 1978; Clark, 1982; Smyth, 1995). Otros estudios sugieren que el efecto
de la inflación sobre el producto es negativo pero sólo en el corto plazo, mientras
que en el largo plazo no tiene un efecto real (ver Faria & Carneiro, 2001), o bien,
que el efecto de la inflación sobre el crecimiento es negativo y estad́ısticamente
significativo sólo si el nivel de inflación está por encima de un umbral (el umbral
encontrado por Risso & Carrera, 2009 para el caso de la economı́a mexicana en
el periodo 1970-2007 es de 9 %). Por otro lado, Ghosh & Phillips (1998); Paul
et al. (1997) discuten que no hay relación causal entre la inflación y el crecimiento
económico.

La Figura 4.23 muestra el coeficiente estimado entre -0.05 y 0.05, es decir, un
aumento de 1 % en la inflación altera el PIB en ±0.05 %. El cambio de signo
coincide con el señalamiento de Kilic & Arica (2014) de que la dirección de la re-
lación inflación-crecimiento económico es sensible al periodo de tiempo estudiado;
hasta la década de 1970, cuando la inflación no era considerada un problema muy
serio, los estudios emṕıricos indican un efecto positivo de la inflación sobre el cre-
cimiento económico, pero a partir de 1980 se encuentran efectos negativos de esa
relación. En el caso de México, después de la crisis de deuda de 1982 la economı́a
mostró tasas crecientes de inflación, estancamiento y severa devaluación. En 1987
la inflación superó 130 %. Ante esta situación se adoptó un programa de estabili-
zación que logró reducir la inflación gradualmente (ver Cárdenas, 1996). A partir
de entonces, y particularmente en la última década del periodo de análisis, uno
de los objetivo de poĺıtica monetaria ha sido mantener bajas tasas de inflación10.

10En 1999 el banco central anunció como objetivo mantener niveles de inflación por debajo
de 2 d́ıgitos, y a partir de 2002 alcanzar una inflación anual de 3 %, con un intervalo de ±1 %
(http://banxico.org.mx).
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Inflación y crédito privado

(-0.07 %) El valor del coeficiente estimado para el término de interación entre la in-
flación y el crédito privado es semejante al asociado para la inflación: hasta 1982 el
valor es positivo, y a partir de ese año es negativo. Como señalan Tinoco Zermeño
et al. (2014), un incremento en la inflación está asociado con una disminución en
el producto a través de su efecto en el crédito bancario al sector privado. Sin em-
bargo, la evidencia emṕırica sugiere que el efecto es negativo cuando se presentan
periodos de alta inflación y se adoptan poĺıticas de control de inflación.

Liberalización financiera

(0.178). El coeficiente asociado a la variable dummy que captura el proceso de
liberalización financiera oscila entre (0.05, 0.25), intervalo que cubre el valor es-
timado por Tinoco Zermeño et al. (2014). La categoŕıa de referencia usada para
esta variable es la eliminación de represión financiera, es decir, liberalización. Por
tanto, el coeficiente sugiere que la represión está positivamente asociada al cre-
cimiento, contrario a la interpretación que dan Tinoco Zermeño et al. (2014), y
al signo que se esperaŕıa para este coeficiente. Más aún, el incremento medio del
PIB durante el periodo de represión financiera ha sido mayor al incremento me-
dio después de la liberalización, lo que sugiere que las poĺıticas de liberalización
financiera por śı solas no contribuyen a estimular el crecimiento económico.

Ajuste

La Figura 4.24 muestra la serie del logPIBt (ĺınea continua azul) y el ajuste (ĺınea
punteada roja), obtenido como:

ˆPIBt = β̂0t + β̂1tXPt + β̂2tGOBt + β̂3tINVt + β̂4tCPt

+β̂5tINFt + β̂6tINF × CPt + β̂7tLIBt (4.29)

donde: β̂jt, j = 0, 1, . . . , 7; t = 1961, . . . , 2011, son los valores de la Figura 4.23. Ti-
noco Zermeño et al. (2014) reportan el coeficiente de determinaciónR2(ajustada) =
0.791 para el modelo dado en (4.27). Calculando el mismo coeficiente de una re-
gresión con los valores observados vs. los valores ajustados por (4.29) se obtiene:
R2(ajustada) = 0.9989. Aunque el modelo (4.28) propuesto para los datos del
PIB no identificó cambios de modo, las estimaciones obtenidas proporcionan buen
ajuste para la serie.
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Figura 4.24: Ajuste para los datos del logaritmo del producto interno bruto (PIB),
1961-2011.

4.6. Conclusiones

El caṕıtulo desarrolla una propuesta de modelos de regresión dinámica para series
de tiempo que identifica cambios de modo en una serie con alta probabilidad de
persistencia en un mismo modo. Con datos simulados, hay evidencia de que el
modelo identifica aceptablemente los modos; sin embargo, para una evaluación
más precisa se debe buscar una alternativa de solución al inconveniente generado
por el label switching problem. La estimación del vector de estados, es decir, de los
coeficientes de pendiente en análisis de regresión que cuantifican el efecto que las
covariables asociadas tienen sobre las observaciones, tiene una trayectoria similar
a los valores usados para simulación, y aunque hay discrepancia entre las dos
series, debida a que las diagonales de las matrices de evolución se forzaron a tener
valores fijos, el ajuste de las observaciones es casi perfecto.

Adicional a la evaluación con datos simulados, la propuesta fue ilustrada con
tres casos prácticos. El primero trata un tema que actualmente ha sido objeto
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de especial atención en el ámbito económico por la reciente evolución que ha
mostrado: la dinámica diaria del tipo de cambio en México. La principal diferencia
con estudios similares hasta ahora encontrados en la literatura, como los Markov
switching models, es que no se asume que el tipo de cambio transita sólo entre dos
modos. El periodo en estudio fue 1970-2016. El Algoritmo identificó dos modos
con cambios coincidentes con una serie de eventos económicos asociados a periodos
de crisis, lo que sugiere que el tipo de cambio es vulnerable a la disminución de la
actividad económica. Adicionalmente, identificó periodos de alta volatilidad más
frecuentes después de 2008 y persistencia en el régimen de alta volatilidad a partir
del segundo semestre de 2015, acompañada de una tendencia creciente en el nivel.
El Algoritmo mostró muy buen ajuste para la serie.

El segundo caso investiga la relación entre niveles de ozono y la temperatura. Se
usa información de dos estaciones de monitoreo de la Cd. de México. Las esti-
maciones de los coeficientes de pendiente coinciden con los resultados obtenidos
por Huerta et al. (2004): la exposición a la contaminación ambiental cambia entre
estaciones, y el efecto de la temperatura cambia con el tiempo pero no entre esta-
ciones. El Algoritmo identificó sólo un modo para las series, tal como se esperaba
para este ejemplo.

El último caso de estudio compara los resultados obtenidos de un modelo de co-
rrección de error model propuesto por Tinoco Zermeño et al. (2014) que relaciona
el crecimiento en México, medido por el producto interno bruto, con un conjunto
de variables macroeconómicas (inflación, crédito bancario al sector privado, gasto
en consumo del gobierno, formación bruta de capital fijo, exportaciones y una va-
riable dummy que denota la liberalización financiera). Los coeficientes estimados
con el modelo de regresión HDP-SLDS capturan la dinámica de evolución de las
covariables en cada punto del tiempo. La dinámica es el resultado del efecto que la
poĺıtica económica tiene sobre las covariables y, por ende, sobre las observaciones.
Esto contribuye a evaluar los alcances de esas poĺıticas y a la toma de decisiones.
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Caṕıtulo 5

Selección de variables en SLDS

5.1. Introducción

El objetivo de la de variables es elegir el mejor subconjunto de un conjunto de
posibles predictores. En términos de regresión, implica identificar las variables
explicativas más informativas para obtener un modelo más parsimonioso e inter-
pretable.

Cuando se trabaja con series de tiempo económicas, por ejemplo, es común aso-
ciar una variable objetivo a un subconjunto de variables explicativas dependiendo
del interés del investigador, de manera que, si un modelo incluye todos los posi-
bles subconjuntos, el tamaño del vector de predictores seŕıa grande. Entonces, es
importante determinar el modelo más simple, en términos de las variables más
relevantes, que mejor explique a la variable objetivo. La hipótesis planteada en
esta tesis es que una variable puede resultar relevante en un periodo, dada su
interacción con algún evento no anticipado o que no está presente a lo largo de
todo el tiempo en estudio, pero no en otros periodos. Esta presunción se basa en
el carácter dinámico de las series de tiempo; comúnmente, las series de tiempo
económicas están disponibles por grandes periodos que cubren diferentes eventos,
como crisis, cambios poĺıticos, y cambios en los mercados financieros, por mencio-
nar algunos. Entonces, es razonable suponer que la dinámica de los parámetros de
regresión obedece también a las consecuencias que esos eventos tienen sobre las
variables explicativas.

Como ya se ha mencionado en los caṕıtulos previos, los LDS son flexibles para
incorporar información relevante para predecir el vector de estados conforme el
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tiempo evoluciona, y son usados para modelar series de tiempo con comporta-
mientos irregulares. Los SLDS permiten explicar fenómenos aun más complejos,
permitiendo cambios en el modelo a través del tiempo. En el contexto de regresión
lineal, dichos cambios han sido expresados hasta ahora por distintos valores de los
coeficientes de regresión.

El objetivo en este caṕıtulo es incorporar la selección de variables para identificar
las relevantes en cada uno de los modos. Esto implica que la ecuación de observa-
ciones es espećıfica a cada modo a través del error de medición (extensión del LDS
desarrollada en el Caṕıtulo 4) y de la matriz diseño. La selección de variables es
entonces un elemento adicional para distinguir entre modos. El modelo resultante
permite expresar la relación entre la variable respuesta y los predictores de una
forma más simple y adecuada a cada periodo de tiempo.

El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: la sección 5.2 describe la
metodoloǵıa propuesta para la selección de variables en un SLDS. En la sección
5.3 se evalúa el desempeño en ajuste del modelo propuesto mediante un estudio
de simulación considerando tres escenarios, cada uno con distinta configuración de
parámetros. Por último, en la sección 5.4 se resumen los resultados del caṕıtulo.

5.2. El modelo

La propuesta se basa en el algoritmo de Kuo & Mallick (1998), que introduce
variables indicadoras en la ecuación de regresión para incorporar los 2p submodelos
posibles (asumiendo que siempre se incluye un término de intercepto), donde p es
el número de covariables en el modelo. Para desarrollar la extensión a los SLDS,
se asume que γ

(zt)
j es la variable indicadora con soporte en {0, 1}; entonces, la

ecuación para yt está dada por:

yt = β0 +

p∑
j=1

βtjγ
(zt)
j xtj + w

(zt)
t (5.1)

La modelación de las variables indicadoras γ
(k)
j se realiza con información de las

observaciones yt tales que zt = k. El supeŕındice significa que la inclusión o no de
una covariable es particular a cada modo. Los detalles se presentan más adelante.
Como antes, se asume que w

(zt)
t ∼ N(0, R(zt)).

Para cada k, las γ
(k)
j se eligen independientemente una de otra con distribución
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Bernoulli, Be(pj), j = 1, . . . , p. El parámetro pj es la probabilidad de incluir la

j-ésima covariable en el modelo. Cuando γ
(k)
j = 1, las xtj tales que zt = k se

incluye en el modelo de regresión; si γ
(k)
j = 0, entonces esos valores se omiten del

modelo de regresión. En ausencia de información a priori, se asume pj = 1
2

para
toda j, que implica igual probabilidad para todos los 2p posibles submodelos en
cada modo.

En forma matricial, la Ec. (5.1) se puede escribir de la siguiente manera:

yt = X
(zt)′

t βt + w
(zt)
t ,

donde: X
(zt)′

t = {1 γ
(zt)
1 xt1 · · · γ

(zt)
p xtp} y βt = {βt0 βt1 · · · βtp}′. El modelo

completo es el siguiente:

zt|zt−1,∼ πzt−1

γ
(zt)
j ∼ Be(1, p

(zt)
j ) (5.2)

βt = A(zt)βt−1 + e
(zt)
t

yt = X
(zt)′

t βt + w
(zt)
t .

Como en el Caṕıtulo 4, la variable latente zt, que sigue un proceso de Markov dis-
creto de primer orden, con distribución de transición πzt−1 , denota el modo oculto
al tiempo t; βt es el vector de estados del LDS al tiempo t, y et ∼ N(0,Σ(zt)).

Dado γ(zt) = {γ(zt)
1 · · · γ

(zt)
p }, la actualización de zt y βt se realiza como se

especifica en el Algoritmo 3, solamente reemplanzando el vector Xt por X
(zt)
t .

Para cada k, k = 1, . . . , K, donde K es el ĺımite de truncamiento del HDP, hay
2p distintos vectores posibles γ(k); sin embargo, K y 2p no necesariamente son
iguales. En consecuencia, el proceso de agrupación de las observaciones distingue
los siguientes casos:

1. Si K > 2p y el modelo distingue M modos, tal que M > 2p, algunos de ellos
compartirán vectores γ(k), y la distinción entre estos estará dada solamente
por los parámetros dinámicos del LDS.

2. Independientemente de la magnitud de K con respecto a 2p, si el modelo
distingue M modos, tal que M ≤ 2p, entonces cada modo puede estar di-
ferenciado por las covariables que determinan las observaciones, adicional a
la distinción determinada por el SLDS. Sin embargo, puede ocurrir que dos
o más modos compartan las mismas covariables; en este caso, la distinción
entre ellos estará dada también sólo por los parámetros dinámicos del LDS.
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Para determinar la actualización de γ(k) considere lo siguiente:

ϑ
(zt)
tj = βtjγ

(zt)
j , j = 0, 1, . . . , p

γ
(k)
0 = 1 para toda k ∈ {1, . . . , K}

ϑ
(zt)
t = (ϑ

(zt)
t0 , ϑ

(zt)
t1 , . . . , ϑ

(zt)
tp )′ = (βt0, βt1γ

(zt)
1 , . . . , βtpγ

(zt)
p )′,

tal que:

yt = X ′tϑ
(zt)
t + w

(zt)
t .

La distribución a priori para ϑ
(zt)
tj es una mezcla de una densidad normal con

media A(zt)βt−1 y varianza Σ(zt) con probabilidad pj, y masa en 0 con probabilidad
(1−pj). Esta elección de la distribución a priori permite, con probabilidad positiva,
hacer 0 los coeficientes de regresión (Kuo & Mallick, 1998). El método de selección
de variables es entonces un proceso discreto, donde las covariables son retenidas
o retiradas del modelo, y la actualización se toma de:

γ
(k)
j |γ

(k)
−j ,β

(k), R(k), y1:T ∼ Be(1, p̃
(k)
j ), j = 1, . . . , p (5.3)

donde γ
(k)
−j = (γ

(k)
1 , . . . , γ

(k)
j−1, γ

(k)
j+1, . . . , γ

(k)
p ), β(k) contiene los coeficientes βt tales

que zt = k, y:

p̃
(k)
j = c

(k)
j /(c

(k)
j + d

(k)
j )

con:

c
(k)
j = p

(k)
j exp

{
− 1

2
R(k)−1

∑
{t:zt=k}

(yt −X ′tϑ
(zt)∗
t )2

}
(5.4)

d
(k)
j = (1− p(k)

j ) exp
{
− 1

2
R(k)−1

∑
{t:zt=k}

(yt −X ′tϑ
(zt)∗∗
t )2

}
. (5.5)

En (5.4), el vector columna ϑ
(zt)∗
t es el vector ϑ

(zt)
t con el j-ésimo elemento re-

emplazado por βtj; en (5.5), el vector ϑ
(zt)∗∗
t se obtiene de ϑ

(zt)
t reemplazando

el j-ésimo elemento por 0. Note que para la actualización de γ
(k)
j , el vector de

covariables es Xt; para la actualización de βt, el vector de variables indicadoras

γ(zt) es absorbido en el vector de covariables X
(zt)
t . Cuando un modo k no tiene

observaciones, entonces la actualización de cada γ
(k)
j correspondiente se toma de

la a priori. El algoritmo 4 resume el muestreo Gibbs para inferencia del modelo
(5.2).
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Algoritmo 4. Muestreo Gibbs para el modelo de regresión HDP-SLDS con
selección de variables

1. Seguir los pasos del Algoritmo 3 de la Sección 4.4, solamente reem-
plazando Xt por X

(zt)
t en donde corresponda.

2. Para cada k ∈ {1, . . . , K} y j = 1, . . . , p: Si {t : zt = k} = {∅},
entonces muestrear γ

(k)
j de B(pj); de otro modo, actualizar γ

(k)
j de

B(p̃
(k)
j ), con p̃

(k)
j = c

(k)
j /(c

(k)
j + d

(k)
j ), donde c

(k)
j y d

(k)
j se calculan como

en (5.4) y (5.5), respectivamente.

5.3. Estudio de simulación

Para evaluar el desempeño en ajuste del modelo (5.2) se consideran 3 escenarios:

1. T = 500 observaciones igualmente distribuidas en 2 modos; cada modo se
observa en 2 intervalos de tiempo no adyacentes de igual longitud.

2. T = 500 observaciones distribuidas aleatoriamente en 2 modos, con alta
probabilidad de permanencia en un mismo modo.

3. T = 600 observaciones igualmente distribuidas en 3 modos; cada modo se
observa una vez (en un intervalo de tiempo).

Los resultados obtenidos con estos escenarios dan evidencia de la habilidad del
modelo para aprender acerca del número de modos en la distribución y su loca-
lización, para estimar los coeficientes de regresión, y para identificar las variables
importantes en cada modo.

En cada uno de los tres escenarios, los modos están definidos por el conjunto
{A(k),Σ(k), R(k),γ(k)}. El proceso de simulación de las observaciones en los esce-
narios 1 y 2 se realizó bajo la siguiente configuración de parámetros dinámicos:

1. Las matrices dinámicas A(k), k = 1, 2, se definieron como

A(1) =

0.85 0 0
0 1 0
0 0 1

 ; A(2) =

0.85 0 0
0 0.65 0
0 0 0.65
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5.3. Estudio de simulación

2. Las matrices de covarianzas del error de evolución Σ(k) se tomaron de la
distribución a priori: Σ(k) ∼ IW(n0, S

(k)
0 ), donde n0 = p + 2 grados de

libertad, S
(1)
0 = Ip y S

(2)
0 = 2Ip.

3. La precisión del error observacional se seleccionó como: 1/R(k) ∼ Gam(ar, br),
donde ar = 1 (parámetro de forma) y br = 2 (parámetro de escala).

4. La secuencia de modos z1:T para el escenario 1 se estableció como se muestra
en la Figura 5.1: las observaciones en los intervalos t ∈ [1, 125] y t ∈ [251, 375]
pertenecen al modo 1, y las observaciones en t ∈ [126, 250] y t ∈ [376, 500]
pertenecen al modo 2. La secuencia de modos para el escenario 2 se muestra
en la Figura 5.5a.

5. El vector de variables indicadoras γ(k), k = 1, 2, usado en cada modo en
ambos escenarios, fue el siguiente:

γ(1) = (1, 0, 1)

γ(2) = (1, 1, 0),

donde el primer elemento de cada vector está asociado al intercepto, y los
demás elementos están asociados a covariables.

Dados los parámetros dinámicos, la simulación de las observaciones en los tres
escenarios se realiza de la siguiente manera:

Pasos para simular las observaciones

1. Para cada t = 1, . . . , T y j = 1, . . . , p, generar el valor xtj de la matriz diseño
como sigue:

xtj = υxt−1,j + htj, htj ∼ N(0, 1)

x0j = 0 ∀j,

donde υ = 1 en el escenario 1, y υ = 0.9 en los escenarios 2 y 3.

2. Para cada t = 1, . . . , T ,

a) Generar el vector de estados βt de tamaño p:

βt = A(zt)βt−1 + et, et ∼ N(0,Σ(zt)), β0 = 0.
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5.3. Estudio de simulación

b) Generar las observaciones yt mediante

yt =

p∑
j=0

βtjγ
(zt)
j xtj + wt, wt ∼ N(0, R(zt)), xt0 = 1.

Siguiendo el Algoritmo 4, se realizaron 20,000 iteraciones de cada escenario de-
finiendo K = 30 como nivel de truncación del HDP, y usando ARD como dis-
tribución a priori para las columnas de la matriz A(k), IW para Σ(k), e IG para
la varianza del error de medición, con la siguiente configuración inicial de hiper-
parámetros:

Valores iniciales de los hiperparámetros

1. Se asume que todas las covariables están presentes en todos los modos, es
decir, γ

(k)
j = 1, para toda j y toda k.

2. La transición del modo k, k = 1, . . . , K, a cualquier otro modo, se asume
igualmente probable; es decir, cada elemento de la matriz de probabilidades
de transición es 1/K: πk = [1/K, · · · , 1/K] ∀k.

3. Cada elemento de z1:T se toma independiente de una distribución categórica
con probabilidad 1/K para cada una de las K categoŕıas.

4. Para cada k = 1, . . . , K:

a) Las columnas de A(k) se seleccionan independientes de N(0, 1/α
(k)
j Ip),

donde α
(k)
j ∼ Gam(1, 1/100), tal que E(α

(k)
j ) = 100. Esta elección

implica que inicialmente se asume una pequeña contribución de cada
componente del vector de estados al sistema.

b) Σ(k) ∼ IW(p+ 2, Ip).

c) La precisión del error de medición 1/R(k) se toma de Gam(1, 1/2), tal
que E(1/R(k)) = 2.

5. Para el sticky HDP-HMM implicado en la actualización del vector de modos
z1:T , se usa la misma configuración de hiperparámetros que en la Sección
4.4.3.

Los resultados que se presentan se calcularon descartando las primeras 5,000 ite-
raciones como burn-in.
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5.3. Estudio de simulación

Escenario 1.

La Figura 5.1 muestra las observaciones, secuencia de modos y covariables si-
muladas. En la Figura 5.2 se presentan las secuencias simuladas y estimadas de
los componentes del vector de estados: las Figuras 5.2a-5.2b corresponden a las
gráficas de la secuencia de los componentes de βt y β̂t, mientras que las Figuras
5.2c-5.2d corresponden a las gráficas de la secuencia de los componentes de βt y

ϑ̂
(zt)

t . En las dos gráficas de la fila superior, las series estimadas siguen muy bien
a las simuladas en los intervalos en los que la covariable asociada a cada com-
ponente está presente. Por ejemplo, en el modo 1 la covariable presente es xt2,
y la secuencia correspondiente a β̂t2 ajusta bien en los intervalos t ∈ [1, 125] y
t ∈ [251, 375], no aśı en el resto de la serie. Las gráficas de la segunda fila dan evi-
dencia de la capacidad del modelo para seleccionar las covariables importantes en
cada modo. Como se esperaba, en los intervalos en los que la covariable asociada
a cada componente está ausente, ϑ̂

(k)
tj = β̂tj γ̂

(k)
j es cercano a cero.
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Figura 5.1: Escenario 1. (a): observaciones y secuencia de modos; (b): covariables.
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Figura 5.2: Escenario 1. (a) βt1, β̂t1; (b) βt2, β̂t2; (c) βt1, ϑ̂
(zt)
t1 ; (d) βt2, ϑ̂

(zt)
t2 .

En la Figura 5.3a se grafica el número de modos en los que se agrupa a las obser-
vaciones en cada iteración. La figura no sugiere claramente que las observaciones
se estén agrupando en algún número de modos. Un acercamiento mayor a los re-
sultados se muestra en la Figura 5.3b; la gráfica corresponde al número de modos
que concentra al menos 30 % de las observaciones en cada iteración. Esta figura
revela que los datos se agrupan principalmente en 2 modos.
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Figura 5.3: Escenario 1. (a): número de modos en cada iteración; (b): modos sig-
nificativos.

Por último, en la gráfica 5.4a se muestra el ajuste de la serie de observaciones,

ŷt = X ′tϑ̂
(zt)

t , y la gráfica 5.4b compara la secuencia de modos simulada con la
obtenida de la última iteración. Esta gráfica confirma lo que se mencionó antes, el
algoritmo identifica esencialmente dos modos. Se incluye además una estimación
de la probabilidad de cambio de modo. Las probabilidades mayores coinciden con
los cambios de la secuencia.
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Figura 5.4: Escenario 1. Ajuste de observaciones, secuencia de modos y probabi-
lidad de punto de cambio.
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Escenario 2.

La Figura 5.5 presenta la serie de datos, secuencia de modos y covariables simula-
das. Las gráficas de la Figura 5.6 muestran que el modelo es capaz de identificar
las variables relevantes en cada modo, aún cuando alguno tenga pocas observacio-
nes. Para ver esto más claramente, las gráficas 5.6c y 5.6d contienen la secuencia
de modos simulada (ĺınea negra punteada). Se puede apreciar que la secuencia
ajustada es cero en los intervalos en los que la covariable asociada se simuló como
no importante para el modo. Como consecuencia, las probabilidades más grades
de un cambio de modo coinciden con los cambios verdaderos de la secuencia de
modos, no obstante que hay subintervalos con baja persistencia temporal (Figu-
ra 5.8b); adicionalmente, las observaciones son clasificadas principalmente en dos
modos (Figura 5.7). El resultado final es el buen ajuste de la serie (Figura 5.8a).
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Figura 5.5: Escenario 2. (a): observaciones y secuencia de modos; (b): covariables.
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Figura 5.6: Escenario 2. (a) βt1, β̂t1; (b) βt2, β̂t2; (c) βt1, ϑ̂
(zt)
t1 ; (d) βt2, ϑ̂
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t2 .

158



5.3. Estudio de simulación

Iteración

m
od
os

1
50
0

10
00

15
00

20
00

25
00

30
00

35
00

40
00

45
00

50
00

55
00

60
00

65
00

70
00

75
00

80
00

85
00

90
00

95
00

10
00
0

10
50
0

11
00
0

11
50
0

12
00
0

12
50
0

13
00
0

13
50
0

14
00
0

14
50
0

15
00
0

15
50
0

16
00
0

16
50
0

17
00
0

17
50
0

18
00
0

18
50
0

19
00
0

19
50
0

20
00
0

3
5

7
9

11
13

15
17

19
21

23
25

27
29

(a)

Iteración

M
od
os

50
01

55
00

60
00

65
00

70
00

75
00

80
00

85
00

90
00

95
00

10
00
0

10
50
0

11
00
0

11
50
0

12
00
0

12
50
0

13
00
0

13
50
0

14
00
0

14
50
0

15
00
0

15
50
0

16
00
0

16
50
0

17
00
0

17
50
0

18
00
0

18
50
0

19
00
0

19
50
0

20
00
0

0
1

2
3

(b)

Figura 5.7: Escenario 2. (a): número de modos en cada iteración; (b): modos
significativos.65.8 %
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Figura 5.8: Escenario 2. Ajuste de observaciones, secuencia de modos y probabi-
lidad de punto de cambio.

Escenario 3.

Con el objetivo de investigar el comportamiento del modelo ante la presencia de
más de 2 modos, se simuló una secuencia de 600 datos agrupados en 3 modos, con
la siguiente configuración de parámetros dinámicos:
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1. Las matrices dinámicas A(k), k = 1, 2, 3, se definieron como

A(1) =

[
0.85 0
0 1I3

]
; A(2) =

[
0.85 0
0 0.65I3

]
; A(3) =

[
0.85 0
0 0.85I3

]
;

2. Las matrices de covarianzas del error de evolución Σ(k) se tomaron de la
distribución a priori: Σ(k) ∼ IW(n0, S

(k)
0 ), donde n0 = p + 2 grados de

libertad, S
(1)
0 = S

(3)
0 = 2Ip, S

(2)
0 = Ip.

3. La varianza del error observacional se eligió aleatoriamente en cada modo
como 1/R(k) ∼ Gam(1, 0.5), obteniendo: R(1) = 4.2, R(2) = 2.2 y R(3) = 0.4.

4. La secuencia z1:T se estableció con igual número de observaciones en cada
modo. Las primeras 200 observaciones corresponden al modo 1, las siguientes
200 observaciones al modo 2, y las últimas al modo 3.

5. El vector de variables indicadoras γ(k), k = 1, 2, 3, se eligió aleatoriamente,
tal que γ

(k)
j ∼ Be(1, p), para j = 1, 2, 3 independientes, con p ∼ U(0, 1). Los

vectores resultaron como sigue

γ(1) = (1, 0, 1, 1)

γ(2) = (1, 0, 0, 1)

γ(3) = (1, 1, 1, 0),

donde el primer elemento de cada vector indica el intercepto, y los demás
elementos indican las covariables.

La Figura 5.9 muestra las observaciones, secuencia de modos y covariables simu-
ladas. Note que sin información previa acerca de los modos a los que pertenecen
las observaciones, no es fácil distinguir entre los modos 2 y 3. Las gráficas en la
columna izquierda de la Figura 5.10 corresponden a las secuencias de los compo-
nentes de las pendientes en βt y β̂t; de forma similar, las gráficas de la columna

derecha corresponden a las secuencias βt y ϑ̂
(zt)

t . En todos los casos, las secuencias
tienen el ajuste esperado, los valores estimados siguen a los valores verdaderos en
los intervalos en los que la covariable asociada al componente es significativa.
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Figura 5.9: Escenario 3. (a): observaciones y secuencia de modos; (b): covariables.
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Figura 5.10: Escenario 3. (a) βt1, β̂t1; (b) βt2, β̂t2; (c) βt3, β̂t3; (d) βt1, ϑ̂
(zt)
t1 ; (e)

βt2, ϑ̂
(zt)
t2 ; βt3, ϑ̂

(zt)
t3 .
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Como en los escenarios 1 y 2, la Figura 5.11a muestra el número de modos en los
que se agrupan las observaciones en cada iteración, y la Figura 5.11b corresponde
al número de modos significativos, con al menos 25 % de las observaciones en cada
uno. La gráfica 5.12b muestra la probabilidad estimada de cambio de modo para
cada t. Se distinguen 2 puntos t con alta probabilidad que dividen la secuencia
de datos en 3 intervalos. En una situación real en la que no se tiene conocimiento
del número de modos y dónde se originan los cambios, no es posible conocer
con esta gráfica qué intervalos corresponden a cada modo. El investigador debe
entonces establecer sus conclusiones con base en la toda la información resultante.
Los siguientes puntos son una gúıa para hacer inferencia sobre los objetivos del
modelo: estimación de estados, número de modos en los que se agrupan los datos,
variables significativas en cada modo, y qué intervalos corresponden a cada modo.
Esos puntos resumen los resultados presentados para los tres escenarios.

El número de modos en los que se agrupan los datos se infiere con la infor-
mación usada para calcular el número de modos significativos. Para conocer
qué intervalos corresponden a cada uno, se usa la estimación de las proba-
bilidades de cambio de modo junto con la secuencia de modos de la última
iteración. Las probabilidades estimadas sugieren en dónde se originan los
cambios, y se espera que la última secuencia de modos generada correspon-
da a la agrupación encontrada después de convergencia.

La estimación de la secuencia de estados, o de los coeficientes de regresión

en el contexto de modelos de regresión, se infiere con la información de ϑ̂
(zt)

t .

Las variables significativas en cada modo se infieren con los dos puntos
anteriores. Espećıficamente, la estimación de γ(k) para cada k significativo,
proporciona información sobre qué variables son relevantes en cada modo.

Aunque los puntos antes mencionados proporcionan una dirección para hacer con-
clusiones con el modelo (5.2), una parte importante en el reporte de resultados
y toma de decisiones derivadas de éste, es la experiencia e información adicional
que tenga el investigador.

Por último, la Figura 5.12a muestra el ajuste de la serie, calculada como en los

escenarios anteriores: ŷt = X ′tϑ̂
(zt)

t .
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Figura 5.11: Escenario 3. (a): número de modos en cada iteración; (b): modos
significativos.
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Figura 5.12: Escenario 3. Ajuste de observaciones, secuencia de modos y probabi-
lidad de punto de cambio.

5.4. Conclusiones

El caṕıtulo extiende el modelo SLDS de Fox et al. (2011a) para problemas de
regresión con selección de variables. El modelo propuesto tiene buen desempeño
para estimar el vector de estados o coeficientes de regresión, identificar el número
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de modos presentes en los datos, estimar los puntos en los que ocurren cambios de
modo, e identificar las variables relevantes en cada modo. La selección de variables
en los modelos dinámicos con cambios de régimen permiten describir relaciones
entre variables más apropiadas conforme el tiempo evoluciona. Para evaluar el
desempeño del modelo propuesto se utilizaron tres conjuntos de datos simulados
con distinta configuración de los parámetros dinámicos y distinta persistencia en
los modos. El modelo muestra buen desempeño aún cuando hay poca persistencia
temporal en los modos.

Por otra parte, aunque en los resultados de la simulacón presentados no se muestra
evidencia del problema de label switching, es importante señalar que al introducir
selección de variables en el SLDS, este problema se incrementa considerablemente.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

La motivación principal en esta tesis es la evidencia de que muchos fenómenos
complejos encontrados en la práctica no se pueden representar adecuadamente
por una única distribución o modelo. Es decir, el supuesto de que se observan
datos idénticamente distribuidos de un fenómeno no se sostiene con frecuencia.
Una manera simple de tratar la presencia de datos heterogéneos en un conjunto
de observaciones es mediante un modelo de mezclas. En un contexto clásico, los
modelos de mezclas representan la heterogeneidad en un número finito y conocido
de componentes en la mezcla; en un contexto Bayesiano, los procesos Dirichlet
para modelos de mezclas (DPMM) permiten encontrar el número de componentes
y los parámetros que las definen. En el Caṕıtulo 2 se ilustran diversos métodos
MCMC para muestrear de la distribución a posteriori de un DPMM; el muestreo
Gibbs por bloques de Ishwaran & James (2001), que se basa en la representación
stick-breaking truncada de un proceso Dirichlet (DP), tiene mejores propiedades
para la mezcla.

La violación al supuesto de observaciones idénticamente distribuidas se hace más
natural cuando se tienen series de tiempo. Intŕınsecamente, los datos de series
de tiempo son dinámicos, es decir, evolucionan en el tiempo. La metodoloǵıa
tradicional de análisis oculta la dinámica mediante transformaciones que producen
una serie estacionaria, en el sentido de media y varianza constantes en el tiempo.
En cambio, los modelos dinámicos proporcionan flexibilidad para representar la
dinámica que genera los datos observados, en términos de transiciones en el tiempo
de variables latentes, o no observables, llamadas estados. En el Caṕıtulo 3 se
explican las principales caracteŕısticas de los modelos de Markov ocultos, en los
que la dinámica se describe en términos de transiciones de una variable aleatoria
discreta, y de los sistemas dinámicos lineales (LDS), en los que la variable aleatoria
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que describe la dinámica es Gaussiana.

En muchas aplicaciones es de interés describir un fenómeno en términos de su
relación con otras variables; en este contexto, los modelos de regresión representan
una importante herramienta para el análisis. T́ıpicamente, el investigador obtiene
una medida global del efecto que tienen las variables explicativas, o covariables,
sobre la variable respuesta. Sin embargo, el carácter dinámico de las series de
tiempo demanda flexibilidad para permitir que dicho efecto evolucione también.
La representación de los LDS como modelos de espacio-estado es consistente con
los modelos de regresión dinámica en los que los coeficientes de regresión vaŕıan
con el tiempo. Un LDS en su forma espacio-estado relaciona linealmente a las
observaciones con un vector de parámetros de espacio continuo, los estados, que
evoluciona como una cadena de Markov de primer orden. Los LDS son útiles para
pronósticos de corto plazo, pero especial atención se debe dedicar a la magnitud
de la varianza de observación con respecto a la varianza de los estados, a fin de
controlar la incertidumbre en las predicciones. Una sección del Caṕıtulo 3 se dedica
a describir e ilustrar una sugerencia práctica, usando un factor de descuento, para
determinar la magnitud de la varianza de los estados.

Series de tiempo más complejas, en las que la dinámica se relaciona con eventos que
originan cambios estructurales en el tiempo, no se pueden describir adecuadamente
por un solo LDS, pero se pueden aproximar mediante una secuencia de modelos
de un conjunto de sistemas lineales. Cada modelo del conjunto está asociado a
una configuración de parámetros dinámicos, y una variable latente, de espacio
discreto, que indica cuál modelo es más apropiado para cada tiempo t. Cuando la
variable latente es un proceso de Markov de tiempo discreto, el modelo se conoce
como sistema dinámico lineal de cambio de régimen (SLDS). Debido al extenso
interés por el uso de modelos que pretenden describir el comportamiento de una
serie de tiempo mediante un conjunto de variables, en el Caṕıtulo 4 se desarrolla
una extensión de los SLDS para modelos de regresión que involucran variables
explicativas. La propuesta se ilustra con tres estudios de caso.

Si bien la inclusión de covariables en un modelo de regresión puede contribuir a
una mejor comprensión del sistema, no es deseable un modelo con demasiadas, o
con redundantes, variables explicativas. Adicionalmente, el carácter dinámico de
las series de tiempo puede originar que un modelo sea válido sólo en determinado
periodo, según la relación que guarden las covariables con algún evento no presente
a lo largo de todo el tiempo en estudio. El Caṕıtulo 5 incorpora la selección de
variables a los modos dinámicos como un criterio más para distinguir entre ellos;
es decir, el subconjunto de covariables presentes en el modelo es particular a cada
modo.
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Las propuestas desarrolladas en los caṕıtulos 4 y 5, que constituyen las principa-
les contribuciones de esta tesis, son todav́ıa perfectibles. La siguientes secciones
puntualizan tres importantes tópicos pendientes para futura investigación: sobre-
ajuste, convergencia y predicción.

6.1. Trabajo futuro

6.1.1. Sobreajuste

Uno de los intereses más comunes en la estad́ıstica práctica consiste en modelar
un conjunto de datos de entrenamiento, de manera que se puedan hacer predic-
ciones confiables sobre datos no observados. Si el modelo propuesto sobreajusta
a los datos, lo más probable es que el modelo se adapta a las peculiaridades de
la muestra y al ruido aleatorio en lugar de reflejar a la población en general. El
sobreajuste se produce cuando un modelo es excesivamente complejo, por ejem-
plo, en un contexto clásico, cuando se tienen demasiados parámetros relativos al
número de observaciones. Entonces, se busca encontrar el modelo más parsimo-
nioso, esto es, el modelo más simple que describa satisfactoriamente a los datos.
Pero un modelo nunca debe ser adoptado sólo porque es simple si no describe la
asociación de interés adecuadamente.

Es bien conocido que un modelo que presenta sobrejuste tiene un pobre rendi-
miento predictivo, ya que reacciona exageradamente a pequeñas fluctuaciones en
los datos de entrenamiento. En los LDS del caṕıtulo 3, el sobreajuste de una serie
de tiempo está relacionado con el valor relativamente grande de la varianza de la
ecuación de evolución respecto a la varianza observacional; una varianza relativa-
mente grande de los estados da mucho peso a las observaciones en la predicción.
Para disminuir este efecto, una sugerencia práctica es especificar la varianza de
los estados mediante un factor de descuento, un valor entre cero y uno que au-
menta la varianza en la predicción en una proporción igual al inverso del factor
de descuento, por lo que, entre mayor sea ese valor la incertidumbre del modelo
es menor.

En los SLDS para problemas de regresión aún queda la tarea de tratar el sobre-
ajuste, sobretodo si se desea hacer predicciones con el modelo. La dirección a este
problema puede ser una extensión del factor de descuento en los LDS. Sin embar-
go, la presencia de la variable latente que denota a los modos agrega complejidad
al problema. Para ver esto, considere la varianza de la distribución a posteriori
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del vector de estados :

V (βt|y1:t) = Ff
t|t = (X′t(R

(zt))−1Xt + F−1
t−1,t)

−1,

donde Xt es el vector de covariables al tiempo t, R(zt) es la varianza observacional
indexada por el modo al tiempo t, y

Ft−1,t = Σ(zt) + A(zt)Ff
t−1|t−1A

(zt)′

es la varianza de la distribución predictiva de los estados dadas las observaciones,
que depende de los parámetros dinámicos (Σ(zt), A(zt)) y de Ff

t−1|t−1. Entonces,

especificar Σ(zt) mediante un factor de descuento δ implica considerar a este como
otro parámetro dinámico indexándolo por los modos ; o bien, establecer el factor
de descuento como único para todo zt. De cualquier manera, será necesaria la
distribución conjunta de los parámetros dinámicos y δ; fijar un valor para el factor
de descuento de manera equivalente a los LDS conlleva a no distinguir Σ por cada
modo, pues la varianza de la distribución predictiva de los estados no es espećıfica
por modo.

6.1.2. Convergencia

Un elemento no considerado formalmente en esta tesis es un análisis de convergen-
cia. En los caṕıtulos 4 y 5 se llevaron a cabo estudios de simulación para demostrar
que los SLDS tienen capacidad para inferir sobre el número de modos y los estados
dinámicos del modelo en un contexto de regresión que involucra covariables. Sin
embargo, en modelos de alta dimensionalidad como los desarrollados en esta tesis,
el periodo de burn-in es d́ıficil de cuantificar y evaluar.

6.1.3. Predicción

En muchas aplicaciones se tienen observaciones de una serie de tiempo para un
cierto periodo, y se desea estudiar retrospectivamente el comportamiento del siste-
ma que genera las observaciones. En términos de un SLDS, esto consiste en estimar
la secuencia de estados y modos para cada t, t = 1, . . . , T , dada la secuencia de
observaciones y1:T , que es lo que se ha desarrollado en esta tesis. Sin embargo, con
frecuencia el principal interés del análisis de series de tiempo es hacer pronósticos
del futuro. En general, los pronósticos están basados en tres tipos de predictores:
(1) predictores puntules; (2) intervalos predictivos; (3) distribuciones predictivas.
Las distribuciones predictivas son más informativas que los predictores puntuales
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o los intervalos predictivos, pues toda la información sobre el futuro está contenida
en la distribución.

En el caso de modelos dinámicos lineales, la predicción de las observaciones futuras
involucra la estimación del vector de estados ; para el pronóstico de un punto
adelante en el tiempo, primero se estima el siguiente valor del vector de estados, y
entonces, con base en esta estimación, se calcula el pronóstico para la observación
yt+1. En general, cuando el interés es en el pronóstico de un punto k, k ≥ 1,
más adelante en el tiempo, se estima el vector de estados en t + k con base en
la densidad predictiva p(zt+k|y1:t), y se obtiene la densidad predictiva p(yt+k|y1:t)
para la observación futura. Pero la estimación de los estados es sólo un paso
para predecir el valor de las observaciones futuras. Del caṕıtulo 3, p(zt+k|y1:t) =
N(ft,k−1, St+k) y p(yt+k|y1:t) = N(at+k, Qt+k), donde:

ft,k−1 = At+k · At+k−1 · · ·At+1ft

St+k = At+kFt,k−1A
′
t+k + Σt+k

at+k = Ct+kft,k−1

Qt+k = Rt + C ′t+kSt+kCt+k

Note que la predicción para yt+k involucra también el conocimiento de la matriz
diseño C en el tiempo t+ k. Pero, en un contexto de regresión como el de interés
en esta tesis, la matriz diseño Ct+k contiene valores de las covariables que no han
sido observados, por lo que será necesario estimarlos.

Para un SLDS, además de la matriz diseño Ct+k, la predicción del vector de estados
βt+k y de la observación yt+k involucran la predicción del modo zt+k, que a su vez
involucra el conocimiento de estados y observaciones. Adicionalmente, para la
predicción de un modo con k pequeño, es razonable restringir a que su valor sea
uno de los ya observados; pero si k es grande, esto limitaŕıa la dinámica futura
del modelo al no permitir un nuevo modo no antes observado.

En general, cuando se desea hacer predicciones se debe considerar que conforme
k sea mayor habrá más incertidumbre y el pronóstico será menos preciso. En la
práctica, cuando los datos se observan en un periodo corto de tiempo, por ejem-
plo el tipo de cambio que tiene periodicidad diaria, resulta conveniente calcular
el pronóstico un punto adelante en el tiempo, y actualizarlo secuencialmente con-
forme se dispone de una nueva observación.
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Anexos A

Procesos Dirichlet para modelos
de mezclas

A.1. Ejemplo 1

Considere el modelo (2.12). Sea yi|θ ∼ N(µ, V ), donde θ = (µ, V ). Considere τ =
1/V , µ|τ ∼ N(m0, [τρ]−1) y τ ∼ Ga(a/2, 2/b), donde a/2 y 2/b son parámetros
de forma y escala, respectivamente, y ρ > 0. Entonces, la proporción q0 de la
distribución condicional para θi, dados los datos y θ−i, es proporcional a α veces∫
F (yi, θ)dG0(θ), donde
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A.1. Ejemplo 1

∫
F (yi, θ)dG0(θ)

=

∫ ∫
τ 1/2

√
2π

exp
{−τ

2
(yi − µ)2

}(τρ)1/2

√
2π

exp
{
− τρ

2
(µ−m0)2

}
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τa/2−1 exp

{
− b

2
τ
}
dµdτ

=
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ρ

)}
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A.1. Ejemplo 1

La distribución a posteriori conjunta G(θ|y) es Normal-Gamma:

G(µ, τ |y)

=
τn/2√

2π
exp

{−τ
2

∑
(yi − µ)2

}(τρ)1/2

√
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exp
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2
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2
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donde:

µ∗ =
ρm0 + nȳ

(n+ ρ)

a∗ = a+ n

b∗ = b+
∑

(yi − ȳ)2 +
ρn

(n+ ρ)
(ȳ −m0)2

Note que esta distribución, evaluada en yi con n = 1, es la misma que Gi(θi) de la
Ec. (2.14), y Gi(φ) de la Ec. (2.19). Mientras que si se evalúa en las observaciones
asociadas con cada clase c, y haciendo n igual al número de componentes ci que
son iguales a c, corresponde a la Ec. (2.20).
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Anexos B

Distribuciones a priori y
posteriori de los parámetros
dinámicos de un SLDS

Sea B(k) una matriz con nk columnas, donde cada columna consiste de los vectores
de estados βt tales que zt = k, y

B(k) = A(k)B
(k)
−1 + E(k) k = 1, . . . , K, (B.1)

donde:

B(k): una matriz de orden (p× nk) con columnas βt tales que zt = k.

B
(k)
−1: una matriz de orden (p× nk) con columnas βt−1 tales que zt = k.

A(k): una matriz de orden (p× p) correspondiente al k-ésimo modo.

E(k): una matriz de orden (p × nk) de los vectores de ruido asociados a los
βt.

p es el tamaño del vector βt ∀t.
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B.1. A priori conjugada de {A(k),Σ(k)}

B.1. A priori conjugada de {A(k),Σ(k)}

Considere disponible una muestra de la secuencia de estados β1:T . La MNIW es
una a priori conjugada a la verosimilitud definida en (B.1) para el conjunto de
parámetros {A(k),Σ(k)}, tal que:

p(A(k)|Σ(k)) ∼ MN(M,Σ(k),K)

p(Σ(k)) ∼ IW(n0, S0)

Sea D(k) = {B(k),B
(k)
−1}. La verosimilitud del modelo (B.1) está dada por:

p(D(k)|A(k),Σ(k)) ∝ 1
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exp
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− 1
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∑
t:zt=k

(
βt −A(k)βt−1

)′
(Σ(k))−1

(
βt −A(k)βt−1

)}
=

1

|Σ(k)|
nk
2

exp
{
− 1

2
tr
[
(Σ(k))−1

(
B(k) −A(k)B

(k)
−1

)(
B(k) −A(k)B

(k)
−1

)′]}
=

1

|Σ(k)|
nk
2

exp
{
− 1

2
tr
[(

B(k) −A(k)B
(k)
−1

)′
(Σ(k))−1

(
B(k) −A(k)B

(k)
−1

)]}
que es proporcional a una distribución MN(A(k)B

(k)
−1,Σ

(k), I). Entonces, la distri-

bución condicional completa p(A(k)|Σ(k),D(k)) es matriz normal, y p(Σ(k)|D(k)) es
Wishart Inversa con los siguientes parámetros:

(1)

p(A(k)|Σ(k),D(k)) ∝ p(A(k),D(k)|Σ(k)) ∝ MN(S
(k)
BB−1

(S
(k)
B−1B−1

)−1,Σ(k), (S
(k)
B−1B−1

)−1)
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donde:

p(A(k),D(k)|Σ(k)) ∝ exp
{
− 1

2
tr
[
K−1(A(k) −M)′(Σ(k))−1(A(k) −M)

+ (B(k) −A(k)B
(k)
−1

)T
(Σ(k))−1

(
B(k) −A(k)B

(k)
−1)
]}

= exp
{
− 1

2
tr
[
(Σ(k))−1

[
(A(k) −M)K−1(A(k) −M)′

+ (B(k) −A(k)B
(k)
−1

)(
B(k) −A(k)B

(k)
−1)′

]]}
= exp

{
− 1

2
tr
[
(Σ(k))−1

[
B(k)B(k)′ −B(k)B

(k)′

−1 A(k)′ −A(k)B
(k)
−1B

(k)′

+ A(k)B
(k)
−1B

(k)′

−1 A(k)′ + A(k)K−1A(k)′ −A(k)K−1M ′

−MK−1A(k)′ +MK−1M ′]]}
= exp

{
− 1

2
tr
[
(Σ(k))−1

[
A(k)S

(k)
B−1B−1

A(k)′ − 2S
(k)
BB−1

A(k)′ + S
(k)
BB

]]}
= exp

{
− 1

2
tr
[
(Σ(k))−1

[
(A(k) − S(k)

BB−1
(S

(k)
B−1B−1

)−1)S
(k)
B−1B−1

(A(k) − S(k)
BB−1

(S
(k)
B−1B−1

)−1)′ + S
(k)
B|B−1

]]}
∝ exp

{
− 1

2
tr
[
S

(k)
B−1B−1

(A(k) − S(k)
BB−1

(S
(k)
B−1B−1

)−1)(Σ(k))−1

(A(k) − S(k)
BB−1

(S
(k)
B−1B−1

)−1)′
]}

∝ MN(S
(k)
BB−1

(S
(k)
B−1B−1

)−1,Σ(k), (S
(k)
B−1B−1

)−1)

S
(k)
B−1B−1

= B
(k)
−1B

(k)T

−1 +K−1

S
(k)
BB−1

= B(k)B
(k)T

−1 +MK−1

S
(k)
BB = = B(k)B(k)T +MK−1MT

S
(k)
B|B−1

= SBB − SBB−1(SB−1B−1)
−1STBB−1

(2)

p(Σ(k)|D(k)) ∝ p(D(k)|Σ(k))p(Σ(k)) ∝ IW
(
nk + n0, S

(k)
B|B−1

+ S0

)
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donde:

p(D(k)|Σ(k)) =

∫
A(k)

p(A(k),D(k)|Σ(k))dA(k)

∝ |Σ|−nk/2 exp
{
− 1

2
tr
[
(Σ(k))−1S

(k)
B|B−1

]}
p(D(k)|Σ(k))p(Σ(k)) ∝ |Σ|−nk/2 exp

{
− 1

2
tr
[
(Σ(k))−1S

(k)
B|B−1

]}
|Σ|−(n0+p+1)/2| exp

{
− 1

2
tr
[
S0(Σ(k))−1

]}
= |Σ|−(n0+nk+p+1)/2| exp

{
− 1

2
tr
[
(S0 + S

(k)
B|B−1

)(Σ(k))−1
]}

∝ IW
(
nk + n0, S

(k)
B|B−1

+ S0

)
Entonces, dada la secuencia de estados β1:T , de modos z1:T , y un conjunto de valo-
res iniciales {A(k),Σ(k)}, la actualización de los parámetros dinámicos {A(k),Σ(k)}
usando la distribución a priori conjugada MNIW se resume en el siguiente Algo-
ritmo.

Actualización de parámetros dinámicos con a priori MNIW

Para cada k ∈ {1, . . . , K}:

1. Construir B(k) y B
(k)
−1 como en (B.1).

2. Calcular:

S
(k)
B−1B−1

= B
(k)
−1B

(k)T

−1 +K−1

S
(k)
BB−1

= B(k)B
(k)T

−1 +MK−1

S
(k)
BB = = B(k)B(k)T +MK−1MT

S
(k)
B|B−1

= SBB − SBB−1(SB−1B−1)
−1STBB−1

3. Muestrear los parámetros dinámicos de las siguientes distribuciones:

Σ(k) ∼ IW
(
nk + n0, S

(k)
B|B−1

+ S0

)
A(k)|Σ(k) ∼MN(S

(k)
BB−1

(S
(k)
B−1B−1

)−1,Σ(k), (S
(k)
B−1B−1

)−1)
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B.2. A priori Automatic Relevance Determi-

nation (ARD)

La a priori conjugada MNIW no permite identificar componentes del vector de
estados irrelevantes para el modelo. La a priori ARD reduce el número de com-
ponentes haciendo cero aquellos cuya presencia no está soportada por los datos.
A priori, se asumen distribuciones Gaussianas independientes sobre las columnas
de la matriz A(k), tal que (Fox et al., 2011a):

p(A(k)|α(k)) =

p∏
j=1

N(a
(k)
j ; 0, 1/α

(k)
j Ip) (B.2)

donde α
(k)
j ∼ Gam(a, b). La expresión (B.2) penaliza las columnas de la matriz

dinámica por una cantidad proporcional a α
(k)
j . Cuando la evidencia en los datos

sea insuficiente para soportar la presencia del j-ésimo componente del vector de
estados, α

(k)
j será grande y a

(k)
j → 0, implicando que ese componente no contribuye

al sistema en el k-ésimo modo.

Para encontrar la distribución condicional completa de A(k) considere la siguiente
equivalencia de la a priori:

p(vec(A(k))|α(k)) = N(0,Σ
(k)
0 ) (B.3)

donde: vec(A(k)) denota la vectorización de la matriz A(k), α(k) = {α(k)
1 , . . . , α

(k)
p }

y Σ
(k)
0 = diag(α

(k)
1 , . . . , α

(k)
1 , . . . , α

(k)
p , . . . , α

(k)
p )−1, con p réplicas de cada α

(k)
i , y

p la dimensión del vector de estados. Entonces, la ecuación de estados puede
reescribirse como:

βt = [βt−1,1Ip βt−1,2Ip · · · βt−1,pIp]vec(A(k)) + e
(k)
t ∀t|zt = k

= B̃t−1vec(A(k)) + e
(k)
t (B.4)
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Note que:

log{p(D(k),A(k)|Σ(k),α(k))}

∝ − 1

2

∑
t|zt=k

(βt − B̃t−1vec(A(k)))′(Σ(k))−1(βt − B̃t−1vec(A(k)))

− 1

2
(vec(A(k)))′(Σ

(k)
0 )−1(vec(A(k)))

=− 1

2

∑
t|zt=k

[
(β′t(Σ

(k))−1βt)− vec(A(k))′B̃′t−1(Σ(k))−1βt

− β′t(Σ(k))−1B̃t−1vec(A(k)) + vec(A(k))′B̃′t−1(Σ(k))−1B̃t−1vec(A(k))

]
− 1

2
vec(A(k))′(Σ

(k)
0 )−1vec(A(k))

=− 1

2
vec(A(k))′

(Σ
(k)
0 )−1 +

∑
t|zt=k

B̃′t−1(Σ(k))−1B̃t−1

 vec(A(k))

+ vec(A(k))′

∑
t|zt=k

B̃′t−1(Σ(k))−1βt

− 1

2

∑
t|zt=k

β′t(Σ
(k))−1βt

por lo que la distribución deseada está dada por:

p(vec(A(k))|D(k),Σ(k),α(k)) ∝ p(D(k),A(k)|Σ(k),α(k))

∝ exp

{
− 1

2

[
vec(A(k))′

[
(Σ

(k)
0 )−1 +

∑
t|zt=k

B̃′t−1(Σ(k))−1B̃t−1

]

vec(A(k))− 2vec(A(k))′
[ ∑
t|zt=k

B̃′t−1(Σ(k))−1βt

]]}
∝ N(µ,Λ),

donde:

µ = Λ
∑
t|zt=k

B̃′t−1(Σ(k))−1βt

Λ =

[
(Σ

(k)
0 )−1 +

∑
t|zt=k

B̃′t−1(Σ(k))−1B̃t−1

]−1

.

Cada componente del vector de parámetros de precisión α(k) tiene a priori una
distribución gamma independiente, Gam(a, b); la condicional para el proceso de
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actualización es entonces:

p(α
(k)
l |A

(k)) ∝ p(A(k)|α(k))p(α
(k)
l )

∝ |Σ(k)
0 |−1/2 exp

{
− 1/2vec(A(k))′(Σ

(k)
0 )−1vec(A(k))

}
exp

{
− bα(k)

l

}
(α

(k)
l )a−1

∝ (α
(k)
l )(a+p/2−1)exp

{
− α(k)

l [b+
∑
i

(a
(k)
il )2/2]

}
∝ Gam

(
a+ p/2, b+

∑
i

(a
(k)
il )2/2

)
.

Para Σ(k) se define a priori una distribución IW(n0, S0); la condicional dados A(k)

y D(k) es también IW:

p(Σ(k)|D(k),A(k)) ∝|Σ(k)|−nk/2 exp
{
− 1

2

∑
t|zt=k

(βt −A(k)βt−1)′(Σ(k))−1(βt −A(k)βt−1)
}

|Σ(k)|−
n0+p+1

2 exp{−1

2
tr(S0(Σ(k))−1)}

∝|Σ(k)|−
n0+nk+p+1

2 exp

{
− 1

2
tr
[
(S0 + Sβ|β−1)(Σ

(k))−1
]}

∝IW
(
n0 + nk, S0 + Sβ|β−1

)
donde:

nk = |{t|zt = k, t = 1, . . . , T}|

Sβ|β−1 =
∑
t|zt=k

(βt −A(k)βt−1)(βt −A(k)βt−1)T

B.3. Distribución a priori y posteriori del ruido

de medición

La distribución Inversa-Gamma (IG) se usa frecuentemente en estad́ıstica Baye-
siana como distribución a priori conjugada para parámetros de escala, tal como
la varianza de una distribución normal. Sin embargo, en muchas aplicaciones es
más conveniente trabajar con el inverso del parámetro de escala, por ejemplo, la
precisión en una distribución normal o la tasa (rate) en una distribución Gamma
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(Gam). En estos casos, la distribución Gam se usa como una distribución a priori
conjugada. Estas dos distribuciones, IG y Gam, están relacionadas de la siguiente
manera: si X ∼ Gam(α, β), donde α es un parámetro de forma y β un parámetro
de escala, tal que E(X) = αβ, entonces 1/X ∼ IG(α, β−1).

Dado el modelo (4.6), hacer inferencia sobre el parámetro de varianza del ruido
de medición R(k) implica calcular la distribución condicional

p(R(k)|y1:T ,β1:T , z1:T ).

Asumiendo como distribución a priori IG(ar, br), es decir, 1/R(k) ∼ Gam(ar, 1/br),
es fácil verificar que, para toda k:

1/R(k) ∼ Gam
(nk

2
+ ar, br +

1

2

∑
t:zt=k

(yt −X ′tβt)2
)
,

donde: nk = |{t : zt = k, t = 1 . . . , T}|.
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Glosario

DP Acrónimo de Dirichlet process . ix, xiv, 2, 14, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 24, 25,
37, 38, 42, 44, 45, 46, 47, 84, 85, 86, 87, 88, 90, 96, 166

DPMM Acrónimo de Dirichlet process mixture model, traducido como proceso
Dirichlet para modelos de mezlcas. 5, 9, 22, 24, 25, 26, 36, 44, 166

HDP Acrónimo de hierarchical Dirichlet process, traducido como proceso Diri-
chlet jerárquico. x, xi, xv, 5, 6, 44, 45, 46, 47, 82, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90,
91, 92, 93, 96, 97, 99, 106, 107, 109, 111, 115, 121, 122, 127, 136, 139, 142,
146, 149, 152, 153

HMM Acrónimo de hidden Markov Models, traducido como modelo de Markov
oculto. x, xv, 1, 2, 5, 6, 50, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 62, 64, 81, 82, 83, 84, 85,
86, 87, 88, 89, 90, 91, 93, 95, 96, 100, 107, 119, 153

LDS Acrónimo de linear dynamical system, traducido como sistema dinámico
lineal. 1, 2, 5, 6, 50, 53, 55, 62, 63, 64, 69, 71, 76, 83, 84, 89, 100, 107, 136,
147, 148, 149, 166, 167, 168, 169

SLDS Acrónimo de switching linear dynamical systems, traducido como sistema
dinámico lineal de cambio de régimen. ix, x, xi, xv, 1, 2, 3, 6, 7, 80, 81, 82,
83, 84, 89, 90, 91, 92, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 99, 101, 102,
103, 104, 105, 106, 107, 106, 107, 108, 109, 110, 109, 111, 112, 111, 113, 114,
115, 116, 115, 117, 118, 119, 120, 119, 121, 122, 123, 122, 124, 125, 126, 127,
128, 127, 136, 139, 142, 146, 147, 148, 149, 164, 165, 167, 168, 169, 170
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