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RESUMEN 
 

 

PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA DISTRIBUCIÓN PARETO, 

BASADA EN LA INFORMACIÓN DE KULLBACK-LEIBLER 

Ana Celia Luque Guerrero, Dr. 

Colegio de Postgraduados, 2007 
 

En este trabajo se presenta una prueba de bondad de ajuste para la distribución Pareto 

basada en la información de discriminación de Kullback-Leibler (1951) propuesta por 

Sheng Song (2002). Considerando que la distribución Pareto, no presenta el parámetro 

de escala, se aplicó la transformación logaritmo a esta distribución obteniendo como 

resultado la distribución Exponencial de dos parámetros, la cual es una distribución de 

localización y escala (Lehman y Casella, 1998). Se comprobó que la estadística de 

prueba de Kullback-Leibler es invariante. Se aplicó la metodología que propone Song, la 

cual se basa en los espacios m’ésimos entre estadísticas de orden validados por la log 

verosimilitud. El cálculo de m se obtuvo a través de Simulación Monte Carlo . También 

mediante un experimento de Simulación Monte Carlo se calculó el poder de la prueba de 

Kullback-Leibler propuesta, la cual se comparó con el poder de la prueba de bondad de 

ajuste de Kolmogorov-Smirnov considerando las distribuciones, Lognormal, Weibull y 

Gamma como alternativas a la distribución Pareto. Con respecto al tamaño de la prueba, 

los resultados obtenidos por medio de simulación son muy parecidos a los valores α  que 

se consideraron, confirmando que la prueba trabaja adecuadamente. Como conclusión 

más importante, se observó que la prueba de Kullback-Leibler resultó ser más poderosa 

que la prueba de Kolmogorov-Smirnov. Todos los cálculos se hicieron en lenguaje R. 

 
Palabras Clave:  Kullback-Leibler, Distribución Pareto, Simulación Monte Carlo 
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ABSTRACT 
 
 

GOODNESS-OF-FIT TEST FOR PARETO DISTRIBUTION, BASED ON 

KULLBACK-LEIBLER INFORMATION 

Ana Celia Luque Guerrero, Dr. 

Colegio de Postgraduados, 2007 

 
This paper  presents a goodness-of-fit test for Pareto distribution based on the Kullback-

Leibler (1951) discrimination information, as proposed by Sheng Song (2002). By 

considering the fact that Pareto distribution does not present the scale parameter, the 

logarithm transformation was used. As a result, a exponential distribution with location 

parameter was obtained, which is a localization and scale distribution (Lehman and 

Casella, 1998). It was proven that Kulback-Leibler test statistic is invariant. The 

methodology proposed by Song was used, which is based on mth-order spaces among 

order statistics validated by loglikelihood. The calculus of m  was obtained through Monte 

Carlo Simulation. Additionally, the power of the proposed Kullback-Leibler test was also 

estimated. This was then compared to the Kolmogorov-Smirnov goodness-of-fit test by 

considering the Lognormal, Weibull and Gamma distributions as alternatives to Pareto 

distribution. With regard to the size of the test, the results obtained are quite similar to the 

α values considered. This confirmed the adequate function of the test. It was observed, 

as the most remarkable conclusion, that the Kullback-Leibler test was more powerful that 

the Kolmogorov-Smirnov one 

.  
Key Words: Kullback-Leibler, Pareto Distribution, Monte Carlo Simulation 
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1. INTRODUCCIÓN 
 

Desde el punto de vista estadístico, probar si las especificaciones de un modelo 

son las adecuadas es extremadamente importante. La validez de los 

procedimientos inferenciales dependen en gran parte de la suposición de que una 

distribución de datos en particular, sea la correcta. 

 

Se han desarrollado muchos procedimientos para determinar si una variable 

aleatoria pertenece a una distribución específica. Todos estos procedimientos se 

conocen como “pruebas de bondad de ajuste”.  

 
En este trabajo se presenta el caso de una prueba de bondad de ajuste para la 

distribución Pareto, basada en la información de discriminación de Kullback-

Leibler (1951), propuesta por Song (2002). 

 

Para la distribución Pareto se han publicado varios estudios de bondad de ajuste, 

entre ellos se tienen los de Porter III y cols. (1992), quienes utilizaron pruebas 

modificadas de Kolmogorov-Smirnov, Anderson Darling y Cramer-von Mises. 

También Beirlant, de Wet y Goegebeur (2005, 2006), aplicaron pruebas de 

bondad de ajuste para la distribución Pareto, modificando la estadística de 

Jackson originalmente propuesta para probar exponencialidad. 

 

Estudios relacionados con el uso de la información de Kullback-Leibler en 

pruebas de bondad de ajuste, los realizaron Arizono y Ohta (1989), aplicándola s 

en una prueba de normalidad,  Ebrahimi et al (1992,) y Ebrahimi (1998) 

publicaron resultados sobre pruebas de exponencialidad de vida residual, también 

basándose en esta información de discriminación de Kullback-Leibler, Senoglu y 

Sürücü (2004), hicieron pruebas de bondad de ajuste para probar normalidad, 

exponencialidad y uniformidad.  Utilizando la misma prueba, Pérez, Vaquera y 

Villaseñor (2005), la aplican con la distribución Gumbel y Park (2005), aplicó la 

prueba de Kullback-Leibler para exponencialidad considerando datos censurados 

tipo II. 
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Las áreas de aplicación de la distribución Pareto, incluyen la Economía, en donde 

se utiliza para calcular riesgos y obtener información de valores extremos mínimos 

en finanzas y seguros,  en esta especialidad se le conoce con el nombre de 

Distribución Bradford, se aplica también en investigación de operaciones (Porter 

III and et al, 1992) 

 

Lawless (1982), Meeker & Escobar (1998), Wu & Chang (2003) y Balakrishnan y 

cols. (2004) la han considerado en estudios de tiempos de vida en experimentos 

con censura Tipo II. Este tipo de censura, se refiere al caso en el que de un total 

de n unidades que se ponen a prueba, ésta finaliza al tiempo en el que la m-ésima 

unidad falle (1≤ m ≤n). De esta forma, la muestra censurada Tipo II, tiene solo las m 

observaciones más pequeñas en una muestra aleatoria de n unidades. 

 

Si la distribución Pareto se utiliza en términos de función de sobrevivencia (1-F), 

se aplica de esta forma en disciplinas como confiabilidad, telecomunicaciones, 

finanzas, seguros, estudios ambientales, geológicos y climatológicos.  

 

Se tienen algunas referencias relacionadas con la distribución Pareto en estudios 

en confiabilidad, como el de Ouyang y Wu (1994) quienes publicaron resultados 

sobre intervalos predicción para observaciones ordenadas en estudios de pruebas 

de vida; también el trabajo de Wu y Chang, (2003) trata sobre inferencia de la 

distribución Pareto, basada en censura progresiva tipo II con retiros aleatorios. D. 

Hanagal (1996a, 1996b) publicó diferentes estudios de estimación en sistemas de 

confiabilidad bajo la distribución Pareto bivariada y otros resultados con la 

distribución Pareto multivariada. 

 

En el tema de estimación, se tiene la publicación de K. Vannman (1976), en 

donde presenta estimadores basados en las estadísticas de orden de una 

distribución Pareto. B. Arnold (1983,1989) también ha estudiado desde el punto 

de vista bayesiano esta distribución, realizando estudios de estimación y 

predicción bayesiana, así como inferencia para poblaciones con datos Pareto. 
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En la sección 4 se presenta el procedimiento de prueba de bondad de ajuste de 

Kullback-Leibler, sin embargo, considerando que la distribución Pareto, no 

presenta el parámetro de escala, se requirió aplicar la transformación logaritmo a 

la distribución Pareto, obteniendo como resultado la distribución exponencial 

recorrida, la cual es una distribución de localización y escala. 

 

Con esta transformación, se aplicó la metodología metodología propuesta por 

Song (2002), en la que desarrolla una prueba de bondad de ajuste con la 

información de discriminación de Kullback-Leibler. Se calcularon los valores 

críticos de  αmnC  de la estadística mnKL  y considerando que su distribución no 

depende de los parámetros de localidad y escala, se aplicó la simulación Monte 

Carlo. Se consideraron los niveles de significancia =α 0.1, 0.025, 0.05 y 0.01, 

tamaños de muestra de =n 20 a 200 con separación de diez unidades entre un 

calculo y otro y se generaron =B 5,000 muestras aleatorias de tamaño n , 

posteriormente, se calculó la estadística de prueba mnKL para cada / 2m n< . El 

valor de ( )mnC α  para cada m  y n  se determinó con el cuantil 1 )x100α( −  de la 

distribución empírica de mnKL .  

 

En la sección 5 mediante simulación Monte Carlo se comparó el poder de las 

pruebas de Kullback-Leibler propuesta y de Kolmogorov-Smirnov, se utilizaron las 

distribuciones Gamma, Weibull y lognormal, como alternativas, y las tres pruebas 

de bondad de ajuste se realizaron con los niveles de significancia de =α 0.1, 0.05 

y 0.01, tamaños de muestra de =n 10, 30, 50, 100, 200 y 225 y se generaron 

=B 5,000 muestras aleatorias para cada combinación deα  y n , posteriormente, 

se calculó el valor de la estadística correspondiente para cada una de las 

pruebas. 

 

El tamaño de prueba, resultó conveniente para diferentes tamaños de muestra, a 

diferentes niveles de confianza. 
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2. OBJETIVOS 
 

2.1 Objetivo General 
 

•  Obtener una prueba de bondad de ajuste para la distribución Pareto, 

utilizando la distancia de Kullback-Leibler. 

 

2.2 Objetivos Particulares  
 

•  Obtener los valores críticos de bondad de ajuste para la distribución Pareto 

considerando diferentes niveles de significancia y diferentes tamaños de 

muestra obteniendo la tabla de valores críticos. 

 

•  Conocer  el comportamiento de  la prueba estudiada con respecto a su 

tamaño. 

 

•  Hacer la comparación de potencia y tamaño de la prueba de bondad de 

ajuste utilizando la distancia de Kullback-Leibler con la de Kolmogorov 

Smirnov, aplicándolas con las distribuciones alternativas, Weibull, Gamma, 

lognormal. 
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                                                  VILFREDO PARETO 
                                                                                   July 15, 1848-August 19, 1923 
 
 

3.  MARCO TEÓRICO 
 

 
3.1  Distribución PARETO   
El nombre de ésta distribución es dado en honor al economista y sociólogo 

italiano, Vilfredo Pareto (1848-1923), quien fue uno de los líderes de la llamada 

Escuela de Lausanne, fundada por León Walras en el siglo XIX. Antes de que 

Pareto cambiase su dirección política (hacia ideas del tipo de las de Sorel y 

Mussolini), en su "Cours d'Économie Politique" publicado en 1896 y 1897, 

presentó una exposición de la llamada Ley de Pareto de la distribución del 

ingreso, ( Bouchaud, 2000) 

Pareto, argumentó que en todos los países y épocas, la distribución de la riqueza 

sigue un patrón regular logarítmico capturado en imágenes como una "cola" - en 

cuyo extremo derecho, una pequeña fracción de la población es dueña de la 

mayoría de la riqueza. Por ejemplo, en los Estados Unidos, 300 mil personas 

(menos del 1,5%) posee el 10% de la riqueza. Bouchaud, (2000) indica que, la ley 

de Pareto, sólo describe la cola de la distribución correspondiente a grandes 

ingresos/riquezas como las que se encuentran empíricamente. Sin embargo este 

concepto no se puede aplicar sobre la totalidad de la distribución. 

3.1.1 Regla 80/20 

La regla mide el porcentaje de desequilibrio entre la entrada y la salida. El 

principio de Pareto no es una ley, sino una regla genérica que puede aplicarse 
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para muchos aspectos de la vida. Uno de los ejemplos en negocios más usado 

comúnmente es cuando el 80 por 100 de beneficio de una compañía es generado 

por el 20% de sus clientes. 

Johnson & Kotz (1970),  indican que la Ley de Pareto, se formuló para estudiar la 

distribución del ingreso en una población utilizando la siguiente expresión 

(conservando la notación original): 
α−= AxN                                                                                                                                                  (3.1)  

donde N es el número de personas que tienen un ingreso ≥ x  y A, ! son 

parámetros (! es el parámetro de forma y también es conocida  como la constante 

de Pareto). 

 
3.1.2 Definición de la distribución Pareto 

Johnson & Kotz (1970), indican que la forma de la distribución Pareto es la 

siguiente: 

[ ]
η−






=≥=
x
kxXxP Pr)(                     ,0>k     ,0>η     kx >                                                      (3.2) 

Donde )(xP  es la probabilidad de que el ingreso sea igual o mayor a x  y k  

representa el ingreso mínimo.  Como una consecuencia de  (3.1), la función de 

distribución acumulada de X, representando al “ingreso” puede escribirse como 
η−






−=
x
kxFx 1)(                                        ,0>k     ,0>η     kx >                                        (3.3) 

Esta distribución es una forma especial Pearson Tipo VI 

 

La relación dada por (3.2) es ahora mejor conocida como “Distribución Pareto de 

primera clase”.   

Pareto propuso otras dos formas de la distribución. Una se refiere a la 

“Distribución Pareto de segunda clase” (en ocasiones llamada distribución Lomax) 

y está dada por 

η)(
1)( 1

Cx
KxFx +

−=                                                                                          (3.4) 

(esta distribución también se conoce como de Pearson Tipo V)   
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La otra distribución propuesta por Pareto es la “Distribución Pareto de tercera 

clase”  la cual tiene la siguiente función de distribución acumulada 

θ)(
1)( 2

Cx
ekxF
bx

x +
−=

−

                                                                                         (3.5) 

 

Considerando la función de distribución en (4.2), se tiene la correspondiente 

función de densidad Pareto 

;)( 1+= k

k

x x
kxp η                                       ,0>k     ,0≥≥ηx                                    (3.6) 

 
donde x  es cualquier número más grande que η , el cual es (necesariamente   

positivo), y k  es un parámetro positivo. 

 

La distribución Pareto también se le conoce como distribución Zeta o Ley de Zipf, 

como la contraparte discreta de la distribución Pareto. 

 

El valor esperado  de una variable aleatoria que sigue una distribución Pareto es       

1
)(

−
=
k
kXE η                                       1>k                                                      (3.7) 

 
(como k  es un parámetro positivo, si se tuviera  1≤k , el valor esperado sería 

infinito).   

 

Su desviación estándar es       

21 −−
=

k
k

k
ησ                                   2>k                                                     (3.8) 

 

(siguiendo la misma condición del comentario anterior si 2≤k , la desviación 

estándar sería infinita).   

 

Los momentos originales se pueden calcular mediante la siguiente expresión 

 

nk
k n

n −
=′ ηµ                                                                                                        (3.9) 
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pero los momentos están definidos solo para k > n . Esto significa que la función 

generadora de momentos,  la  cual es una serie de Taylor, en x  con !n
µ′  como 

coeficientes, no está definida. 

La función característica está dada por 

),()(),/( tiktikkt k ηηηϕ −−Γ−=  
 

donde ),( xaΓ es la función gama incompleta. 

Otras características matemáticas de la distribución Pareto son: 

 Esta distribución Pareto está relacionada con la distribución exponencial de la 

forma siguiente 





= k
xfkxp )/ln(),/( ηη  

Además también la función delta Dirac es un caso límite de la distribución Pareto  

)(),/(lim ηδη −=
∞→

xkxp
k

 

3.1.3 Estimadores de Máxima Verosimilitud de la distribución Pareto 

Petersen (2000), indica que la función de verosimilitud, L , para la distribución 

Pareto con parámetros η  y κ , dada una muestra ),...,,( 21 nxxxx = es 

∏
=

+=
n

i
k
i

k

x
kxkL

1
1 ;)/,( ηθ                   { },min0 ix≤< θ                    0>k  

Obteniendo la función logarítmica de verosimilitud 

∑
=

+−+=
n

i
ixknkknk

1
ln)1(lnln),( ηθ!  

se puede ver que ),( ηk! aumenta monótonamente, con η , esto es, el valor más 
grande del valor de η  , es el valor más grande de la función de verosimilitud, así 
x η≥ , por lo que 

ii
xminˆ =η  

Para encontrar el estimador para k , hacemos la correspondiente derivada parcial 

y se determina en donde es igual a cero 

0ˆln
1

=−+=
∂
∂ ∑

=

n

i
ixn

k
n

k
η!  

Así los estimadores de máxima verosimilitud para k  y η  son 
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                                ii
xminˆ =η  ,              ˆ

(ln ln )ii

nk
x η

=
−∑  

 
 
 
 
3.1.4  Otras aplicaciones de la distribución Pareto 
Se tienen algunas referencias relacionadas con la distribución Pareto en estudios 

en confiabilidad, como el de Ouyang y Wu (1994) quienes publicaron resultados 

sobre intervalos de predicción para observaciones ordenadas en estudios de 

pruebas de vida; también el trabajo de Wu y Chang en 2003, trata sobre inferencia 

de la distribución Pareto, basada en censura progresiva tipo II con retiros 

aleatorios. D. Hanagal (1996a,1996b) publicó diferentes estudios de estimación en 

sistemas de confiabilidad bajo la distribución Pareto bivariada y otros resultados 

con la distribución Pareto multivariada. 

 

En el tema de estimación, se tiene la publicación de K. Vannman (1976), en 

donde presenta estimadores basados en las estadísticas de orden de una 

distribución Pareto. B. Arnold (1983, 1989) también ha estudiado desde el punto 

de vista bayesiano esta distribución, realizando estudios de estimación y 

predicción bayesiana, así como inferencia para poblaciones con datos Pareto. 

El uso de la distribución Pareto en estudios de confiabilidad es muy útil para 

modelar unidades de una población que tengan distribución exponencial. Estas 

unidades presentan una tasa de falla que varía de unidad en unidad de acuerdo a 

una distribución gama (",κ), resultando que el tiempo de falla incondicional de una 

unidad seleccionada al azar de la población, tiene una distribución Pareto de la 

forma en (3.3) y con función de densidad dada en (3.6) Meeker & Escobar (1998).      

 
3.2 Conceptos de la Teoría de la Información  
Estos conceptos se utilizan en investigaciones de modelos neuronales y son muy 

útiles en el ámbito de la ingeniería, especialmente en el entorno de la teoría de 

comunicaciones, donde una de sus aplicaciones más comunes es la compresión 

de los datos. Los conceptos a los que se refiere esta teoría son, entre otros, 

entropía, información mutua, entropía de Kullback-Leibler, etc, 
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3.2.1 Entropía 
El concepto básico  es la entropía, definida como una medida de incertidumbre 

acerca del valor de una variable aleatoria #x$. Especificada por Shannon (1948) 

como H(#X) $, tiene la siguiente expresión formal: 

[ ])(log)()(
1

xpxpXH
n

x
∑

=
−=  

          = E 













)(
1log
xp

 

 
donde, E(.) es el operador esperanza y p(#x) $%la distribución de probabilidad de la 

variable aleatoria. Si consideramos más de una variable, la entropía tendrá un 

carácter conjunto y si se condiciona su comportamiento, la entropía será de 

naturaleza condicional, ambos conceptos se sitúan en el ámbito bidimensional. 

Así, sean “x” e “y”, dos variables aleatorias de tipo discreto, donde p(#x, y) $%es la 

probabilidad conjunta y p( xy ) es $%la probabilidad condicionada, y ),( yxH $% se define 

como la entropía conjunta: 

[ ]),(log),(),(
1 1

yxpyxpYXH
n

x

m

y
∑∑

= =
−=  

         =E 













),(
1log
yxp

 

 
la cual es una medida de incertidumbre conjunta entre las dos variables 
aleatorias. 
 
Y la entropía condicional )( xyH se define como 

[ ])(log),()(
1 1

xypyxpXYH
n

x

m

y
∑∑

= =
−=   

la cual es una medida del grado de incertidumbre de “y”, una vez que se conocen 

los valores concretos de “x”. 

 
3.2.2  Medidas de Entropía 

En el caso de variables aleatorias continuas se definen las diferentes entropías en 

una forma análoga. 

 

 



  11

La entropía fue introducida como medida cuantitativa de la información o, como 

medida de la incertidumbre sobre una experiencia cualquiera con un número finito 

de resultados posibles. 

Si se considera un experimento aleatorio cuyos posibles resultados tienen sus 

probabilidades respectivas de ocurrir, se sabe que existe una “cierta” 

incertidumbre acerca del resultado particular que se presentará en caso de 

realizar el experimento.  

Es necesario cuantificar la incertidumbre asociada a un experimento aleatorio. 

Para este fin, existen muchas medidas de incertidumbre, entre las más conocidas 

se tiene la entropía de Shannon. Es importante ver que la entropía de Shannon 

depende del número de resultados y de la probabilidad de ocurrencia de los 

mismos.  

Otras medidas como la de Hartley, únicamente depende del número de resultados 

y no de la probabilidad de ocurrencia de los mismos, y se define como el logaritmo 

del número de resultados posibles del experimento. 

El objetivo de las medidas de entropía es cuantificar la incertidumbre asociada a 

una variable aleatoria. (Pardo, 1997) 

 

3.2.3 Unidades de Entropía 
Al requerir medir la entropía, es necesario considerar en qué unidades se tiene 

que medir. Se considera que las unidades de entropía se dá en logaritmos, los 

cuales se pueden tomar con respecto a cualquier base que sea mayor que la 

unidad. Si se toma en base dos, la unidad correspondiente se denomina BIT 

(Binary digit) y puede definirse como la entropía correspondiente a una variable 

aleatoria con dos resultados equiprobables. 

Si se toma en base 10, la unidad correspondiente se denomina DIT (Decimal digit 

o unidad de Hartley) y se define como la entropía de una variable aleatoria con 

diez resultados equiprobables. 

Si se toman en base e , la unidad correspondiente se denomina NAT y se aplica 

en el concepto de entropía para variables aleatorias continuas. Cuando se toman 

los logaritmos en base natural se tiene la ventaja de que se simplifican los 

cálculos. En este caso se define el NAT, unidad de entropía en el caso continuo, 
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como la entropía correspondiente a una variable aleatoria con distribución 

uniforme en el intervalo ),0( e  (Pardo, 1997) 

 
3.2.4 Entropía de Shannon para una variable aleatoria continua 

Definición.  Sea ),...,( 1 nXXX ≡ una variable aleatoria n-dimensional continua con 

función de densidad )(xf , se denomina entropía de X a la expresión 

∫−=
nR

dxxfxfXh )(log)()(  

Supuesto que la integral existe. 

La entropía de Shannon en el caso continuo verifica que la entropía )(Xh puede 

ser negativa. 

 
3.2.5 Estimador no paramétrico de entropía  
Para conocer la entropía de una función de densidad de probabilidades  su 

distribución tiene que ser completamente especificada, pero muchos 

investigadores han desarrollado métodos no paramétricos para estimarla, como 

los resultados que presenta Park (1995) considerando la propuesta de Vasicek 

(1976), en la que presenta el estimador de la entropía, que la expresa ( )H f  

como:  

1

1

0

( ) log ( )dH f F p dp
dp

− =  
 

⌠
⌡

  (3.10) 

usando el hecho de que la pendiente 1( )d
dp F p−  se puede expresar en la forma: 

1
1

1( )
( ( ))

d F p
dp f F p

−
−=   (3.11) 

De este modo  para tener una idea del valor de la pendiente  hay que estimar F  

con la función de distribución empírica Fn  y reemplazar el operador de 

diferenciación por una diferencia entre dos cantidades. Esto conduce a un 

estimador muy simple de la pendiente que se obtiene como el producto de 2
n
m  y  la 

diferencia entre dos cuantiles muestrales, con lo cual el estimador de la entropía 

está dado por: 
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( )( ) ( )
1

1 log
2

n

mn i m i m
i

nH X X
n m + −

=

 = − 
 ∑   (3.12) 

 
Donde m es un entero positivo más pequeño que n/2, ( ) (1)jX X=  

si ( ) ( )1, j nj X X< = si j n>  y )()1( ... nXX ≤≤ son las correspondientes estadísticas 

de orden, basadas en una muestra aleatoria de tamaño n.  

 

3.3 Discrepancia intrínseca 
Es importante considerar la definición original de Kullback (1959), relacionada con 

el concepto de discrepancia intrínseca la cual se presenta textualmente : 

“Sea { })x(pS =  el conjunto de todas las funciones de densidad regulares y 

absolutamente continuas entre sí en un espacio muestral χ  con respecto a una 

medida dominante P . 

dx
)x(q
)x(plog)x(p)p  q(K ∫=   

está definida, es no negativa y, para todo Sq,p ∈ . 
0)p  q(K = , si y sólo si qp = ,  .p.p.c  

 
En general, la divergencia de Kullback-Leibler no es simétrica, esto es 
 

)qp(K)p  q(K ≠ . 
Además si los soportes de p y q , pχ y qχ , respectivamente, son tales que 

pq χ⊆χ , entonces )p  q(K  diverge”.   
 
 
3.3.1  Medida de Divergencia.  Divergencia de Kullback-Leibler 
Una vez considerada la definición de 3.3, se puede definir que una medida de 

divergencia cuantifica la cantidad de información proporcionada por los datos, y 

mide el grado de discrepancia entre dos poblaciones caracterizadas por sus 

correspondientes distribuciones de probabilidad. 

La divergencia de Kullback-Leibler o entropía relativa es una cantidad que mide la 

diferencia entre dos funciones de densidad de probabilidad. 

La divergencia de Kullback-Leibler  a favor de )(xg contra )(xf está definida por: 
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( )( ; ) ( ) log
( )
g xK g f g x dx
f x

∞

−∞

= ∫                                                                                 (3.13) 

Como ( ; )K g f tiene la propiedad de que ( ; ) 0K g f ≥  y la igualdad se mantiene si 

fg = , el estimador de la información de Kullback-Leibler también ha sido 

considerada como una estadística de prueba de bondad de ajuste por Arizono 

(1989) y Ebrahimi (1992) entre otros. 

 
3.3.2  La entropía y la divergencia de Kullback-Leibler en las pruebas de 
          bondad de ajuste 
Las pruebas de bondad de ajuste basadas en la entropía muestral o bien en 

divergencia de Kullback-Leibler son consistentes y presentan un buen 

desempeño. Vasicek (1976) propuso una prueba de normalidad, basada en el 

hecho de que la entropía de esta distribución excede a la de cualquier otra 

distribución que tenga la misma varianza. Arizono y Otha (1976)  desarrollaron 

otra prueba para normalidad, pero basada en la divergencia de Kullback-Leibler, 

que puede ser aplicada para hipótesis simples y compuestas.  

Ebrahimi et al. (1992) desarrollaron una prueba de exponencialidad basada en la 

divergencia de Kullback-Leibler. Song (2002) presentó una metodología general 

para desarrollar pruebas de bondad de ajuste con distribución libre asintótica 

basada en la divergencia de Kullback-Leibler. El procedimiento puede ser aplicado 

a una gama amplia de distribuciones, entre las que destacan las distribuciones 

siguientes: Normal, log-normal, logística, Gumbel, exponencial, 

3.4  Poder o Potencia de la prueba 

La potencia de una prueba es la probabilidad de rechazar la hipótesis nula 0H , 

cuando esta es verdadera. La definición de potencia se usa principalmente para 

una hipótesis alternativa simple. Si la hipótesis alternativa es compuesta se 

emplea el término de Función Potencia, la cual se define como la función a la que 

un valor θ  del parámetro se le asocia la probabilidad de rechazar la 0H si este 

valor es el verdadero y su expresión es 

[ ]0H Re)( chazarPθθβ =  
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Si la hipótesis 0H es simple del tipo 0θθ =  entonces el valor de la función potencia 
para 0θ es el    ITipoError : 

αθβ θ =)(  

3.5  Prueba de hipótesis y Tamaño de la prueba 
 
Cuando se usa una prueba ϕ , estamos sujetos a cometer cualquiera de los dos 

tipos de errores posibles 

0      1)( >= xSixϕ  

0      0)( ≤= xSixϕ  

El criterio para encontrar la prueba óptima, es escoger la prueba *ϕ  tal que las 

probabilidades de ambos errores sean mínimas. 

En general, cuando se minimiza la probabilidad del    ITipoError se aumenta la 

probabilidad del    IITipoError y viceversa. 

Por esta razón fijamos un nivel de probabilidad α para la probabilidad del 

   ITipoError y se trata de obtener la prueba que hace mínima la probabilidad 

del    IITipoError . Es decir, entre todas las pruebas ϕ  que satisfacen: 

)usando   ( ϕITipoErrorP     1ααϕ <≤   

                                          (0,1)              10 ∈=<< αα   

Note  que si ϕ  es de tamaño α  y 1αα <  entonces ϕ  también es de tamaño 1α . 

Definición: Una prueba ϕ  que satisface * es llamada una prueba de tamañoα .  

El interés es que las pruebas, sean del tamaño lo más pequeño posible. 

a) Probabilidad de rechazar 0H cuando es verdadera 

)/     (Re)usando   ( 0 wusandoHchazarPITipoErrorP ∈= θϕϕ                                                              
)1)( ( wxP ∈==

−
θϕ      De donde ϕ  es de tamaño α  si 

αθ
θ

≤=
−∈

)1)( (max xP
w

 **      

b) Probabilidad de No rechazar 0H cuando es falsa. 
***)0)( ()usando   ( wxPIITipoErrorP −Ω∈==

−
θϕϕ  
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                                      )1)( (1 wxP −Ω∈=−=
−

θϕ  

 

 

Entonces se desea encontrar la ϕ  que satisface 

αθϕ
θ

≤=
−∈

)1)( (max xP
w

    **                   y  minimiza 

)0)( ( wxP −Ω∈=
−

θϕ                                  o 

             )1)( (1 wxP −Ω∈=−=
−

θϕ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  17

4.  PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA DISTRIBUCIÓN 
PARETO, BASADA EN LA INFORMACIÓN DE KULLBACK-
LEIBLER 

 

4.1 Planteamiento del problema 

Una variable aleatoria X, tiene función de distribución Pareto, X ~ ( , )P k η  si su 

función de densidad es de la forma  

0   ,0   ),,();( 10 ≥≥>==⋅ + ηηη xk
x
kkxfxf k

k

                                                            (4.1) 

donde η  es el parámetro de localización y k  es el parámetro de forma. Y k̂  y η̂  

son respectivamente los estimadores de máxima verosimilitud: 

 
∑

=
−

= n

i
i ny

nk

1

)ˆln(ln

ˆ

η
                             { }

1
ˆ mín i

i n
yη

≤ ≤
=  

Sean{ }nXX ,...,1 observaciones independientes de una distribución F, con función 

de densidad de probabilidad ( ),;⋅xf  ℜ∈x .                                                                                      

Se desea probar el siguiente juego de hipótesis                                                                              

( ) ),;(; 0:0 ηkxfxfH =⋅                                                                                          (4.2) 

contra la hipótesis alternativa:                                                                                                         

( ) ),;(; 0:1 ηkxfxfH ≠⋅                                                                                          (4.3)  

El objetivo de esta hipótesis es conocer si una muestra aleatoria proviene de la 

distribución Pareto.  

4.2 Transformación de la distribución Pareto 

Sin embargo, antes de probar la hipótesis de interés, se requiere aplicar una 

transformación logaritmo a la distribución Pareto para obtener una distribución 

Exponencial de dos parámetros (Lehman y Casella, (1998) pág. 486).                                

Considerando que Y se distribuye Exponencial de dos parámetros  
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Y ~ ),( bExp ξ con función de densidad                                                                                               

{ }by
b

yf Y ξ−−= (exp1)()(  )(),( yI ∞ξ                                                                         (4.4) 

donde              lnξ η=   y   1/b k=                                                                                                   

4.3 Construcción de la prueba 

Ahora se va a considerar la información de discriminación de Kullback-Leibler 

entre dos funciones de distribución para probar la hipótesis de interés.        

[ ]∫
∞

∞−
= dyyfyfyfFFKL ),(/)(ln)();,( 00 !!                                                             (4.5) 

donde! es un vector de parámetros que en este caso, contiene a ;kη .                                          

La evaluación de );,( 0 !FFKL  requiere conocer a F y 0F , por lo que ahora se debe 

obtener un estimador muestral de );,( 0 !FFKL , considerando la hipótesis que se 

quiere probar. Para este fin se aplicará la propuesta hecha por Song (2002). 

Considerando la información de Kullback-Leibler dada en (4.8) y por propiedades 

de los logaritmos se tiene:      

∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−= dyyfyfdyyfyfFFKL ),(ln)()(ln)();,( 00 !!                                        (4.6) 

donde:    )()(ln)( FHdyyfyf∫
∞

∞−
−=                    es la entropía de F.                                                

Para obtener la estimación de la entropía, ( )FH , se puede considerar el estimador 

propuesto por Vasicek (1976), dado por:                                                                                         

( )( ) ( )
1

1 ln
2

n

mn i m i m
i

nH Y Y
n m + −

=

 = − 
 ∑                                                                        (4.7) 

donde m  es un entero positivo menor que / 2n , { }(1) ( ),..., nY Y , son las estadísticas 

de orden de la muestra { }1,..., nY Y ,  ( )1 ,jY Y=  si 1<j   y  )(nj YY =   si  nj > .                                       

Para estimar de (4.5) la función ∫
∞

∞−
dyyfyf ),(ln)( 0 !  se utilizará la expresión 

propuesta por Song (2002) dada por:         
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( )η̂,ˆln ,
1

0
1 kYfn i

n

i
∑

=

−                                                                                           (4.8) 

sustituyendo (4.7) y (4.8) en (4.5) se tiene la ecuación completa para el estimador 

mnKL :                     

( )1
( ) ( ) 0 ,

1 1

1 ˆ ˆln ln ,
2

n n

mn i m i m i
i i

nKL Y Y n f Y k
n m

η−
+ −

= =

 = − − 
 ∑ ∑                                          

teniendo como resultado la estadística de prueba para la distribución Exponencial 

de dos parámetros. 

A partir de este resultado se generaliza a una familia de localidad y escala, la cual 

se consideró en este estudio para aplicarla en la prueba de bondad de ajuste de 

Kullback-Leibler. 

4.4  Implementación de la prueba 

Una vez que se aplica la prueba si se obtienen valores grandes del estimador 

mnKL  se rechaza 0H a favor de la hipótesis alternativa, es decir; se rechaza la 

hipótesis nula si )(αmnmn CKL ≥ , así el valor de la constante crítica )(αmnC  se 

determina por el cuantil ( )1001 α− de la distribución de mnKL bajo la hipótesis nula. 

Considerando que se tiene definido el tamaño de muestra n, ahora se tiene que 

especificar el parámetro m. Song (2002) sugiere que de acuerdo a su teoría, m 

debería escogerse de acuerdo al tamaño de muestra finito. Sin embargo en la 

práctica escoger el valor de m óptimo es problemático; ya que no sólo depende 

del tamaño de muestra, sino también de la alternativa en particular que se 

considere. Por lo que Song (2002), probó hipótesis compuestas de normalidad 

con parámetros no especificados, contra siete opciones de hipótesis alternativas 

obteniendo el poder de la prueba por medio de simulación MonteCarlo.  

Estas simulaciones mostraron que aún para n fija, no existe una m que sea óptima 

para todas las alternativas consideradas. 
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O sea, si se tiene una distribución alternativa de especial interés, entonces la 

mejor forma de escoger m , podría ser la m  que proporcione el poder más alto en 

la dirección de esta alternativa para el tamaño de muestra n  dado y el nivel α  

requerido. 

Para este fin, se tiene el hecho de que la información de Kullback-Leibler  

( )0( , ; 0KL F F ≥!  para todo ∈Θ!  en donde la igualdad se mantiene para algún 

∈Θ! si y solo si 0( ) ( , )f x f x= ! . En otras palabras, bajo ( )0( , ; 0KL F F =! , los 

valores grandes de ( )0( , ;KL F F !  favorecen la hipótesis alternativa sobre 0H . 

Sobre esta propiedad se basa el método para seleccionar m . Dadas las 

observaciones { }niiX 1= , se estima ( )0( , ;KL F F ! , con su estimador muestral, mnKL . 

La idea básica es escoger m que minimice mnKL .  

La siguiente expresión nos presenta la forma de obtener 

m : ( )0 ( )
1

1 ˆ ˆˆ *: * arg : ln , ,
n

mn mn i
i

m

m mín m m máx H H f X k
n

η
=

   = = ≤ −  
   

∑                      (4.10) 

es decir, m̂ debe de ser el valor mas pequeño de m̂ *, que maximice la entropía 

muestral mnH  restringida por la log verosimilitud observada.  
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5. ESTIMACIÓN DEL PODER DE LA PRUEBA 
 

5.1  Distribución empírica del estadístico de prueba mnKL  

Aplicando simulación Monte Carlo se probó que para este caso particular la 

distribución empírica del estadístico de prueba mnKL para la distribución Pareto, 

bajo 0H , es prácticamente idéntica aún para tamaños de muestra pequeños y no 

depende de los parámetros  y  ηk .Para obtener la distribución empírica de mnKL  

se mantuvieron fijos η̂y  ˆ ,, kmn  y se generaron B  muestras aleatorias de tamaño 

n  para la distribución Pareto con parámetros  y  ηk . Para calcular el valor de mnKL  

se hicieron B  realizaciones de la estadística de prueba y se generó la forma 

aproximada de la distribución, obteniendo el histograma de las diferentes gráficas  

En la  figura 1  se presenta la forma de la distribución de la estadística de prueba 

mnKL  con 10=n , 4=m  y 000,10=B  para cada combinación de los diferentes 

valores de parámetros especificados en la gráfica. Los cálculos se hicieron con el 

programa en lenguaje R. 
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KLmn;Pareto( 2 , 1 )

KLmn;Pareto( 3 , 1 )

KLmn;Pareto( 10 , 50 )

 
FIGURA 1 Distribución de la estadística de prueba de Kullback-Leibler 
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5.2  Estimación del   poder de la  prueba 
 
En esta sección se presenta la obtención del poder de la prueba de manera 

comparativa para las pruebas de Kullback-Leibler y Kolmogorov Smirnov, 

considerando las distribuciones, Lognormal, Weibull y Gamma como alternativas a 

la distribución Pareto. 

 

Se utilizaron para las tres pruebas de bondad de ajuste los niveles de significancia 

de =α 0.1, 0.05 y 0.01, tamaños de muestra de =n 10, 30, 50, 100, 200 y 225 y 

se generaron =B 5,000 muestras aleatorias para cada combinación de α  y n , 

posteriormente, se calculó el valor de la estadística correspondiente para cada 

una de las pruebas. 

 
5.3  Prueba de Kullback-Leibler con las distribuciones alternativas 
 
Para obtener la estadística de prueba mnKL  de Kullback-Leibler, se calculó el 

estimador de entropía ( mnH ). Este estimador considera las estadísticas de orden, 

el valor de n y el valor de m. 

 
Se calculó el poder de la prueba para las 16 distribuciones alternativas con 

diferentes combinaciones de los niveles de significancia y tamaños de muestra 

antes mencionados. En cada caso las pruebas se realizaron con los parámetros 

que se presentan a continuación. 

 
Distribución Weibull: (1,1), (1,3), (2,3), (2,1), (3,1) y, (3.439,1) 

Distribución Gamma: (1,1), (1,3), (2,3), (2,1), (3,1) y, (3.439,1) 

Distribución Log-normal: (1,1), (1,0.4), (5,3), (10,0.2) 

Para la distribución Weibull, se realizaron las pruebas con diferentes valores de 

parámetros, estableciendo las siguientes correspondencias con otras 

distribuciones de acuerdo a Makino(1984), 

Weibull(1,3) = Exp(3) 

Weibull(2,3) = Raleigh(;) 

Weibull(3.439,1) = Normal(;) 
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La distribución Weibull que se consideró, tiene parámetro de forma α  y parámetro 

de escala β  con función de densidad 

))/(exp()1()/)(/()(
axxxf βαββα −−=                                   para 0>x       

 
La distribución Gamma que se utilizó tiene parámetro de forma θ  y parámetro de 

escala β  con función de densidad 

{ } )/()1( exp)(
1)( βθθ θβ xx

xf −−Γ
=                                   para ,0>x   0>θ   y  0>β  

Para la distribución Gamma; solamente por comparación, se aplicaron los mismos 

valores de los parámetros que para la distribución Weibull. 

 
Se trabajó con la distribución Lognormal, con parámetro de localización µ  y 
parámetro de forma 2σ  con función de densidad: 
 

πσ 2
1)(
x

xf =  exp 



 −− 2

2

2
)(ln

σ
µx                                                         ∀  0>x  

Tamborero del Pino y Cejalvo (1996) indican las siguientes características para la 

distribución Lognormal de acuerdo a los valores del parámetro de escala: 

Lognormal (5,3) = Asimétrica, para valores medios y altos de & 

Lognormal (1,0.4)= Conforme & decrece, la distribución es más simétrica 

Lognormal (1,1) = Exponencial negativa. Si & se acerca a la unidad 

Lognormal (10,0.2)= Normal. Para valores de &<0.2  

 
Para esta distribución se trabajó con los parámetros antes indicados. 
 
Las potencias de las pruebas de Kullback-Leibler se realizaron con la estadística 

de prueba mnKL , obtenidas por medio de simulación Monte Carlo utilizando el 

programa en lenguaje R : 

 
5.3.1  Valores críticos 

Para determinar los valores críticos de ( )mnC α  y mnKL , y considerando que su 

distribución no depende de los parámetros de localidad y escala, se aplicó la 
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simulación Monte Carlo. Se consideraron los niveles de significancia =α 0.1, 

0.025, 0.05 y 0.01, tamaños de muestra de =n 20 a 200 con separación de 

diez unidades entre un calculo y otro y se generaron =B 5,000 muestras 

aleatorias de tamaño n , posteriormente, se calculó la estadística de 

prueba mnKL para cada / 2m n< . El valor de ( )mnC α  para cada m  y n  se determinó 

con el cuantil 1 )x100α( −  de la distribución empírica de mnKL .  

 
En la tabla 1 se muestran de manera resumida los valores críticos αmnC  de la 

estadística mnKL   para la distribución Pareto, y en las tablas 2, 3, 4 y 5 (anexas) se  

presentan los valores críticos para la estadística mnKL  para los niveles de 

significancia, de 0.01, 0.025, 0.05 y 0.1 respectivamente.                      

 
 

Nivel de significancia ( α ) 

n 0.01 0.025 0.05 0.1 
Cmn m Cmn m Cmn m Cmn m 

20 0.3889 4 0.3440 4 0.3058 4 0.2690 4 
30 0.2910 5 0.2573 5 0.2329 5 0.2079 5 
40 0.2366 6 0.2127 6 0.1931 6 0.1707 6 
50 0.2050 6 0.1851 6 0.1669 6 0.1492 6 
60 0.1792 8 0.1603 7 0.1470 6 0.1324 7 
70 0.1598 7 0.1443 7 0.1320 7 0.1190 7 
80 0.1456 7 0.1322 8 0.1206 8 0.1091 8 
90 0.1363 8 0.1226 9 0.1131 10 0.1016 10 

100 0.1248 9 0.1142 9 0.1050 9 0.0950 8 
110 0.1187 10 0.1067 10 0.0981 10 0.0887 10 
120 0.1111 8 0.1010 11 0.0927 11 0.0834 11 
130 0.1059 11 0.0952 9 0.0881 10 0.0796 11 
140 0.1005 13 0.0921 9 0.0843 11 0.0760 12 
150 0.0939 11 0.0864 11 0.0795 12 0.0719 12 
160 0.0913 11 0.0834 13 0.0768 11 0.0696 13 
170 0.0880 11 0.0800 12 0.0735 12 0.0666 12 
180 0.0845 12 0.0772 12 0.0713 12 0.0641 14 
190 0.0817 13 0.0748 15 0.0687 15 0.0618 15 
200 0.0787 12 0.0714 12 0.0660 14 0.0594 14 

            Tabla 1. Valores críticos αmnC  de la estadística mnKL   para la distribución  
                           Pareto  (Forma resumida) 
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5.4  Prueba de Kolmogorov-Smirnov  
 
La prueba de Kolmogorov-Smirnov indica si un conjunto de observaciones 

provienen de alguna distribución continua, completamente especificada. Sin 

embargo una de las limitaciones para aplicar esta prueba, es cuando uno o más 

parámetros de  la distribución deben estimarse a partir de la  muestra,  por lo que 

en estos casos no es muy conveniente aplicar la prueba, ya que no se pueden 

utilizar los puntos críticos tabulados comúnmente, (Lilliefors, 1969). 

 
Considerando que la distribución Pareto, no presenta el parámetro de escala, por 

lo que no cumple con esta condición para aplicar la prueba de Kolmogorov-

Smirnov. Sin embargo, este problema se resolvió aplicando la transformación 

logaritmo a la distribución Pareto, obteniendo como resultado la distribución 

exponencial recorrida, la cual es una distribución de localización y escala (Lehman 

y Casella, 1998) (explicada en el capítulo 2). 

 
Lilliefors (1969), presenta tablas de la estadística de Kolmogorov-Smirnov, para 

probar si un conjunto de observaciones provienen de una población exponencial 

cuando la media no es especificada, y se estima a partir de la muestra.  

 
En su trabajo, Lilliefors (1969), menciona que David y Johnson (1948), indican que 

si los parámetros estimados son parámetros de escala o localización y los 

estimadores satisfacen ciertas condiciones generales, entonces se aplica la 

transformación integral de probabilidad, y entonces, la distribución conjunta de las 

variables transformadas no dependerán del valor verdadero del parámetro. La 

distribución dependerá de la forma funcional de la distribución de las variables 

originales. Así se pueden construir las tablas con la estadística de Kolmogorov-

Smirnov para esa distribución en particular.  

 
El procedimiento que presenta Lilliefors (1969) es:   
 
dada una muestra de n observaciones se determina   

)()(* XSXFMáximoD n−=  

donde, )(XSn es la función de distribución acumulada de la muestra y )(* XF  es 

la función de distribución acumulada exponencial con X=λ/1 que es la media 
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muestral. Si el valor deD  excede el valor crítico en la tabla, entonces se rechaza 

la hipótesis de que las observaciones vienen de una población exponencial. 

 
La tabla 2 muestra los valores críticos de D  
 

Nivel de significancia para )()(* XSXFMáximoD N−=  
n 0.20 0.15 0.1 0.05 0.01 
3 0.451 0.479 0.511 0.551 0.600 
4 0.396 0.422 0.449 0.487 0.548 
5 0.359 0.382 0.406 0.442 0.504 
6 0.331 0.351 0.375 0.408 0.470 
7 0.309 0.327 0.350 0.382 0.442 
8 0.291 0.308 0.329 0.36 0.419 
9 0.277 0.291 0.311 0.341 0.399 

10 0.263 0.277 0.295 0.325 0.380 
11 0.251 0.264 0.283 0.311 0.365 
12 0.241 0.254 0.271 0.298 0.351 
13 0.232 0.245 0.261 0.287 0.338 
14 0.224 0.237 0.252 0.277 0.326 
15 0.217 0.229 0.244 0.269 0.315 
16 0.211 0.222 0.236 0.261 0.306 
17 0.204 0.215 0.229 0.253 0.297 
18 0.199 0.210 0.223 0.246 0.289 
19 0.193 0.204 0.218 0.239 0.283 
20 0.188 0.199 0.212 0.234 0.278 
25 0.170 0.180 0.191 0.210 0.247
30 0.155 0.164 0.174 0.192 0.226 

Más de 
30 .86/'N .91/'N .96/'N 1.06/'N 1.25/'N

              Tabla 2.  Valores críticos de D .    Lilliefors (1969) 
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6. APLICACIÓN DE LA PRUEBA DE KULLBACK-LEIBLER EN UN 
EJEMPLO DE OBSERVACIONES DE TIEMPOS DE VIDA 

 

Considerando los resultados de 20 tiempos de falla en un estudio de 

sobrevivencia, reportados por Ouyang y Wu (1994) en su trabajo sobre intervalos 

de predicción para observaciones ordenadas con distribución Pareto, se aplicaron 

los resultados obtenidos en este trabajo. El programa en lenguaje R para este 

ejemplo se anexa al final. 

 

30.101 30.150 30.374 30.581 30.871 31.086 31.398 31.752 31.792 31.960

32.260 32.517 32.636 33.002 33.552 33.721 34.002 34.023 34.150 35.274

 Tabla 3.  Tiempos de falla  

 
Se aplicó la prueba de Kullback-Leibler, para probar si los datos de tiempo de falla 

tienen distribución Pareto, contra la alternativa de que no se distribuyen Pareto. 

En la prueba se consideró un tamaño de muestra 20=n , un valor de 4=m  y un 

nivel de significancia de 05.0  

Los resultados obtenidos con el programa de cómputo R se anexan al final del 

trabajo. 

Se considera la siguiente regla de decisión:  

Se rechaza la hipótesis nula si, )05(.,20,420,4 CKL ≥                                                                            

El valor de 4,20KL   =  0.3514342                                                                                                       

Valor crítico 4,20 (0.05)C = 0.3572                                                                                                     

Como 4,20 4,20 (.05)KL C< entonces No se rechaza la hipótesis nula 

El resultado de la prueba indica que los datos de tiempo de falla que se 

consideraron en el ejemplo tienen distribución Pareto con un nivel de significancia 

de 0.05 
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7. DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS  
 

- Se aplicó la prueba de bondad de ajuste de Kullback-Leibler  propuesta por 

Song (2000), para la distribución Pareto. Debido a que la distribución 

Pareto no es invariante, se le aplicó la transformación logaritmo obteniendo 

como resultado la distribución Exponencial de dos parámetros, la cual es 

una distribución de localización y escala (Lehman y Casella,  1998). 

-  

- Se obtuvo la tabla de valores críticos αmnC , de la estadística mnKL   para la 

distribución Pareto, estos valores se obtuvieron por simulación Montecarlo 

a niveles de significancia, 0.01, 0.025, 0.05 y 0.1, tamaños de muestra n de 

5 a 200 y para valores de m de 4 a 15. (Tabla 1) 

 

- La prueba de bondad de ajuste de Kullback-Leibler, para la distribución 

Pareto, considerando como distribuciones alternativas la Weibull, Gamma, 

y Lognormal, observando en general que para las tres distribuciones, la 

potencia de la prueba, aumenta, conforme se incrementa el tamaño de la 

muestra.  

 

- Para el caso de la distribución alternativa Weibull, se consideraron 5 

combinaciones  de  parámetros.    Para  el caso de tamaño  de  muestra    

n = 10 a los diferentes niveles de significancia considerados (0.10, 0.05 y 

0.1), el poder de la prueba de Kullback-Leibler, presentó valores más altos 

en la mayoría de los casos, que para la prueba de Kolmogorov-Smirnov. 

(Tablas 4, 5 y 6). 

   

- Para esta misma distribución, la potencia de Kullback-Leibler, para n=30 

fue mayor en todos los casos y para el tamaño de muestra n=50, n=100, 

n=200 y n=225, con α  diferentes, la potencia fue igual a uno, viendo que 

para estos tres últimos tamaños de muestra, resultó idéntica a la potencia 

de la prueba de Kolmogorov-Smirnov. (Tablas de la 7 a la 21)  
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-  Para la distribución Gamma, con tamaño de muestra igual a 10, el 

resultado del poder de la prueba con los diferentes niveles de significancia 

considerados (0.01, 0.05 y 0.1), se presentó de manera muy semejante a la 

distribución Weibull, siendo mayor en practicamente todos los casos que 

para la prueba de Kolmogorov- Smirnov. (Ver Tablas 4 , 5 y 6) 

 

- Para esta misma distribución, la potencia de Kullback-Leibler, para n=30 

fue mayor en los 16 casos. Para los tamaños de muestra; n=50, n=100, 

n=200 y n=225, la potencia fue igual a uno, viendo que para los tres últimos 

tamaños de muestra, resultó idéntica a la potencia de la prueba de 

Kolmogorov- Smirnov. (Tablas de la 7 a la 21) 

 

- Tamborero del Pino y Cejalvo (1996) indican que para la distribución 

Lognormal, de acuerdo a los valores del parámetro de escala  & , si este 

tiene valores medios y altos entonces la distribución es asimétrica, en este 

trabajo  se probó la hipótesis alterna de Lognormal (5,3) y en las tablas 8, 9 

y 10 se observa que para esta combinación de parámetros al tamaño de 

muestra más bajo ( n=10) y para los tres niveles de significancia (0.10, 0.05 

y 0.01), la prueba de Kullback-Leibler no reportó valor para la potencia, por 

lo que la prueba no converge para estos casos. 

 

- Con tamaños de muestra mayores de 10, la distribución Lognormal, 

presentó resultados del potencia de la prueba muy parecidos a los que se 

obtuvieron con las distribuciones Weibull y Gamma. (Tablas de la 4 a la 21)   

 

- Con respecto al tamaño de la prueba, los resultados obtenidos por medio 

de simulación son muy parecidos a los valores α  de que se consideraron.  

Se obtuvo el tamaño de la prueba con diferentes parámetros a diferentes 

combinaciones de niveles de significancia y tamaños de muestra; 

confirmando que la prueba trabaja adecuadamente. (Tablas de la 22 y 23)   
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8. CONCLUSIONES 
 

- Se derivó una prueba  de  bondad de ajuste de   Kullback-Leibler, para la  

     distribución Pareto observando que la  potencia de la prueba de Kullback- 

     Leibler,  aumenta  conforme  se  incrementa  el  tamaño de la muestra, lo  

     que demuestra que es una PRUEBA CONSISTENTE  

 

- Con respecto al tamaño de la prueba, los resultados obtenidos por   

      medio de simulación son muy parecidos a los valores  de         que  

       se consideraron.   

 

- Como conclusión más importante, se observó que la prueba de Kullback-

Leibler resultó ser más poderosa que la prueba de bondad de ajuste de 

Kolmogorov-Smirnov. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α
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ANEXOS 
 

ANEXO A 
#PROGRAMA PARA REALIZAR LA PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA 
LA DISTRIBUCIÓN PARETO. 
#SE HACE LA TRANSFORMACIÓN DE LA FAMILIA ORIGINAL DE 
#DISTRIBUCIÓN A UNA FAMILIA DE LOCALIDAD-ESCALA RESULTANDO 
 #LA DISTRIBUCIÓN EXPONENCIAL DE 2 PARÁMETROS .  
#Tomado de Theory Puntual Estimation (TPE) (Lehmann, pág. 486). 
 

1) PROGRAMA PARA GENERAR NÚMEROS ALEATORIOS DE LA  
    DISTRIBUCIÓN PARETO 
 
#n es el tamaño de muestra 
#a 
#b 
 
rpareto<-function(n,a,b) 
{ 
   u<-runif(n) 
   return(b*(1/(1-u))^(1/a)) 
} 
 
 
2) PROGRAMA PARA EVALUAR LA FUNCIÓN DE DENSIDAD DE LA  
    DISTRIBUCIÓN EXPONENCIAL DOS PARÁMETROS 
 
#Se corre primero el programa 1) 
#a parámetro de escala, d parametro de localidad 
fexpdosparámetros <-function(x,a,d) 
{ 
  a*exp(-a*(x-d)) 
} 
 
3) PROGRAMA PARA OBTIENE LOS ESTIMADORES DE MÁXIMA 
VEROSIMILITUD (EMV) DE LA DISTRIBUCIÓN PARETO 
 
##Se corren primero los programas 1) & 2) 
#ver página 486, TPE (Lehmann). 
#datos es el vector de datos, corregir es un valor lógico, si es verdadero  
#reemplaza el emv contenido en solucion[2] por el UMVUE del mismo. 
emvpareto<-function(datos,corregir=TRUE) 
{   
  n<-length(datos) 
  solucion<-rep(0,2) 
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  solucion[2]<-min(datos) 
  solucion[1]<-n/(sum(log(datos))-n*log(solucion[2])) 
  if(corregir) 
  { 
    solucion[2]<-solucion[2]*(1-1/((n-1)*solucion[1])) 
  } 
  return(solucion)   
} 
 
#Calcula Hmn 
Hmn<-function(x,m) 
{ 
   n<-length(x)  #Obtiene el número de datos en la muestra 
   x<-sort(x)    #Ordena los datos 
   suma<-0 
   ximasm<-0 
   ximenosm<-0 
   for(i in 1:n) 
   { 
   if((i+m)>n)  
   {    
      ximasm<-x[n] 
       
             } 
   else 
   { 
      ximasm<-x[i+m] 
   } 
    
   if((i-m)<1) 
   { 
       ximenosm<-x[1]   
   }  
   else  
   {  
     ximenosm<-x[i-m] 
      }     
      suma<-suma+log(n/(2*m)*(ximasm-ximenosm))    
   } 
   return(suma/n) 
} 
 
#4) PROGRAMA PARA CALCULA EL ESTIMADOR DE KLMN(F:F0) DE LA 
INFORMACIÓN DE KULLBACK-LEIBLER 
 
#Bajo la hipótesis nula si X~Pareto(a,c) luego Z=log(X)~Expde dos parámetros() 
#ver página 486, TPE (Lehmann) 
KLmn<-function(x,m) 
{ 
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   estimadores<-emvpareto(x) 
   a<-estimadores[1] 
   d<-log(estimadores[2]) 
   z<-log(x) 
   return(-Hmn(z,m)-mean(log(fexp dos parámetros (z,a,d)))) 
} 
 
# 5) PROGRAMA PARA CALCULAR LA Distribución empírica de KLmn, para 
diversos tamanos de muestra(n) 
#y diferentes m, el parámetro B indica el número de muestras a generar 
DistrKLmn<-function(n=50,m=10,B=100,params) 
{ 
 aleatorios<-rep(0,B) 
 i<-1 
 while(i<=B) 
 { 
            muestra<-rpareto(n,params[1],params[2])  
            aleatorios[i]<-KLmn(muestra,m); 
            i<-i+1; 
      }       
      return(aleatorios) 
} 
 
#6) Función para calcular los puntos críticos para diversos tamaños de muestra(n) 
#y diferentes m, el parámetro B indica el número de muestras a generar, el 
parámetro 
#alpha es el nivel de significancia de la prueba 
#Aqui hemos considerado el caso de la "Pareto estándar", P(1,1) 
#Para la distribución de KLmn 
 
Cmnalpha<-function(n=50,m=10,B=100, alpha=c(0.01,0.025,0.05,0.10)) 
{ 
  
    return(quantile(DistrKLmn(n,m,B,c(1,1)),1-alpha)) 
} 
 
# 7) Función para calcular la tabla de valores críticos para la prueba 
#tmuestras es un vector que indica el tamaño de las muestras del cual se calculan 
los 
#puntos críticos, B es en número de muestras de tamaño n a generar para 
calcular el  
#punto crítico para alpha dado 
 
TPCKLmn<-function(tmuestras,B=100,alpha=c(0.01,0.025,0.05,0.10)) 
{ 
 nmax<-max(tmuestras) #Calcula el tamaño de muestra máximo 
        mmax<-4*nmax^(1/3) 
 
 #Creación de la tabla para contener los puntos críticos 
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 Tabla<-matrix(nrow=length(alpha)*length(tmuestras),ncol=mmax) 
 cat("\nTrabajando...") 
 cat("\nAl 100% ") 
 for(i in 1:length(tmuestras)) 
 {   
  cat("#") 
 } 
 cat("\nActual  ") 
 
 for(i in 1:length(tmuestras)) 
 { 
  if(tmuestras[i]%%2==0)  
  {   
     #i es par 
     mmaxj<-(tmuestras[i]/2)-1 
               if(mmaxj>mmax) mmaxj<-mmax 
  } 
  else 
  { 
    #i es impar 
    mmaxj<-as.integer(tmuestras[i]/2.0) 
              if(mmaxj>mmax) mmaxj<-mmax 
  } 
  for(j in 1:mmaxj) 
  { 
     Constantes<-Cmnalpha(tmuestras[i],j,B,alpha) 
     Tabla[i,j]<-Constantes[1] 
     Tabla[length(tmuestras)+i,j]<-Constantes[2] 
     Tabla[2*length(tmuestras)+i,j]<-Constantes[3] 
     Tabla[3*length(tmuestras)+i,j]<-Constantes[4] 
  } 
  cat("#") 
 } 
 cat("\n") 
 dimnames(Tabla)<-list(rep(tmuestras,4),c(1:mmax)) 
 return(Tabla) 
} 
 
# 8) Función para obtener los valores de m adecuados a cada tamaño de muestra 
#Regresa una tabla apilada. la primera parte corresponde a los valores para el 
primer nivel 
#de significancia, la segunda corresponde a los valores para el segundo nivel de 
significancia y así 
#sucesivamente. 
depura<-function(datos) 
{ 
 filas<-nrow(datos) 
 Criticos<-matrix(nrow=filas,ncol=4) 
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 for(i in 1:filas) 
 { 
  filai<-datos[i,]     #Asigna la fila i-ésima de la matriz de datos 
              minimo<-min(filai,na.rm=TRUE)   #Obtiene el mínimo de la fila i 
  maximo<-max(filai,na.rm=TRUE)   #Obtiene el máximo de la fila i 
  Criticos[i,1]<-minimo 
  Criticos[i,2]<-match(minimo,filai) #Obtiene la posición del mínimo en 
la tabla  
  Criticos[i,3]<-maximo 
            Criticos[i,4]<-match(maximo,filai)     #Obtiene la posición del máximo 
 } 
 return(Criticos)  
} 
 
# 9) Función para obtener el punto critico de la prueba basada en K-L, 
#n es el tamaño de muestra, y alpha es el nivel de significancia, 
#si n o alpha no están en la tabla regresa NA NA 
 
CriticoKL<-function(n,alpha) 
{ 
   #Crea la tabla de valores crítricos   
   Tabla<-matrix(nrow=21,ncol=8) 
   Tabla[1,]<-c(0.7284,3,0.6589,3,0.5901,3,0.5293,3) 
   Tabla[2,]<-c(0.4312,4,0.3941,4,0.3572,4,0.3235,4) 
   Tabla[3,]<-c(0.3218,5,0.2911,5,0.2669,5,0.2399,5) 
   Tabla[4,]<-c(0.2643,6,0.2387,6,0.2176,6,0.1978,6) 
   Tabla[5,]<-c(0.2254,7,0.2051,5,0.1879,7,0.1701,7) 
   Tabla[6,]<-c(0.1987,6,0.1816,8,0.1649,8,0.1499,7) 
   Tabla[7,]<-c(0.1774,7,0.1604,7,0.1475,7,0.1336,7) 
   Tabla[8,]<-c(0.1609,9,0.1473,9,0.1348,8,0.1231,7) 
   Tabla[9,]<-c(0.1474,10,0.1331,8,0.1239,8,0.1125,8) 
   Tabla[10,]<-c(0.1381,9,0.1259,8,0.1158,9,0.1046,9) 
   Tabla[11,]<-c(0.1261,11,0.1155,10,0.1071,9,0.0981,9) 
   Tabla[12,]<-c(0.1194,8,0.1096,11,0.1014,10,0.0922,11) 
   Tabla[13,]<-c(0.1125,9,0.1038,9,0.0954,12,0.0871,12) 
   Tabla[14,]<-c(0.1049,11,0.0976,11,0.0903,11,0.0828,12) 
   Tabla[15,]<-c(0.1014,12,0.0933,12,0.0866,12,0.0786,12) 
   Tabla[16,]<-c(0.0969,10,0.0895,11,0.0833,11,0.0754,14) 
   Tabla[17,]<-c(0.0935,11,0.0857,13,0.0787,13,0.0719,13) 
   Tabla[18,]<-c(0.0891,11,0.0826,11,0.0766,13,0.0696,13) 
   Tabla[19,]<-c(0.0857,11,0.0791,11,0.0733,11,0.0674,13) 
   Tabla[20,]<-c(0.0836,12,0.0770,14,0.0711,14,0.0646,15) 
   Tabla[21,]<-c(0.0763,15,0.0705,15,0.0650,15,0.0596,15) 
   i<-
c(10,20,30,40,50,60,70,80,90,100,110,120,130,140,150,160,170,180,190,200,225
) 
   j<-c(0.01,NA,0.025,NA,0.05,NA,0.10,NA) 
   critico<-Tabla[match(n,i),match(alpha,j)] 
   m<-Tabla[match(n,i),match(alpha,j)+1] 
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   return(c(critico,m)) 
} 
 
#Función que indica si se rechaza  o no se rechaza la Hipótesis nula 
#Ho:F(x) = Pareto, Ha:F(x)<> Pareto 
#Si se rechaza regresa un 1, caso contrario un 0, 
#datos es el vector de datos,alpha es el nivel de significancia de la prueba 
PhixKL<-function(datos,alpha) 
{ 
      n<-length(datos)                    #Tamaño de la muestra 
      Constantes<-CriticoKL(n,alpha)      #Obtiene la constante crítica 
      pCritico<-Constantes[1]             #Valor crítico 
      m<-Constantes[2]                    #”Window size” asociado 
      if(KLmn(datos,m)>pCritico) return(1) 
      else return(0) 
} 
 
# 10) PROGRAMA PARA OBTENER LA POTENCIA DE LA PRUEBA DE 
KULLBACK-LEIBLER 
#n es el tamaño de muestra, alpha es en nivel de significancia de la prueba 
#B es el número de veces que se repite el proceso para estimar la potencia 
#alternativa es el modelo distribucional que genera las muestras 
#params, es un vector de parámetros de la distribución que genera las muestras 
PotKL<-function(n=30,alpha=0.05,B=1000,alternativa="pareto",params=c(2,3)) 
{ 
  rechazos<-rep(0,B)   #Crea un vector para contar el número de veces que se 
rechaza Ho 
  for(i in 1:B) 
  { 
     x<-switch(alternativa,weibull=rweibull(n,params[1],params[2]), 
               gamma=rgamma(n,shape=params[1],scale=params[2]), 
               normal=rnorm(n,params[1],params[2]), 
               pareto=rpareto(n,params[1],params[2]), 
               lognormal=rlnorm(n,params[1],params[2])) 
     rechazos[i]<-PhixKL(x,alpha) 
  }   
  return(sum(rechazos)/B)      #Regresa la potencia de la prueba calculada por 
Monte-Carlo 
} 
 
 
# 11) Función para graficar la distribución empírica de Klmn para la distribución 
Pareto 
#t muestras es un vector con los tamaños de las muestras, m el “window size” 
asociado 
#B número de veces que se repite el proceso para obtener las distribuciones 
empíricas 
#params es un vector de parámetros para el modelo Pareto. 
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#grafica<-function(tmuestras,m=4,B=40000,params) 
{ 
  cuantas<-length(tmuestras) 
  
plot(density(DistrKLmn(tmuestras[1],m,B,params)),main="",xlab="",ylab="",bty="l",l
ty=1) 
  legpos<-locator(1) 
  legend(legpos,paste("KLmn, Pareto(",params[1],",",params[2],")"),bty="n",lty=1) 
  for(i in 2:cuantas) 
  {  
    lines(density(DistrKLmn(tmuestras[i],m,B,c(params[2*i-
1],params[2*i]))),bty="l",lty=i) 
    legend(legpos$x,legpos$y-(i-1)*0.25,paste("KLmn;Pareto(",params[2*i-
1],",",params[2*i],")"),bty="n",lty=i) 
  } 
} 
 
# 12) Función para calcular la estadística de Kolmogorov, ver Lilliefors, 1969. 
#x es el vector de datos 
Dstat<-function(x) 
{ 
    #obtiene los estimadores máximo verosímiles para la distribución Pareto 
    #transforma los datos a exponencial dos parámetros y elimina luego el     
    #parámetro de corrimiento, por lo que ‘y’ tendrá una muestra de variables  
    #aleatorias #independientes idénticamente distribuídas exponencial(a) 
    estimadores<-emvpareto(x) 
    a<-estimadores[1] 
    d<-log(estimadores[2]) 
    y<-log(x)-d   
    y<-sort(y) 
    z<-pexp(y,a) 
    Dmas<-max(c(1:length(x))/length(x)-z)        #Calcula D+ 
    Dmenos<-max(z-c(0:(length(x)-1))/length(x))  #Calcula D- 
    return(max(Dmas,Dmenos)) 
} 
 
# 13) PROGRAMA PARA OBTENER La tabla  de puntos criticos de Lilliefors 
CriticoKolmogorov<-function(n,alpha) 
{ 
    
    #columna 1(alpha=0.10), columna 2(alpha=0.05), columna 3(alpha=0.01) 
    Criticos<-matrix(nrow=4, ncol=3) 
    Criticos[1,]<-c(0.295,0.325,0.380) #Tamaño de muestra 10  
    Criticos[2,]<-c(0.212,0.234,0.278) # Tamaño de muestra 20  
    Criticos[3,]<-c(0.174,0.192,0.226) # Tamaño de muestra 30 
    Criticos[4,]<-c(0.960,1.060,1.250) # Tamaño de muestra infinito 
    i<-c(10,20,30,NA)                        #índice de fila 
    j<-c(0.10,0.05,0.01)                     #índice de columna 
    if(n<=30) 
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    { 
      return(Criticos[match(n,i),match(alpha,j)]) 
    } 
    else 
    { 
      return((Criticos[4,match(alpha,j)])/sqrt(n)) 
    } 
} 
 
# 14) Función que indica si se rechaza  o no se rechaza la Hipótesis nula 
#Ho:F(x) = Pareto, Ha:F(x)<> Pareto 
#Si se rechaza regresa un 1, caso contrario un 0 
#datos es el vector de datos, (la muestra que se presume es Pareto) 
#alpha es el nivel de significancia de la prueba 
PhixKolmogorov<-function(datos,alpha) 
{ 
    n<-length(datos) 
    pcritico<-CriticoKolmogorov(n,alpha) 
    D<-Dstat(datos) 
    if(D>pcritico) return(1) 
    else return(0) 
} 
 
 
# 15) Obtiene la potencia de la prueba de Kolmogorov 
#n es el tamaño de muestra, alpha es en nivel de significancia de la prueba 
#B es el número de veces que se repite el proceso para estimar la potencia 
#alternativa es el modelo distribucional que genera las muestras 
#params, es un vector de parámetros de la distribución que genera las muestras 
PotKolmogorov<-
function(n=30,alpha=0.05,B=1000,alternativa="pareto",params=c(2,3)) 
{ 
  rechazos<-rep(0,B)   #Crea un vector para contar el número de veces que se 
rechaza Ho 
  for(i in 1:B) 
  { 
     x<-switch(alternativa,weibull=rweibull(n,params[1],params[2]), 
               gamma=rgamma(n,shape=params[1],scale=params[2]), 
               normal=rnorm(n,params[1],params[2]), 
               pareto=rpareto(n,params[1],params[2]), 
               lognormal=rlnorm(n,params[1],params[2])) 
     rechazos[i]<-PhixKolmogorov(x,alpha) 
  }   
  return(sum(rechazos)/B)      #Regresa la potencia de la prueba calculada por 
Monte-Carlo 
} 
 
# 16) Muestra que la estadística de prueba es  invariante 
#grafica(rep(20,4),10,40000,c(1,1,2,1,3,1,10,50,10,100)) 
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# 17) Calcula la tabla de valores críticos para la prueba para los tamaños de 
muestra indicados y las alphas indicados 
#y las almacena en archivos de texto separados por comas 
 
#library(MASS) 
 
#b<-
TPCKLmn(c(20,30,40,50,60,70,80,90,100,110,120,130,140,150,160,170,180,190,
200),B=5000,alpha=c(0.01,0.025,0.05,0.10)) 
#c<-depura(b) 
#write.matrix(b,"criticos.csv",sep = ",") 
#write.matrix(c,"depurados.csv",sep = ",") 
 
#b<-TPCKLmn(c(10,225),B=5000,alpha=c(0.01,0.025,0.05,0.10)) 
#c<-depura(b) 
#write.matrix(b,"criticos.csv",sep = ",") 
#write.matrix(c,"depurados.csv",sep = ",") 
 
#Potencias y tamaños, prueba de KL 
#PotKL(10,0.05,10000,"pareto",c(3,1)) 
 
#Potencias y tamaños, prueba de Kolmogorov 
#PotKolmogorov(100,0.01,10000,"pareto",c(3,1)) 
 
#EXAMPLE FAILURE 
FAILURE<-
c(30.101,30.150,30.374,30.581,30.871,31.086,31.398,31.752,31.792,31.960,32.2
65,32.517,32.636,33.002,33.552,33.721,34.002,34.023,34.150,35.274)       
               
      alpha=0.05                                #nivel de significancia 
n=length(FAILURE)                          #Tamano de muestra 
n                                         #Muestra el tamano de muestra 
Constantes<-CriticoKL(20,alpha)           #Obtiene la constante critica de tablas 
                                          #Vector con dos componentes, primer componente 
                                          #constante critica, segundo componente 
                                          #m asociado 
pCritico<-Constantes[1]                   #Valor critico 
pCritico 
m<-Constantes[2]                          #m 
m 
estimadores<-emvpareto(FAILURE)            #EMV 
estimadores 
a<-estimadores[1]                         #Paremetro de escala de exp dos parámetros 
a 
d<-log(estimadores[2])                    #Paremetro de loc de exp dos parámetros 
d 
z<-log(FAILURE)   
z                          #Datos exp dos parámetros (escala, loc) 
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w<-z-d    
w                                 #Datos exp(escala) 
x11() 
plot(ecdf(w),do.p=FALSE, main=" FAILURE_DISTRIBUCIONES_.Empírica vs 
Teorica") 
curve(pexp(x,a),add=T) 
 
ifelse(KLmn(FAILURE,m)>pCritico,1,0)       #Si regresa 1 se rechaza H0 
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      Tabla 26. Estimación del Tamaño de la Prueba de bondad de ajuste de  Kullback-Leibler  
              considerando diferentes tamaños de muestra y niveles de significancia 
 

κ, θ " n=10 n=30 n=50 

         
(1,1) 0.1 0.094 0.116 0.1154 
(1,1) 0.05 0.0512 0.0558 0.0534 
(1,1) 0.01 0.0102 0.0102 0.0104 
(3,1) 0.1 0.094 0.1064 0.0932 
(3,1) 0.05 0.0448 0.0506 0.0486 
(3,1) 0.01 0.0104 0.012 0.009 
(5,3) 0.1 0.0916 0.1004 0.0982 
(5,3) 0.05 0.047 0.047 0.0498 
(5,3) 0.01 0.0078 0.0116 0.0108 

(10,0.2) 0.1 0.091 0.0994 0.0972 
(10,0.2) 0.05 0.054 0.052 0.0518 
(10,0.2) 0.01 0.008 0.0092 0.0114 

 
 
 
       Tabla 27.Estimación del Tamaño de la Prueba de bondad de ajuste de  Kullback-Leibler  
              considerando diferentes tamaños de muestra y niveles de significancia 

κ, θ " n=100 n=200 n=225 

         
(1,1) 0.1 0.1054 0.1042 0.0994 
(1,1) 0.05 0.049 0.0536 0.0564 
(1,1) 0.01 0.0084 0.0096 0.0138 
(3,1) 0.1 0.0944 0.0984 0.096 
(3,1) 0.05 0.047 0.0478 0.057 
(3,1) 0.01 0.0082 0.0096 0.0126 
(5,3) 0.1 0.984 0.1046 0.1002 
(5,3) 0.05 0.0476 0.0522 0.0554 
(5,3) 0.01 0.0088 0.0086 0.013 

(10,0.2) 0.1 0.1054 0.107 0.0976 
(10,0.2) 0.05 0.0472 0.0512 0.0568 
(10,0.2) 0.01 0.007 0.0098 0.0102 

 


