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RESUMEN

PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA DISTRIBUCION PARETO,
BASADA EN LA INFORMACION DE KULLBACK-LEIBLER
Ana Celia Luque Guerrero, Dr.

Colegio de Postgraduados, 2007

En este trabajo se presenta una prueba de bondad de ajuste para la distribucién Pareto
basada en la informaciéon de discriminacion de Kullback-Leibler (1951) propuesta por
Sheng Song (2002). Considerando que la distribucion Pareto, no presenta el parametro
de escala, se aplicd la transformacién logaritmo a esta distribucion obteniendo como
resultado la distribucion Exponencial de dos parametros, la cual es una distribucion de
localizacién y escala (Lehman y Casella, 1998). Se comprobd que la estadistica de
prueba de Kullback-Leibler es invariante. Se aplico la metodologia que propone Song, la
cual se basa en los espacios m’ésimos entre estadisticas de orden validados por la log
verosimilitud. El calculo de m se obtuvo a través de Simulacion Monte Carlo . También
mediante un experimento de Simulacion Monte Carlo se calculé el poder de la prueba de
Kullback-Leibler propuesta, la cual se comparé con el poder de la prueba de bondad de
ajuste de Kolmogorov-Smirnov considerando las distribuciones, Lognormal, Weibull y
Gamma como alternativas a la distribucion Pareto. Con respecto al tamafo de la prueba,
los resultados obtenidos por medio de simulacion son muy parecidos a los valores o que
se consideraron, confirmando que la prueba trabaja adecuadamente. Como conclusion
mas importante, se observé que la prueba de Kullback-Leibler resulté ser mas poderosa

que la prueba de Kolmogorov-Smirnov. Todos los calculos se hicieron en lenguaje R.

Palabras Clave: Kullback-Leibler, Distribucién Pareto, Simulacion Monte Carlo
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ABSTRACT

GOODNESS-OF-FIT TEST FOR PARETO DISTRIBUTION, BASED ON
KULLBACK-LEIBLER INFORMATION
Ana Celia Luque Guerrero, Dr.

Colegio de Postgraduados, 2007

This paper presents a goodness-of-fit test for Pareto distribution based on the Kullback-
Leibler (1951) discrimination information, as proposed by Sheng Song (2002). By
considering the fact that Pareto distribution does not present the scale parameter, the
logarithm transformation was used. As a result, a exponential distribution with location
parameter was obtained, which is a localization and scale distribution (Lehman and
Casella, 1998). It was proven that Kulback-Leibler test statistic is invariant. The
methodology proposed by Song was used, which is based on mth-order spaces among
order statistics validated by loglikelihood. The calculus of m was obtained through Monte
Carlo Simulation. Additionally, the power of the proposed Kullback-Leibler test was also
estimated. This was then compared to the Kolmogorov-Smirnov goodness-of-fit test by
considering the Lognormal, Weibull and Gamma distributions as alternatives to Pareto
distribution. With regard to the size of the test, the results obtained are quite similar to the
o values considered. This confirmed the adequate function of the test. It was observed,
as the most remarkable conclusion, that the Kullback-Leibler test was more powerful that

the Kolmogorov-Smirnov one

Key Words: Kullback-Leibler, Pareto Distribution, Monte Carlo Simulation



DEDICATORIA

A MIS PADRES

BLAS LUQUE Y CELIA GUERRERO, quienes con su gran ejemplo y apoyo
me impulsaron constantemente con mucho amor, motivando mi superacion.

Papi, sintiendo siempre tu presencia y tu proteccion desde cualquier lugar que te
encuentres. Con mis mejores recuerdos para ti...- Siempre conmigo, siempre
contigo-

A MI ESPOSO

LOMBARDO, mi compafiero y amigo. Afortunadamente tuve y tengo la
dicha de recorrer este camino y lo hago contigo, compartiendo momentos dificiles
y muchos otros mas, felices y gratificanes.

A MIS HIJAS

ARIADNA Y ANETT, mis pequefias que siempre han sido un ejemplo de
inteligencia y decisién. Gracias por acompafarme nuevamente en esta
experiencia tan intensa que decidi vivir con el apoyo y comprension de ustedes.
Mi gran amor y admiracion para ustedes.

vi



AGRADECIMIENTOS

Alcanzar el objetivo de obtener un Doctorado en Ciencias es el mejor
momento para dar las Gracias a todas las personas que me apoyaron y me
ayudaron a través de estos anos satisfactorios, pero también dificiles.

En primer lugar, expreso mi agradecimiento y reconocimiento al Dr. Humberto
Vaquera Huerta, por su claridad, interés y entusiasmo, que orientd y motivo en
todo momento mi proceso formativo; desde mi ingreso al doctorado hasta la
direccidén de esta tesis; investigacion que presento con gran satisfaccion y que
complementa de manera importante mi formacién como Estadistica.

Agradezco de manera sensible a uno de los profesores que mas he admirado
desde que conoci el mundo de la Estadistica, al Dr. Ignacio Méndez Ramirez,
quien junto con su esposa Lupita me han brindado el privilegio de su amistad, e
innumerables atenciones que motivaron mi pasién por el conocimiento estadistico.

A mis asesores Dr. Gilberto Rendén Sanchez, Dr. Vicente Gonzalez Romero y
Dr. Enrique Villa Diharce, por compartir conmigo su experiencia, sabiduria y
fraterna compaiia.

A mis sinodales Dr. Sergio Pérez Elizalde y Dr. David del Valle Paniagua, de
quienes siempre recibi respaldo y atenciones como estudiante, y en la ultima
parte de mi tesis, por sus sugerencias, de gran valor.

A todos mis profesores del Instituto de Socioeconomia, Estadistica e Informatica
Estadistica del Colegio de Postgraduados, por su gran apoyo y ensefianza
comprometida.

A todo el personal del Instituto de Socioeconomia, Estadistica e Informatica
Estadistica del Colegio de Postgraduados por su gran comprension y sincera
amistad.

A las autoridades del Instituto Politécnico Nacional en especial al Dr. Enrique
Villa Rivera, Director General del I.P.N., visionario que en todo momento impulsa
y alienta la superacion académica de todo el personal del Instituto.

Al Dr. Luis Humberto Fabila Castillo, Secretario de Investigacion y Postgrado
del I.P.N, por su respaldo y motivaciéon para seguir adelante, hasta culminar
exitosamente esta etapa.

Al Dr. Adrian Luis Garcia Garcia, ex Director del CICATA, Unidad Querétaro,
quien alent6 y apoyo en todo momento mi proceso formativo.

Al Dr. Joaquin Salas Rodriquez, Director del CICATA, Unidad Querétaro quien
refrendé de manera comprometida y comprensiva, el interés institucional, para
que pudiese alcanzar mi gran objetivo.

vii



A mis companeros del CICATA Unidad Querétaro, por su amistad y apoyo
solidario.

Al Comité Técnico de Prestaciones a Becarios del IPN (COTEPABE), a la
Comisién de Operaciéon y Fomento de Actividades Académicas del IPN (COFAA),
y al CONACYyYT, por el importante apoyo complementario que recibi, a través de
permisos, beca y reconocimiento de mis estudios.

A mis compafieros de estudios tanto de Maestria como de Doctorado de
Estadistica, con quienes comparti muchos momentos especiales y emotivos. Mi
especial agradecimiento a Paulino Pérez Rodriguez y a Hortensia Reyes
Cervantes.

A todos los amigos con quienes tuve oportunidad de estudiar y convivir durante
este tiempo. Gracias

A mis hermanos, cufiados, sobrinos y a Jair mi futuro yerno, quienes desde el
inicio de mis estudios me alentaron e impulsaron hasta lograr mi objetivo.

viii



CONTENIDO

1. INTRODUGCCION. ...ttt ettt ettt e e et et et et et e e eee e et et et et et eaeeaeeeas 1
OBUETIVOS ... oo ettt e et e e e e e et e e e e e et e e e e e e eat e s eeeeeaaareaaaees 4
MARGCO TEORICO ...ttt et ettt et ettt ettt eae et e et ee et ee et ee et eeen e 5
3.1 DISTRIBUCION PARETO titteuureenussrensssrensssresnsssmmsssssensssssssssmsesssssenssssssssssessssssenssssessssssnnsssrennnns 5

3.1.1 REGLA 80/20 .euuuiiiiieiieeiiiiiiissnssssisiiessssssssiesssssssssesssssssssssmssssssssssiessssssssssesssnsssssssanes 5
3.1.2 DEFINICION DE LA DISTRIBUCION PARETO ..uiiteereuussserrennssssserrssnssssssessnnnssssssssssnsssssssenes 6
3.1.3 ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSIMILITUD DE LA DISTRIBUCION PARETO .........cevvvnnnnnne. 8
3.1.4 OTRAS APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION PARETO ..ivveeuuerrrrrrmnnsrrrrrrrnnsssssersennssssrreens 9
3.2 CONCEPTOS DE LA TEORIA DE LA INFORMAGCION ..evtveusssrerresennsssssreesnnssssseesmsnnsssssessssnsssssssessnnnns 9
3.2.1 ENTROPIA ceuutiietttteeuseserrrennsssrrrressnssssseerransssssssessnssssssreesnnnsssssserennssssseeeesnnsssnsseesnnnnns 10
3.2.2 MEDIDAS DE ENTROPIA . ttteeuuuutrrrerrnnssssserersnsssssseesssssssssssessnnsssssseessssssssssesssnssssssreennnnns 10
3.2.3 UNIDADES DE ENTROPIA euutttuutternassrrnnssernnssrrnnsssrssssserssssssensssressssssnssssesnssssnnssssensssrenns 1
3.2.4 ENTROPIA DE SHANNON PARA UNA VARIABLE CONTINUA .. ttteusereensrrrenssrernsssrenssssennssrenns 12
3.2.5 ESTIMADOR NO PARAMETRICO DE ENTROPIA t1veuttrreusrrrenssrrrmsssrresssesnnssresnsssrenssssennssrenns 12
3.3 DISCREPANCIA INTRINSECA 11eeuutteeussrsnssrrensssrenssssssssssssnsssssnsssssnsssssssssssssssssenssssssssssssnssssenassees 13
3.3.1 MEDIDA DE DIVERGENCIA. DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER..1suuureresssrennsserenssrennnns 13
3.3.2 LAENTROPIA Y LA DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER seveuuurersssersnssrerssssrennssessnssrennnns 14
3.4 PODER O POTENCIA DE UNA PRUEBA...cstteessssserrennssssssrrsnnmssssserernnssssssessnnsssssssessnnssssssessnnnsssnns 14
3.5 PRUEBA DE HIPOTESIS Y TAMARO DE LA PRUEBA.c.uuuutttrteeesssssrrrrennsssssrrennnssssssersnnssssseesssnnsssnns 15

4.  PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA DISTRIBUCION PARETO, BASADA EN LA

INFORMACION DE KULLBACK-LEIBLER. ... ettt et ee e 17
4.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA uutteuuurersussresnssersssssssssssrenssssesssssesnssssesssssssssssesnsssssnssssenassrenns 17

4.2 TRANSFORMACION DE LA DISTRIBUCION PARETO ceuuuiiirrreemsssssererenssssssemrsnnssssssesssnsssssseessnnnsssnns 17

4.3 CONSTRUCCION DE LA PRUEBA eeuuuuterrrrenssssserrrsnnsssssressnmnsssssessennsssssssessnssssssssssnnssssssesssnnnsssnes 18

4.4, IMPLEMENTACION DE LA PRUEBA .uettttressssseerrenssssssrersnmnssssssssennssssssemssnnsssssssssnnssssssesssnnnsssnes 19

5. ESTIMACION DEL PODER DE LA PRUEBA......ocoeeeeeeeeeeeeeeteeteetseesseesesnssessnsessesssssassassnssnsensann 21
5.1 DISTRIBUCION EMPIRICA DEL ESTADISTICO DE PRUEBA DE KULLBACK-LEIBLER ..........ccvuueeeeennen. 21

5.2 ESTIMACION DEL PODER DE LA PRUEBA. c1tttuuttressssresssseensssrsnsssssnnsssssnsssrsnssssenssssssnsssssnssssennssees 22

5.3 PRUEBA DE KULLBACK-LEIBLER CON LAS DISTRIBUCIONES ALTERNATIVAS ..cvtrerrrennssrennsrreennenes 22
5.3.1 VALORES CRITICOS teuutreeusserenssrrenssrrensssssnssssenssssssnsssssnssssenssssensssssnssssssnsssssnssssrssssssnnsns 23

5.4 PRUEBA DE KOLMOGOROV-SIMIRNOV 1euuurteeussreassssrenssrrensssrssssssesnssrsenssssssssssesssssssnsssssnssssennssees 25

6. EJEMPLOS DE APLICACION DE LA PRUEBA DE KULLBACK-LEIBLER..........c..ccccveevennn.... 27
7. DISCUSION DE LOS RESULTADOS. ...ttt ee et 28
8. CONGCLUSIONES ..ot e et e e e e e et e e e e e e et eeeseeaenaeeaeees 30
9. LITERATURA C T AD A ...t e e e e e e et et s e e e e saaae s e easeeeaaeeseeeeeaen 31
Y ), (0 1 3N 34
ANEXO A PROGRAMA EN R PARA REALIZAR LA PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE .uceverrreenssssrrrrnnnsssssreees 34
ANEXO B TABLAS VALORES CRITICOS Cyy & DE LA ESTADISTICA KLy =ssssseeeeeennnssaserssnnnssssssssnnnsssssreees 44
ANEXO C TABLAS DE LA ESTIMACION DE LA POTENCIA teuuttraserrennsseranssrernsssrenssserssssssnnsssrsnsssernssssennnns 48
ANEXO D TABLAS DE LA ESTIMACION DEL TAMARO DE LA PRUEBA ...ceeeusseiiiressnnssssserssnsssssssrsssnssssssreees 57

X



FIGURA 1. FORMA DE LA DISTRIBUCION DE LA ESTADISTICA KLW,

TABLA 1. VALORES CRiTICOS C,, Q DELAESTADISTICA KL, . TABLA RESUMIDA

TABLA 2. VALORES CRITICOS D DE LA ESTADISTICA DE KOLMOGOROV_SMIRNOV
TABLA 3. TIEMPOS DE FALLA

TABLA 4. VALORES cRiTicos C, O
TABLA 5. VALORES cRiTICOS C, a
TABLA 6. VALORES cRiTicos C,, O
TABLA 7. VALORES cRiTICOs C, a

TABLA 8.

TABLA9.

TABLA 10.
TABLA 11.
TABLA 12.
TABLA 13.
TABLA 14.
TABLA 15.
TABLA 16.
TABLA 17.
TABLA 18.
TABLA 19.
TABLA 20.
TABLA 21.
TABLA 22.
TABLA 23.
TABLA 24.

LISTA DE FIGURAS

LISTA DE TABLAS

mn

DE LA ESTADISTICA KL

mn

o =0.01
o =0.025
DE LA ESTADISTICA KL , & =0.05

mn’

DE LA ESTADISTICA KL

mn

DE LA ESTADISTICA KL ., ¢ =0.10

mn?

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARAN=10, &
POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARAN=10,

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=10,

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=30,

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=30,

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=30,

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=50,

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=50,

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=50,

POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=100,
POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=100,
POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=100,
POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=200,
POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=200,
POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=200,
POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=225,
POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=225,

TABLA 25. POTENCIA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV Y KULLBACK-LEIBLER PARA N=225,

TABLA 26. ESTIMACION DEL TAMANO DE LA PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE DE KULLBACK-LEIBLER
TABLA 27. ESTIMACION DEL TAMANO DE LA PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE DE KULLBACK-LEIBLER

SENENENENENENENENE R RNE SR SN

21
.............................. 24
................................. 26
27

43

44

=0.10 oo, 47
=0.05 ... 47
=0.01 oo 48
=0.10 oo 48
=0.05........... 49
=0.01 oo 49
=0.10.ceen.... 50
=0.05........... 50
=0.01 oo 51
20.10 oo 51
=0.05 .......... 52
=0.01 ooo.n... 52
20.10 ... 53
=0.05 .......... 53
=0.01 oo, 54
20.10 oo 54
=0.05 .......... 55
20.01 oo, 55

...... 56

...... 56



1. INTRODUCCION

Desde el punto de vista estadistico, probar si las especificaciones de un modelo
son las adecuadas es extremadamente importante. La validez de los
procedimientos inferenciales dependen en gran parte de la suposicién de que una

distribucion de datos en particular, sea la correcta.

Se han desarrollado muchos procedimientos para determinar si una variable
aleatoria pertenece a una distribucion especifica. Todos estos procedimientos se

conocen como “pruebas de bondad de ajuste”.

En este trabajo se presenta el caso de una prueba de bondad de ajuste para la
distribucion Pareto, basada en la informacion de discriminacion de Kullback-
Leibler (1951), propuesta por Song (2002).

Para la distribucion Pareto se han publicado varios estudios de bondad de ajuste,
entre ellos se tienen los de Porter Il y cols. (1992), quienes utilizaron pruebas
modificadas de Kolmogorov-Smirnov, Anderson Darling y Cramer-von Mises.
También Beirlant, de Wet y Goegebeur (2005, 2006), aplicaron pruebas de
bondad de ajuste para la distribucion Pareto, modificando la estadistica de

Jackson originalmente propuesta para probar exponencialidad.

Estudios relacionados con el uso de la informacion de Kullback-Leibler en
pruebas de bondad de ajuste, los realizaron Arizono y Ohta (1989), aplicandola s
en una prueba de normalidad, Ebrahimi et al (1992,) y Ebrahimi (1998)
publicaron resultados sobre pruebas de exponencialidad de vida residual, también
basandose en esta informacién de discriminacion de Kullback-Leibler, Senoglu y
Sdrtcl (2004), hicieron pruebas de bondad de ajuste para probar normalidad,
exponencialidad y uniformidad. Utilizando la misma prueba, Pérez, Vaquera y
Villasefor (2005), la aplican con la distribucion Gumbel y Park (2005), aplicé la
prueba de Kullback-Leibler para exponencialidad considerando datos censurados

tipo 1.



Las areas de aplicacion de la distribucion Pareto, incluyen la Economia, en donde
se utiliza para calcular riesgos y obtener informacion de valores extremos minimos
en finanzas y seguros, en esta especialidad se le conoce con el nombre de
Distribuciéon Bradford, se aplica también en investigacion de operaciones (Porter
Il and et al, 1992)

Lawless (1982), Meeker & Escobar (1998), Wu & Chang (2003) y Balakrishnan y
cols. (2004) la han considerado en estudios de tiempos de vida en experimentos
con censura Tipo Il. Este tipo de censura, se refiere al caso en el que de un total
de n unidades que se ponen a prueba, ésta finaliza al tiempo en el que la m-ésima

unidad falle (1<m %). De esta forma, la muestra censurada Tipo I, tiene solo las m

observaciones mas pequefas en una muestra aleatoria de n unidades.

Si la distribucion Pareto se utiliza en términos de funcion de sobrevivencia (71-F),
se aplica de esta forma en disciplinas como confiabilidad, telecomunicaciones,

finanzas, seguros, estudios ambientales, geoldgicos y climatoldgicos.

Se tienen algunas referencias relacionadas con la distribucién Pareto en estudios
en confiabilidad, como el de Ouyang y Wu (1994) quienes publicaron resultados
sobre intervalos prediccion para observaciones ordenadas en estudios de pruebas
de vida; también el trabajo de Wu y Chang, (2003) trata sobre inferencia de la
distribucion Pareto, basada en censura progresiva tipo Il con retiros aleatorios. D.
Hanagal (1996a, 1996b) publicé diferentes estudios de estimacion en sistemas de
confiabilidad bajo la distribucion Pareto bivariada y otros resultados con la

distribucion Pareto multivariada.

En el tema de estimacion, se tiene la publicacion de K. Vannman (1976), en
donde presenta estimadores basados en las estadisticas de orden de una
distribucion Pareto. B. Arnold (1983,1989) también ha estudiado desde el punto
de vista bayesiano esta distribucion, realizando estudios de estimacion y

prediccion bayesiana, asi como inferencia para poblaciones con datos Pareto.
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En la seccion 4 se presenta el procedimiento de prueba de bondad de ajuste de
Kullback-Leibler, sin embargo, considerando que la distribucion Pareto, no
presenta el parametro de escala, se requirié aplicar la transformacién logaritmo a
la distribucion Pareto, obteniendo como resultado la distribucién exponencial

recorrida, la cual es una distribucion de localizacién y escala.

Con esta transformacién, se aplicd la metodologia metodologia propuesta por
Song (2002), en la que desarrolla una prueba de bondad de ajuste con la
informacion de discriminacion de Kullback-Leibler. Se calcularon los valores

criticos de C,,a de la estadisticakL,, y considerando que su distribucion no

depende de los pardmetros de localidad y escala, se aplicé la simulacién Monte
Carlo. Se consideraron los niveles de significancia a =0.1, 0.025, 0.05 y 0.01,
tamanos de muestra de n» =20 a 200 con separacion de diez unidades entre un
calculo y otro y se generaron B =5,000 muestras aleatorias de tamafio n,

posteriormente, se calcul6 la estadistica de pruebaKL  para cada m<n/2. El
valor de C, (&) para cada m y n se determind con el cuantil (1-a)x100 de la

distribucion empirica deKL,, .

En la seccidon 5 mediante simulacién Monte Carlo se comparé el poder de las
pruebas de Kullback-Leibler propuesta y de Kolmogorov-Smirnov, se utilizaron las
distribuciones Gamma, Weibull y lognormal, como alternativas, y las tres pruebas
de bondad de ajuste se realizaron con los niveles de significancia de a =0.1, 0.05
y 0.01, tamafos de muestra de »=10, 30, 50, 100, 200 y 225 y se generaron
B =5,000 muestras aleatorias para cada combinacién dea y n, posteriormente,
se calculd el valor de la estadistica correspondiente para cada una de las

pruebas.

El tamafio de prueba, resultd conveniente para diferentes tamanos de muestra, a

diferentes niveles de confianza.



2. OBJETIVOS

2.1 Objetivo General

e Obtener una prueba de bondad de ajuste para la distribucion Pareto,

utilizando la distancia de Kullback-Leibler.

2.2 Objetivos Particulares

e Obtener los valores criticos de bondad de ajuste para la distribucién Pareto
considerando diferentes niveles de significancia y diferentes tamafos de

muestra obteniendo la tabla de valores criticos.

e Conocer el comportamiento de la prueba estudiada con respecto a su

tamano.

e Hacer la comparacién de potencia y tamafo de la prueba de bondad de
ajuste utilizando la distancia de Kullback-Leibler con la de Kolmogorov
Smirnov, aplicandolas con las distribuciones alternativas, Weibull, Gamma,

lognormal.



VILFREDO PARETO
July 15, 1848-August 19, 1923

3. MARCO TEORICO

3.1 Distribucion PARETO

El nombre de ésta distribucion es dado en honor al economista y socidlogo
italiano, Vilfredo Pareto (1848-1923), quien fue uno de los lideres de la llamada
Escuela de Lausanne, fundada por Ledn Walras en el siglo XIX. Antes de que
Pareto cambiase su direcciéon politica (hacia ideas del tipo de las de Sorel y
Mussolini), en su "Cours d'Economie Politique" publicado en 1896 y 1897,
presentd una exposicion de la llamada Ley de Pareto de la distribucion del
ingreso, ( Bouchaud, 2000)

Pareto, argumenté que en todos los paises y épocas, la distribucion de la riqueza
sigue un patrdn regular logaritmico capturado en imagenes como una "cola" - en
cuyo extremo derecho, una pequefia fraccion de la poblacion es duena de la
mayoria de la riqueza. Por ejemplo, en los Estados Unidos, 300 mil personas
(menos del 1,5%) posee el 10% de la riqueza. Bouchaud, (2000) indica que, la ley
de Pareto, solo describe la cola de la distribucion correspondiente a grandes
ingresos/riquezas como las que se encuentran empiricamente. Sin embargo este

concepto no se puede aplicar sobre la totalidad de la distribucion.
3.1.1 Regla 80/20

La regla mide el porcentaje de desequilibrio entre la entrada y la salida. El

principio de Pareto no es una ley, sino una regla genérica que puede aplicarse



para muchos aspectos de la vida. Uno de los ejemplos en negocios mas usado
comunmente es cuando el 80 por 100 de beneficio de una compafiia es generado

por el 20% de sus clientes.

Johnson & Kotz (1970), indican que la Ley de Pareto, se formulé para estudiar la
distribucion del ingreso en una poblacién utilizando la siguiente expresion

(conservando la notacion original):
N = A)C_a (31)

donde N es el numero de personas que tienen un ingreso > x y A, a son

parametros (a es el parametro de forma y también es conocida como la constante

de Pareto).

3.1.2 Definicion de la distribucion Pareto
Johnson & Kotz (1970), indican que la forma de la distribucién Pareto es la

siguiente:

7]
P(x)=Pr[X > x]= ﬂ k>0, 1>0, x>k
X, (3.2)

Donde P(x) es la probabilidad de que el ingreso sea igual o mayor a x y &

representa el ingreso minimo. Como una consecuencia de (3.1), la funcién de

distribucion acumulada de X, representando al “ingreso” puede escribirse como

kT”
Fx(x)zl—(x) k>0, 17>0, x>k (33)

Esta distribucion es una forma especial Pearson Tipo VI

La relacion dada por (3.2) es ahora mejor conocida como “Distribucion Pareto de
primera clase”.
Pareto propuso otras dos formas de la distribucion. Una se refiere a la
“Distribucién Pareto de segunda clase” (en ocasiones llamada distribucion Lomax)
y esta dada por

Kl
(x+0O)"
(esta distribucion también se conoce como de Pearson Tipo V)

F (x)=1- (3.4)



La otra distribucion propuesta por Pareto es la “Distribucion Pareto de tercera
clase” la cual tiene la siguiente funcion de distribucion acumulada

—bx
k,e

=1 oy

(3.5)

Considerando la funcién de distribucion en (4.2), se tiene la correspondiente

funcion de densidad Pareto

kn* S > >
p¢x>=xzi; k>0, xz1 20, (3.6)

donde x es cualquier numero mas grande que 7, el cual es (necesariamente

positivo), y k es un parametro positivo.

La distribucion Pareto también se le conoce como distribucion Zeta o Ley de Zipf,

como la contraparte discreta de la distribucién Pareto.

El valor esperado de una variable aleatoria que sigue una distribucion Pareto es

Ec¥)=;?l k>1 (3.7)

(como k es un parametro positivo, si se tuviera k: 1, el valor esperado seria
infinito).
Su desviacién estandar es

o= |k k> 2 (3.8)
k=1 k-2

(siguiendo la misma condicién del comentario anterior si k: 2, la desviacion

estandar seria infinita).

Los momentos originales se pueden calcular mediante la siguiente expresidn

(3.9)



pero los momentos estan definidos solo para £ >n. Esto significa que la funcion

’
generadora de momentos, la cual es una serie de Taylor, en x con "‘4, como
coeficientes, no esta definida.

La funcién caracteristica esta dada por

o(t/k,n) = k(=int)* T(—k,~int)

donde TI'(a,x)es la funcion gama incompleta.
Otras caracteristicas matematicas de la distribucién Pareto son:

Esta distribucion Pareto esta relacionada con la distribucion exponencial de la

forma siguiente

plxtkay = 1| "]

Ademas también la funcién delta Dirac es un caso limite de la distribucién Pareto
Il(imp(x/k,i )=¢(x-1)
3.1.3 Estimadores de Maxima Verosimilitud de la distribuciéon Pareto
Petersen (2000), indica que la funciéon de verosimilitud, L, para la distribucién
Pareto con parametros 7 y x, dada una muestra x =(x,,x,,...,x,) €S

n kﬂk ]
L@.k/x) =] s 0<6: minfx,}, k>0

i=1 i

Obteniendo la funcion logaritmica de verosimilitud
((k,0) =nlnk+nkInn—(k+1)) Inx,
i=1

se puede ver que /(k,7 )aumenta monotonamente, con 7 , esto es, el valor mas
grande del valor de 7 , es el valor mas grande de la funcién de verosimilitud, asi
x=n, por lo que

7 =minx,

Para encontrar el estimador para &k, hacemos la correspondiente derivada parcial
y se determina en donde es igual a cero
14

n n
—=—+nlnn- =0
%k nlnn ;xl

Asi los estimadores de maxima verosimilitud para £ y n son



. ~ n
7 =minx, , k=

3.1.4 Otras aplicaciones de la distribucion Pareto

Se tienen algunas referencias relacionadas con la distribucion Pareto en estudios
en confiabilidad, como el de Ouyang y Wu (1994) quienes publicaron resultados
sobre intervalos de prediccién para observaciones ordenadas en estudios de
pruebas de vida; también el trabajo de Wu y Chang en 2003, trata sobre inferencia
de la distribucion Pareto, basada en censura progresiva tipo Il con retiros
aleatorios. D. Hanagal (1996a,1996b) publico diferentes estudios de estimacion en
sistemas de confiabilidad bajo la distribucion Pareto bivariada y otros resultados

con la distribucion Pareto multivariada.

En el tema de estimacion, se tiene la publicacion de K. Vannman (1976), en
donde presenta estimadores basados en las estadisticas de orden de una
distribucion Pareto. B. Arnold (1983, 1989) también ha estudiado desde el punto
de vista bayesiano esta distribucion, realizando estudios de estimacion y
predicciéon bayesiana, asi como inferencia para poblaciones con datos Pareto.

El uso de la distribucion Pareto en estudios de confiabilidad es muy util para
modelar unidades de una poblacion que tengan distribucion exponencial. Estas
unidades presentan una tasa de falla que varia de unidad en unidad de acuerdo a
una distribucion gama (8,x), resultando que el tiempo de falla incondicional de una
unidad seleccionada al azar de la poblacion, tiene una distribucién Pareto de la
forma en (3.3) y con funcién de densidad dada en (3.6) Meeker & Escobar (1998).

3.2 Conceptos de la Teoria de la Informacion

Estos conceptos se utilizan en investigaciones de modelos neuronales y son muy
utiles en el ambito de la ingenieria, especialmente en el entorno de la teoria de
comunicaciones, donde una de sus aplicaciones mas comunes es la compresion
de los datos. Los conceptos a los que se refiere esta teoria son, entre otros,

entropia, informaciéon mutua, entropia de Kullback-Leibler, etc,

9



3.2.1 Entropia
El concepto basico es la entropia, definida como una medida de incertidumbre
acerca del valor de una variable aleatoria x. Especificada por Shannon (1948)

como H(X), tiene la siguiente expresién formal:

H(X) = —ﬁ_ p(0)log[p(x)]

o,

donde, E(.) es el operador esperanza y p(x) la distribucion de probabilidad de la

variable aleatoria. Si consideramos mas de una variable, la entropia tendra un
caracter conjunto y si se condiciona su comportamiento, la entropia sera de
naturaleza condicional, ambos conceptos se situan en el ambito bidimensional.
Asi, sean “x” e “y”, dos variables aleatorias de tipo discreto, donde p(x, y).es la
probabilidad conjunta y p(ix) es.la probabilidad condicionada, y H(x,y). se define

como la entropia conjunta:

n

HX, ) ==3 3 p(x.y)log[p(x.»)]

x=1 y=1

:E[mg[po:, » ﬂ

la cual es una medida de incertidumbre conjunta entre las dos variables
aleatorias.

Y la entropia condicional H(y/x)se define como

HY|X) ==Y p.y)loglp(r{w)]

x=1 y=I1
la cual es una medida del grado de incertidumbre de “y”, una vez que se conocen

los valores concretos de “x”.
3.2.2 Medidas de Entropia

En el caso de variables aleatorias continuas se definen las diferentes entropias en

una forma analoga.
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La entropia fue introducida como medida cuantitativa de la informacién o, como
medida de la incertidumbre sobre una experiencia cualquiera con un numero finito
de resultados posibles.

Si se considera un experimento aleatorio cuyos posibles resultados tienen sus
probabilidades respectivas de ocurrir, se sabe que existe una “cierta”
incertidumbre acerca del resultado particular que se presentara en caso de
realizar el experimento.

Es necesario cuantificar la incertidumbre asociada a un experimento aleatorio.
Para este fin, existen muchas medidas de incertidumbre, entre las mas conocidas
se tiene la entropia de Shannon. Es importante ver que la entropia de Shannon
depende del numero de resultados y de la probabilidad de ocurrencia de los
mismos.

Otras medidas como la de Hartley, unicamente depende del numero de resultados
y no de la probabilidad de ocurrencia de los mismos, y se define como el logaritmo
del numero de resultados posibles del experimento.

El objetivo de las medidas de entropia es cuantificar la incertidumbre asociada a

una variable aleatoria. (Pardo, 1997)

3.2.3 Unidades de Entropia

Al requerir medir la entropia, es necesario considerar en qué unidades se tiene
que medir. Se considera que las unidades de entropia se da en logaritmos, los
cuales se pueden tomar con respecto a cualquier base que sea mayor que la
unidad. Si se toma en base dos, la unidad correspondiente se denomina BIT
(Binary digit) y puede definirse como la entropia correspondiente a una variable
aleatoria con dos resultados equiprobables.

Si se toma en base 10, la unidad correspondiente se denomina DIT (Decimal digit
o unidad de Hartley) y se define como la entropia de una variable aleatoria con
diez resultados equiprobables.

Si se toman en base e, la unidad correspondiente se denomina NAT y se aplica
en el concepto de entropia para variables aleatorias continuas. Cuando se toman
los logaritmos en base natural se tiene la ventaja de que se simplifican los

calculos. En este caso se define el NAT, unidad de entropia en el caso continuo,

11



como la entropia correspondiente a una variable aleatoria con distribucion

uniforme en el intervalo (0,e) (Pardo, 1997)

3.2.4 Entropia de Shannon para una variable aleatoria continua

Definicion. Sea X =(X,,...,X,)una variable aleatoria n-dimensional continua con

funcion de densidad f(x), se denomina entropia de X a la expresion

H(X) == [ £ (x)log f (x)dx

Supuesto que la integral existe.

La entropia de Shannon en el caso continuo verifica que la entropia /(X) puede

ser negativa.

3.2.5 Estimador no paramétrico de entropia

Para conocer la entropia de una funcion de densidad de probabilidades su
distribucion tiene que ser completamente especificada, pero muchos
investigadores han desarrollado métodos no paramétricos para estimarla, como
los resultados que presenta Park (1995) considerando la propuesta de Vasicek

(1976), en la que presenta el estimador de la entropia, que la expresa H(f)

como:

H(f)=J10g{%Fl(p)}dp (3.10)

usando el hecho de que la pendiente %F’l(p) se puede expresar en la forma:

d |
L F S
» PTIE )

De este modo para tener una idea del valor de la pendiente hay que estimar F

(3.11)

con la funcion de distribucibn empirica F, y reemplazar el operador de
diferenciacion por una diferencia entre dos cantidades. Esto conduce a un

estimador muy simple de la pendiente que se obtiene como el producto de - vy la

diferencia entre dos cuantiles muestrales, con lo cual el estimador de la entropia

esta dado por:

12



1 n
H,, :_Zk’g{ﬁ(&nm_){u—m)} (3.12)

Donde m es un entero positivo mas pequefio que n/2, X, =X,

si j<1, X ;=X

w Sij>ny X, ..« X, sonlas correspondientes estadisticas

de orden, basadas en una muestra aleatoria de tamano n.

3.3 Discrepancia intrinseca

Es importante considerar la definicién original de Kullback (1959), relacionada con
el concepto de discrepancia intrinseca la cual se presenta textualmente :

“Sea S =1p(x)} el conjunto de todas las funciones de densidad regulares y

absolutamente continuas entre si en un espacio muestral y con respecto a una

medida dominante P.
X
K(a [p) = [p(x)log P¥)ax
q(x)
esta definida, es no negativa y, para todo p,qe S.
K(q|p)=0,siysolosi p=q, cpp.

En general, la divergencia de Kullback-Leibler no es simétrica, esto es

K(a|p) =K(p|a).
Ademas si los soportes de py q, x, Y X, respectivamente, son tales que
Xq S X, €ntonces K(q|p) diverge”.

3.3.1 Medida de Divergencia. Divergencia de Kullback-Leibler

Una vez considerada la definicion de 3.3, se puede definir que una medida de
divergencia cuantifica la cantidad de informacidén proporcionada por los datos, y
mide el grado de discrepancia entre dos poblaciones caracterizadas por sus
correspondientes distribuciones de probabilidad.

La divergencia de Kullback-Leibler o entropia relativa es una cantidad que mide la
diferencia entre dos funciones de densidad de probabilidad.

La divergencia de Kullback-Leibler a favor de g(x)contra f(x)esta definida por:
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K(g: /)= [ gnlogE%ax (3.13)
= f(x)

Como K(g; f)tiene la propiedad de que K(g;f)=0 y la igualdad se mantiene si

g=1, el estimador de la informacion de Kullback-Leibler también ha sido

considerada como una estadistica de prueba de bondad de ajuste por Arizono
(1989) y Ebrahimi (1992) entre otros.

3.3.2 La entropia y la divergencia de Kullback-Leibler en las pruebas de
bondad de ajuste

Las pruebas de bondad de ajuste basadas en la entropia muestral o bien en
divergencia de Kullback-Leibler son consistentes y presentan un buen
desempeno. Vasicek (1976) propuso una prueba de normalidad, basada en el
hecho de que la entropia de esta distribucion excede a la de cualquier otra
distribucion que tenga la misma varianza. Arizono y Otha (1976) desarrollaron
otra prueba para normalidad, pero basada en la divergencia de Kullback-Leibler,
que puede ser aplicada para hipétesis simples y compuestas.

Ebrahimi et al. (1992) desarrollaron una prueba de exponencialidad basada en la
divergencia de Kullback-Leibler. Song (2002) presenté una metodologia general
para desarrollar pruebas de bondad de ajuste con distribucion libre asintética
basada en la divergencia de Kullback-Leibler. El procedimiento puede ser aplicado
a una gama amplia de distribuciones, entre las que destacan las distribuciones

siguientes: Normal, log-normal, logistica, Gumbel, exponencial,

3.4 Poder o Potencia de la prueba
La potencia de una prueba es la probabilidad de rechazar la hipotesis nulaH ),

cuando esta es verdadera. La definicion de potencia se usa principalmente para
una hipotesis alternativa simple. Si la hipétesis alternativa es compuesta se
emplea el término de Funcién Potencia, la cual se define como la funcién a la que

un valor 6 del parametro se le asocia la probabilidad de rechazar la Hsi este

valor es el verdadero y su expresién es

f(6) = P,[Rechazar H, |
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Si la hipotesis Hes simple del tipo 6 =6, entonces el valor de la funcion potencia
para 6,es el Error Tipo I :

/6(69) =da
3.5 Prueba de hipotesis y Tamaiio de la prueba

Cuando se usa una prueba ¢, estamos sujetos a cometer cualquiera de los dos
tipos de errores posibles

¢(x)=1 8i x>0

¢(x)=0 Si x: 0

El criterio para encontrar la prueba 6ptima, es escoger la prueba ¢ * tal que las

probabilidades de ambos errores sean minimas.

En general, cuando se minimiza la probabilidad del Error Tipol se aumenta la
probabilidad del Error Tipo Il y viceversa.

Por esta razon fijamos un nivel de probabilidad a para la probabilidad del

ErrorTipol y se trata de obtener la prueba que hace minima la probabilidad
del Error Tipo II . Es decir, entre todas las pruebas ¢ que satisfacen:
P(Error Tipo I usando¢) ¢ : a<a,

O<a<l=a e (0,1)
Note que si ¢ es de tamafio a y a <a, entonces ¢ tambiéen es de tamario q,.
Definicién: Una prueba ¢ que satisface * es llamada una prueba de tamafoa .
El interés es que las pruebas, sean del tamafio lo mas pequefio posible.

a) Probabilidad de rechazar H,cuando es verdadera

P(Error Tipo I usandog¢ ) = P(Rechazar H, usando ¢ /6 € w)
= P(p(x)=16ec w) Dedonde ¢ esdetamafio a si

max P((x) = |o)<a **

b) Probabilidad de No rechazar H cuando es falsa.
P(Error Tipo Il usandog) = P( (p()_c) = 0|49 € Q—w)***

15



=1-P(p(x) =10 Q—w)

Entonces se desea encontrar la ¢ que satisface

max P(¢ (x) = )< ** y minimiza
P(go(zc):0|06 Q—-w) o]

=1-P(p(x) =10 Q-w)
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4. PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA DISTRIBUCION
PARETO, BASADA EN LA INFORMACION DE KULLBACK-
LEIBLER

4.1 Planteamiento del problema

Una variable aleatoria X, tiene funcion de distribucion Pareto, X ~P(k,77) si su
funcién de densidad es de la forma

kn*
f(x;')=fo(x,k,77)=x,ﬁ1 k>0, x=2n=0 (4.1)

donde 77 es el parametro de localizacién y k es el parametro de forma. Y £ y 7/

son respectivamente los estimadores de maxima verosimilitud:

k=— n A=min{y,}
2 (ln y,' —n ln 77) 1<i<n
i=l1

Sean{X,,.., X, fobservaciones independientes de una distribucion F, con funcion

de densidad de probabilidad f(x;), xe XK.

Se desea probar el siguiente juego de hipétesis

Hy, )= fo (k1) (4.2)
contra la hipétesis alternativa:
H, f(x)# fo(xsk,1) (4.3)

El objetivo de esta hipotesis es conocer si una muestra aleatoria proviene de la

distribucion Pareto.

4.2 Transformacion de la distribucion Pareto

Sin embargo, antes de probar la hipdtesis de interés, se requiere aplicar una
transformacion logaritmo a la distribucion Pareto para obtener una distribucién

Exponencial de dos parametros (Lehman y Casella, (1998) pag. 486).

Considerando que Y se distribuye Exponencial de dos parametros
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Y ~ Exp(&,b) con funcion de densidad

fy () =})exp{— G=EP 1, () (4.4)

donde E=Inn y b=1/k

4.3 Construccion de la prueba

Ahora se va a considerar la informacion de discriminacion de Kullback-Leibler

entre dos funciones de distribucion para probar la hipotesis de interés.

KL(F, Fy30)= [ £ nlf (0)/ 1,(5,0) by (4.5)

donde 0 es un vector de parametros que en este caso, contiene a 7,k .

La evaluacion de KL(F, F,;0) requiere conocer a FyF,, por lo que ahora se debe
obtener un estimador muestral de KL(F,F,;0), considerando la hipdtesis que se

quiere probar. Para este fin se aplicara la propuesta hecha por Song (2002).
Considerando la informacion de Kullback-Leibler dada en (4.8) y por propiedades

de los logaritmos se tiene:

KL(F,Fy30) = [ £ In f)dv =] f(0)In £,(7,0)dy (4.6)

donde: J': f()In f(y)dy =—-H(F) es la entropia de F.

Para obtener la estimacién de la entropia, H(F), se puede considerar el estimador

propuesto por Vasicek (1976), dado por:

1 n
Hmn :—;h'l {%()@ﬂﬂ) _Y(i—m) )} (47)

n—
donde m es un entero positivo menor que n/2, {Y(,),...,Y(")}, son las estadisticas

de orden de la muestra - ¥,,....7, }, Y=Y, si j<ly Y=Y, si j>n.

Para estimar de (4.5) la funcion f S In f,(»,0)dy se utilizara la expresion

propuesta por Song (2002) dada por:
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n S n £, (v, £.9) (4.8)

sustituyendo (4.7) y (4.8) en (4.5) se tiene la ecuacion completa para el estimador
KL

mn "

1 & .
KL, =;;ln{%Ymm —Y(,.m)}—n lgm £ (Yi’k,n)

teniendo como resultado la estadistica de prueba para la distribucion Exponencial

de dos parametros.

A partir de este resultado se generaliza a una familia de localidad y escala, la cual
se considerd en este estudio para aplicarla en la prueba de bondad de ajuste de
Kullback-Leibler.

4.4 Implementacion de la prueba

Una vez que se aplica la prueba si se obtienen valores grandes del estimador
KL

1

se rechaza H,a favor de la hipotesis alternativa, es decir; se rechaza la

hipotesis nula si KL, =2C, (a), asi el valor de la constante critica C,, (a) se

mn

determina por el cuantil (1- a)l00 de la distribucién de KL, bajo la hipétesis nula.

Considerando que se tiene definido el tamafio de muestra n, ahora se tiene que
especificar el parametro m. Song (2002) sugiere que de acuerdo a su teoria, m
deberia escogerse de acuerdo al tamafio de muestra finito. Sin embargo en la
practica escoger el valor de m 6ptimo es problematico; ya que no sélo depende
del tamafio de muestra, sino también de la alternativa en particular que se
considere. Por lo que Song (2002), probd hipétesis compuestas de normalidad
con parametros no especificados, contra siete opciones de hipotesis alternativas

obteniendo el poder de la prueba por medio de simulacion MonteCarlo.

Estas simulaciones mostraron que aun para n fija, no existe una m que sea 6ptima

para todas las alternativas consideradas.
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O sea, si se tiene una distribucién alternativa de especial interés, entonces la
mejor forma de escoger m , podria ser la m que proporcione el poder mas alto en
la direccion de esta alternativa para el tamano de muestra » dado y el nivel a

requerido.

Para este fin, se tiene el hecho de que la informacién de Kullback-Leibler

KL((F,F,;8)20 para todo 8 © en donde la igualdad se mantiene para algin
0c Osi y solo si f(x)=f,(x,8). En otras palabras, bajo KL((F,F,;6)=0, los

valores grandes de KL ((F,F,;0) favorecen la hipdtesis alternativa sobre H,,.

Sobre esta propiedad se basa el método para seleccionar m. Dadas las

observaciones X, " , se estima KL((F,F,;0), con su estimador muestral, KL,, .

La idea basica es escoger m que minimice KL, .

La siguiente  expresibn nos presenta la forma de  obtener

m:m=min m*:m*zargmdx{Hmn H,, S—lzlnfo()((i),lé,ﬁ)} (4.10)
n iy

m

es decir, m debe de ser el valor mas pequefio de m*, que maximice la entropia

muestral H,, restringida por la log verosimilitud observada.
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5. ESTIMACION DEL PODER DE LA PRUEBA

5.1 Distribuciéon empirica del estadistico de prueba KL

Aplicando simulacién Monte Carlo se probdé que para este caso particular la
distribucion empirica del estadistico de prueba KL, para la distribucion Pareto,
bajo H,, es practicamente idéntica aun para tamafnos de muestra pequefios y no

depende de los parametros ky7 .Para obtener la distribucion empirica de KL,

se mantuvieron fijos n,m,kyn y se generaron B muestras aleatorias de tamafio
n para la distribucion Pareto con parametros ky? . Para calcular el valor de KL, ,

se hicieron B realizaciones de la estadistica de prueba y se generé la forma

aproximada de la distribucion, obteniendo el histograma de las diferentes graficas

Enla figura 1 se presenta la forma de la distribucion de la estadistica de prueba

KL, con n=10, m=4 y B=10,000 para cada combinacion de los diferentes

n
valores de parametros especificados en la grafica. Los calculos se hicieron con el
programa en lenguaje R.

Q |

o

) .~ — KLmn, Pareto(1,1)
o | P KLmn;Pareto(2, 1)

I Y AR S KLmn;Pareto( 3, 1)

S = KLmn;Pareto( 10, 50 )
0 _|

Q ]

0 _]

S

o .
S

T T T T T T
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

FIGURA 1 Distribucion de la estadistica de prueba de Kullback-Leibler
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5.2 Estimacién del poder de la prueba

En esta seccién se presenta la obtencion del poder de la prueba de manera
comparativa para las pruebas de Kullback-Leibler y Kolmogorov Smirnov,
considerando las distribuciones, Lognormal, Weibull y Gamma como alternativas a

la distribucion Pareto.

Se utilizaron para las tres pruebas de bondad de ajuste los niveles de significancia
de a =0.1, 0.05 y 0.01, tamafos de muestra de » =10, 30, 50, 100, 200 y 225 y
se generaron B =5,000 muestras aleatorias para cada combinacion de a y n,
posteriormente, se calcul6 el valor de la estadistica correspondiente para cada

una de las pruebas.

5.3 Prueba de Kullback-Leibler con las distribuciones alternativas

Para obtener la estadistica de prueba KL de Kullback-Leibler, se calcul6 el

mn

estimador de entropia (H,, ). Este estimador considera las estadisticas de orden,

el valor de ny el valor de m.

Se calculé el poder de la prueba para las 16 distribuciones alternativas con
diferentes combinaciones de los niveles de significancia y tamafnos de muestra
antes mencionados. En cada caso las pruebas se realizaron con los parametros

que se presentan a continuacion.

Distribucién Weibull: (1,1), (1,3), (2,3), (2,1), (3,1) y, (3.439,1)
Distribuciéon Gamma: (1,1), (1,3), (2,3), (2,1), (3,1) y, (3.439,1)
Distribucién Log-normal: (1,1), (1,0.4), (5,3), (10,0.2)

Para la distribucion Weibull, se realizaron las pruebas con diferentes valores de
parametros, estableciendo las siguientes correspondencias con otras

distribuciones de acuerdo a Makino(1984),

Weibull(1,3) = Exp(3)
Weibull(2,3) = Raleigh(;)
Weibull(3.439,1) = Normal(;)
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La distribucion Weibull que se considerd, tiene parametro de forma a y parametro

de escala 4 con funcion de densidad
Fx)= (o] B)(x/ )« Dor-t/A para x> 0

La distribucion Gamma que se utilizé tiene parametro de forma 6 y parametro de

escala 4 con funcion de densidad

— 1 ~ ~ ~
X)= _ paraX/O, 6>0 13/0
f( ) /ﬂgr( ): (‘9 1) —(x/B) y

Para la distribucién Gamma; solamente por comparacion, se aplicaron los mismos

valores de los parametros que para la distribucion Weibull.

Se trabajé con la distribucién Lognormal, con parametro de localizacion u vy
parametro de forma ¢ * con funcién de densidad:

__1 _(Inx-pu)* S
f(x)_oxm exp[ 40_2} V x>0

Tamborero del Pino y Cejalvo (1996) indican las siguientes caracteristicas para la

distribucion Lognormal de acuerdo a los valores del parametro de escala:

Lognormal (5,3) = Asimétrica, para valores medios y altos de o
Lognormal (1,0.4)= Conforme o decrece, la distribucidn es mas simétrica
Lognormal (1,1) = Exponencial negativa. Si 0 se acerca a la unidad

Lognormal (10,0.2)= Normal. Para valores de 0<0.2

Para esta distribucion se trabajo con los parametros antes indicados.

Las potencias de las pruebas de Kullback-Leibler se realizaron con la estadistica
de prueba KL

mn ?

obtenidas por medio de simulacién Monte Carlo utilizando el
programa en lenguaje R :
5.3.1 Valores criticos

Para determinar los valores criticos de C, (o) y KL, , y considerando que su

mn

distribucion no depende de los parametros de localidad y escala, se aplico la
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simulacién Monte Carlo. Se consideraron los niveles de significancia a =0.1,
0.025, 0.05y 0.01, tamafios de muestra de n =20 a 200 con separacion de

diez unidades entre un calculo y otro y se generaron B =5,000 muestras
aleatorias de tamafo n, posteriormente, se calcul6 la estadistica de

prueba KL, para cada m<n/2. Elvalorde C, () paracada m y n se determino

con el cuantil (1—a)x100 de la distribucion empirica de KL

mn "

En la tabla 1 se muestran de manera resumida los valores criticos C,,a de la
estadistica KL, para la distribucion Pareto, y en las tablas 2, 3, 4 y 5 (anexas) se

presentan los valores criticos para la estadistica KL

mn

para los niveles de

significancia, de 0.01, 0.025, 0.05 y 0.1 respectivamente.

Nivel de significancia ( a )

N 0.01 0.025 0.05 0.1

Cmn m Cmn m Cmn m Cmn m
20(0.3889 4| 0.3440 4( 0.3058 41 0.2690 4
3010.2910 5] 0.2573 5] 0.2329 5] 0.2079 5
40(0.2366 6| 0.2127 6| 0.1931 6| 0.1707 6
5010.2050 6| 0.1851 6| 0.1669 6| 0.1492 6
60(0.1792 8| 0.1603 71 0.1470 6| 0.1324 7
7010.1598 71 0.1443 71 0.1320 7] 0.1190 7
8010.1456 71 0.1322 8| 0.1206 8| 0.1091 8
9010.1363 8] 0.1226 9| 0.1131 10| 0.1016 10
100(0.1248 9] 0.1142 9| 0.1050 9| 0.0950 8
110(0.1187 10| 0.1067 10| 0.0981 10| 0.0887 10
120(0.1111 81 0.1010 11| 0.0927 11| 0.0834 11
130(0.1059 11| 0.0952 9| 0.0881 10| 0.0796 11
140(0.1005 13| 0.0921 9| 0.0843 11| 0.0760 12
150(0.0939 11| 0.0864 11| 0.0795 12| 0.0719 12
160(0.0913 11| 0.0834 13| 0.0768 11| 0.0696 13
170(0.0880 11| 0.0800 12| 0.0735 12| 0.0666 12
180(0.0845 12| 0.0772 12| 0.0713 12| 0.0641 14
190(0.0817 13| 0.0748 15| 0.0687 15| 0.0618 15
200(0.0787 12| 0.0714 12| 0.0660 14| 0.0594 14

Tabla 1. Valores criticos C,,,a de la estadistica KL

.. para la distribucion
Pareto (Forma resumida)
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5.4 Prueba de Kolmogorov-Smirnov

La prueba de Kolmogorov-Smirnov indica si un conjunto de observaciones
provienen de alguna distribucion continua, completamente especificada. Sin
embargo una de las limitaciones para aplicar esta prueba, es cuando uno o mas
parametros de la distribucién deben estimarse a partir de la muestra, por lo que
en estos casos no es muy conveniente aplicar la prueba, ya que no se pueden

utilizar los puntos criticos tabulados comunmente, (Lilliefors, 1969).

Considerando que la distribucion Pareto, no presenta el parametro de escala, por
lo que no cumple con esta condicion para aplicar la prueba de Kolmogorov-
Smirnov. Sin embargo, este problema se resolvié aplicando la transformacion
logaritmo a la distribucién Pareto, obteniendo como resultado la distribucion
exponencial recorrida, la cual es una distribucion de localizacion y escala (Lehman

y Casella, 1998) (explicada en el capitulo 2).

Lilliefors (1969), presenta tablas de la estadistica de Kolmogorov-Smirnov, para
probar si un conjunto de observaciones provienen de una poblaciéon exponencial

cuando la media no es especificada, y se estima a partir de la muestra.

En su trabajo, Lilliefors (1969), menciona que David y Johnson (1948), indican que
si los parametros estimados son parametros de escala o localizacion y los
estimadores satisfacen ciertas condiciones generales, entonces se aplica la
transformacion integral de probabilidad, y entonces, la distribucion conjunta de las
variables transformadas no dependeran del valor verdadero del parametro. La
distribucion dependera de la forma funcional de la distribucién de las variables
originales. Asi se pueden construir las tablas con la estadistica de Kolmogorov-

Smirnov para esa distribucion en particular.

El procedimiento que presenta Lilliefors (1969) es:

dada una muestra de n observaciones se determina

D = Mdximo|F *(X) - S, (X)|

donde, Sn(X)es la funcion de distribucion acumulada de la muestray F *(X) es
la funcién de distribucién acumulada exponencial con 1/4 =X que es la media
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muestral. Si el valor de D excede el valor critico en la tabla, entonces se rechaza

la hipétesis de que las observaciones vienen de una poblacién exponencial.

La tabla 2 muestra los valores criticos de D

Nivel de significancia para D = Maximo|F *(X)— S, (X)
n 0.20 0.15 0.1 0.05 0.01
3 0.451 0.479 0.511 0.551 0.600
4 0.396 0.422 0.449 0.487  0.548
5 0.359 0.382 0.406 0.442  0.504
6 0.331 0.351 0.375 0.408  0.470
7 0.309 0.327 0.350 0.382  0.442
8 0.291 0.308 0.329 0.36 0.419
9 0.277 0.291 0.311 0.341 0.399
10 0.263 0.277 0.295 0.325  0.380
11 0.251 0.264 0.283 0.311 0.365
12 0.241 0.254 0.271 0.298  0.351
13 0.232 0.245 0.261 0.287  0.338
14 0.224 0.237 0.252 0.277 0.326
15 0.217 0.229 0.244 0.269  0.315
16 0.211 0.222 0.236 0.261 0.306
17 0.204 0.215 0.229 0.253  0.297
18 0.199 0.210 0.223 0.246  0.289
19 0.193 0.204 0.218 0.239  0.283
20 0.188 0.199 0.212 0.234 0.278
25 0.170 0.180 0.191 0210  0.247
30 0.155 0.164 0.174 0.192  0.226
Mas de
30 .86/ AN 914N 96N  1.06/AN 1.25/N

Tabla 2. Valores criticos de D . Lilliefors (1969)
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6. APLICACION DE LA PRUEBA DE KULLBACK-LEIBLER EN UN
EJEMPLO DE OBSERVACIONES DE TIEMPOS DE VIDA

Considerando los resultados de 20 tiempos de falla en un estudio de
sobrevivencia, reportados por Ouyang y Wu (1994) en su trabajo sobre intervalos
de prediccion para observaciones ordenadas con distribucion Pareto, se aplicaron
los resultados obtenidos en este trabajo. El programa en lenguaje R para este

ejemplo se anexa al final.

30.101 | 30.150 | 30.374 | 30.581 | 30.871 | 31.086 | 31.398 | 31.7562 | 31.792 | 31.960

32.260 | 32.517 | 32.636 | 33.002 | 33.552 | 33.721 | 34.002 | 34.023 | 34.150 | 35.274

Tabla 3. Tiempos de falla

Se aplico la prueba de Kullback-Leibler, para probar si los datos de tiempo de falla
tienen distribucion Pareto, contra la alternativa de que no se distribuyen Pareto.

En la prueba se considerdé un tamano de muestra » =20, un valor de m=4 y un
nivel de significancia de 0.05

Los resultados obtenidos con el programa de computo R se anexan al final del
trabajo.

Se considera la siguiente regla de decision:

Se rechaza la hipotesis nula si, KL, ,, > C, ,, (.05)

El valorde KZ,,, = 0.3514342

Valor critico C, ,,(0.05) = 0.3572

Como KL, ,, <C,,,(.05)entonces No se rechaza la hipdtesis nula

El resultado de la prueba indica que los datos de tiempo de falla que se
consideraron en el ejemplo tienen distribucion Pareto con un nivel de significancia
de 0.05
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. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Se aplico la prueba de bondad de ajuste de Kullback-Leibler propuesta por
Song (2000), para la distribucién Pareto. Debido a que la distribucion
Pareto no es invariante, se le aplico la transformacion logaritmo obteniendo
como resultado la distribucion Exponencial de dos parametros, la cual es

una distribucion de localizacion y escala (Lehman y Casella, 1998).

Se obtuvo la tabla de valores criticos C,,,a , de la estadistica KL,, parala

distribucion Pareto, estos valores se obtuvieron por simulacion Montecarlo
a niveles de significancia, 0.01, 0.025, 0.05 y 0.1, tamafios de muestra n de

5a 200 y para valores de mde 4 a 15. (Tabla 1)

La prueba de bondad de ajuste de Kullback-Leibler, para la distribucién
Pareto, considerando como distribuciones alternativas la Weibull, Gamma,
y Lognormal, observando en general que para las tres distribuciones, la
potencia de la prueba, aumenta, conforme se incrementa el tamafo de la

muestra.

Para el caso de la distribucion alternativa Weibull, se consideraron 5
combinaciones de parametros. Para el caso de tamafno de muestra
n = 10 a los diferentes niveles de significancia considerados (0.10, 0.05 y
0.1), el poder de la prueba de Kullback-Leibler, presenté valores mas altos
en la mayoria de los casos, que para la prueba de Kolmogorov-Smirnov.
(Tablas 4,5y 6).

Para esta misma distribucién, la potencia de Kullback-Leibler, para n=30
fue mayor en todos los casos y para el tamafo de muestra n=50, n=100,
n=200 y n=225, con a diferentes, la potencia fue igual a uno, viendo que
para estos tres ultimos tamafios de muestra, resulté idéntica a la potencia

de la prueba de Kolmogorov-Smirnov. (Tablas de la 7 a la 21)
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Para la distribucion Gamma, con tamafio de muestra igual a 10, el
resultado del poder de la prueba con los diferentes niveles de significancia
considerados (0.01, 0.05 y 0.1), se presenté de manera muy semejante a la
distribucion Weibull, siendo mayor en practicamente todos los casos que

para la prueba de Kolmogorov- Smirnov. (Ver Tablas 4, 5y 6)

Para esta misma distribucién, la potencia de Kullback-Leibler, para n=30
fue mayor en los 16 casos. Para los tamafios de muestra; n=50, n=100,
n=200 y n=225, la potencia fue igual a uno, viendo que para los tres ultimos
tamafos de muestra, resulté idéntica a la potencia de la prueba de

Kolmogorov- Smirnov. (Tablas de la 7 a la 21)

Tamborero del Pino y Cejalvo (1996) indican que para la distribucion
Lognormal, de acuerdo a los valores del parametro de escala o, si este
tiene valores medios y altos entonces la distribucion es asimétrica, en este
trabajo se probd la hipétesis alterna de Lognormal (5,3) y en las tablas 8, 9
y 10 se observa que para esta combinacion de parametros al tamafo de
muestra mas bajo ( n=10) y para los tres niveles de significancia (0.10, 0.05
y 0.01), la prueba de Kullback-Leibler no report6 valor para la potencia, por

lo que la prueba no converge para estos casos.

Con tamafos de muestra mayores de 10, la distribucion Lognormal,
presento resultados del potencia de la prueba muy parecidos a los que se

obtuvieron con las distribuciones Weibull y Gamma. (Tablas de la 4 a la 21)

Con respecto al tamafo de la prueba, los resultados obtenidos por medio
de simulacion son muy parecidos a los valores « de que se consideraron.
Se obtuvo el tamafio de la prueba con diferentes parametros a diferentes
combinaciones de niveles de significancia y tamafos de muestra;

confirmando que la prueba trabaja adecuadamente. (Tablas de la 22 y 23)
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8. CONCLUSIONES

Se derivo una prueba de bondad de ajuste de Kullback-Leibler, para la
distribucion Pareto observando que la potencia de la prueba de Kullback-
Leibler, aumenta conforme se incrementa el tamano de la muestra, lo
que demuestra que es una PRUEBA CONSISTENTE

Con respecto al tamafio de la prueba, los resultados obtenidos por
medio de simulacién son muy parecidos a los valores de & que

se consideraron.

Como conclusion mas importante, se observo que la prueba de Kullback-
Leibler resultd ser mas poderosa que la prueba de bondad de ajuste de
Kolmogorov-Smirnov.
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ANEXOS

ANEXO A
#PROGRAMA PARA REALIZAR LA PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA
LA DISTRIBUCION PARETO.

#SE HACE LA TRANSFORMACION DE LA FAMILIA ORIGINAL DE
#DISTRIBUCION A UNA FAMILIA DE LOCALIDAD-ESCALA RESULTANDO
#LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL DE 2 PARAMETROS .

#Tomado de Theory Puntual Estimation (TPE) (Lehmann, pag. 486).

1) PROGRAMA PARA GENERAR NUMEROS ALEATORIOS DE LA
DISTRIBUCION PARETO

#n es el tamano de muestra
#a
#b

rpareto<-function(n,a,b)
{
u<-runif(n)
return(b*(1/(1-u))*(1/a))
}

2) PROGRAMA PARA EVALUAR LA FUNCIO[\I DE DENSIDAD DE LA
DISTRIBUCION EXPONENCIAL DOS PARAMETROS

#Se corre primero el programa 1)
#a parametro de escala, d parametro de localidad
fexpdosparametros <-function(x,a,d)

a*exp(-a*(x-d))

3) PROGRAMA PARA OBTIENE LOS ESTIMADORES DE MAXIMA
VEROSIMILITUD (EMV) DE LA DISTRIBUCION PARETO

##Se corren primero los programas 1) & 2)

#ver pagina 486, TPE (Lehmann).

#datos es el vector de datos, corregir es un valor logico, si es verdadero
#reemplaza el emv contenido en solucion[2] por el UMVUE del mismo.
emvpareto<-function(datos,corregir=TRUE)

n<-length(datos)
solucion<-rep(0,2)
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solucion[2]<-min(datos)
solucion[1]<-n/(sum(log(datos))-n*log(solucion[2]))
if(corregir)

solucion[2]<-solucion[2]*(1-1/((n-1)*solucion[1]))

return(solucion)

}

#Calcula Hmn
Hmn<-function(x,m)
{
n<-length(x) #Obtiene el numero de datos en la muestra
x<-sort(x) #Ordena los datos
suma<-0
ximasm<-0
ximenosm<-0
for(i in 1:n)
{
if((i+m)>n)

{

ximasm<-x[n]

}

else

{

ximasm<-x[i+m]

}

if((i-m)<1)
{

ximenosm<-x[1]

}

else

{

ximenosm<-x[i-m]

}

suma<-suma-+log(n/(2*m)*(ximasm-ximenosm))

}

return(suma/n)

}

#4) PROGRAMA PARA CALCULA EL ESTIMADOR DE KLMN(F:F0) DE LA
INFORMACION DE KULLBACK-LEIBLER

#Bajo la hipotesis nula si X~Pareto(a,c) luego Z=log(X)~Expde dos parametros()
#ver pagina 486, TPE (Lehmann)
KLmn<-function(x,m)

{
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estimadores<-emvpareto(x)

a<-estimadores[1]

d<-log(estimadores[2])

z<-log(x)

return(-Hmn(z,m)-mean(log(fexp dos parametros (z,a,d))))

}

# 5) PROGRAMA PARA CALCULAR LA Distribucion empirica de KLmn, para
diversos tamanos de muestra(n)
#y diferentes m, el parametro B indica el numero de muestras a generar
DistrKLmn<-function(n=50,m=10,B=100,params)
{
aleatorios<-rep(0,B)
i<-1
while(i<=B)
{
muestra<-rpareto(n,params[1],params[2])
aleatorios[i]<-KLmn(muestra,m);
i<-i+1;
}

return(aleatorios)

}

#6) Funcion para calcular los puntos criticos para diversos tamafios de muestra(n)
#y diferentes m, el parametro B indica el numero de muestras a generar, el
parametro

#alpha es el nivel de significancia de la prueba

#Aqui hemos considerado el caso de la "Pareto estandar", P(1,1)

#Para la distribucion de KLmn

Cmnalpha<-function(n=50,m=10,B=100, alpha=c(0.01,0.025,0.05,0.10))
{

return(quantile(DistrKLmn(n,m,B,c(1,1)),1-alpha))
}

# 7) Funcidn para calcular la tabla de valores criticos para la prueba
#tmuestras es un vector que indica el tamafo de las muestras del cual se calculan
los

#puntos criticos, B es en niumero de muestras de tamafio n a generar para
calcular el

#punto critico para alpha dado

TPCKLmn<-function(tmuestras,B=100,alpha=c(0.01,0.025,0.05,0.10))
{

nmax<-max(tmuestras) #Calcula el tamano de muestra maximo
mmax<-4*nmax”(1/3)

#Creacion de la tabla para contener los puntos criticos
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Tabla<-matrix(nrow=length(alpha)*length(tmuestras),ncol=mmax)
cat("\nTrabajando...")

cat("\nAl 100% ")

for(i in 1:length(tmuestras))

cat("#")

}cat("\nActuaI ")

for(i in 1:length(tmuestras))
if(tmuestras]i]%%2==0)

#i es par
mmaxj<-(tmuestrasli]/2)-1
if(mmaxj>mmax) mmaxj<-mmax

}

else

{

#i es impar
mmaxj<-as.integer(tmuestrasli]/2.0)
if(mmaxj>mmax) mmaxj<-mmax

}

for(j in 1:mmayxj)

{
Constantes<-Cmnalpha(tmuestras]i],j,B,alpha)
Tablali,j]J<-Constantes[1]
Tabla[length(tmuestras)+i,j]<-Constantes[2]
Tabla[2*length(tmuestras)+i,j]<-Constantes[3]
Tabla[3*length(tmuestras)+i,j]<-Constantes[4]

}
cat("#")

cat("\n")
dimnames(Tabla)<-list(rep(tmuestras,4),c(1:mmax))
return(Tabla)

}

# 8) Funcion para obtener los valores de m adecuados a cada tamafio de muestra
#Regresa una tabla apilada. la primera parte corresponde a los valores para el
primer nivel
#de significancia, la segunda corresponde a los valores para el segundo nivel de
significancia y asi
#sucesivamente.
depura<-function(datos)
{

filas<-nrow(datos)

Criticos<-matrix(nrow=filas,ncol=4)
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for(i in 1:filas)

filai<-datos[i,] #Asigna la fila i-ésima de la matriz de datos
minimo<-min(filai,na.rm=TRUE) #Obtiene el minimo de la fila i
maximo<-max(filai,na.rm=TRUE) #Obtiene el maximo de lafila i
CriticosJi,1]<-minimo
Criticos]i,2]<-match(minimo,filai) #Obtiene la posicién del minimo en
la tabla
CriticosJi,3]<-maximo
Criticos][i,4]<-match(maximo,filai) #Obtiene la posicién del maximo

return(Criticos)

}

# 9) Funcion para obtener el punto critico de la prueba basada en K-L,
#n es el tamano de muestra, y alpha es el nivel de significancia,
#si n o alpha no estan en la tabla regresa NA NA

CriticoKL<-function(n,alpha)

{
#Crea la tabla de valores critricos
Tabla<-matrix(nrow=21,ncol=8)
Tabla[1,]<-c(0.7284,3,0.6589,3,0.5901,3,0.5293,3)
Tabla[2,]<-c(0.4312,4,0.3941,4,0.3572,4,0.3235,4)
Tabla[3,]<-c(0.3218,5,0.2911,5,0.2669,5,0.2399,5)
Tabla[4,]<-c(0.2643,6,0.2387,6,0.2176,6,0.1978,6)
Tabla[5,]<-c(0.2254,7,0.2051,5,0.1879,7,0.1701,7)
Tabla[6,]<-¢(0.1987,6,0.1816,8,0.1649,8,0.1499,7)
Tabla[7,]<-¢(0.1774,7,0.1604,7,0.1475,7,0.1336,7)
Tabla[8,]<-¢(0.1609,9,0.1473,9,0.1348,8,0.1231,7)
Tabla[9,]<-¢(0.1474,10,0.1331,8,0.1239,8,0.1125,8)
Tabla[10,]<-¢(0.1381,9,0.1259,8,0.1158,9,0.1046,9)
Tabla[11,]<-¢(0.1261,11,0.1155,10,0.1071,9,0.0981,9)
Tabla[12,]<-¢(0.1194,8,0.1096,11,0.1014,10,0.0922,11)
Tabla[13,]<-¢(0.1125,9,0.1038,9,0.0954,12,0.0871,12)
Tabla[14,]<-¢(0.1049,11,0.0976,11,0.0903,11,0.0828,12)
Tabla[15,]<-¢(0.1014,12,0.0933,12,0.0866,12,0.0786,12)
Tabla[16,]<-¢(0.0969,10,0.0895,11,0.0833,11,0.0754,14)
Tabla[17,]<-¢(0.0935,11,0.0857,13,0.0787,13,0.0719,13)
Tabla[18,]<-¢(0.0891,11,0.0826,11,0.0766,13,0.0696,13)
Tabla[19,]<-¢(0.0857,11,0.0791,11,0.0733,11,0.0674,13)
Tabla[20,]<-¢(0.0836,12,0.0770,14,0.0711,14,0.0646,15)
Tabla[21,]<-¢(0.0763,15,0.0705,15,0.0650,15,0.0596,15)
i<-

c¢(10,20,30,40,50,60,70,80,90,100,110,120,130,140,150,160,170,180,190,200,225

j<-¢(0.01,NA,0.025,NA,0.05,NA,0.10,NA)
critico<-Tabla[match(n,i),match(alpha,j)]
m<-Tabla[match(n,i),match(alpha,j)+1]
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return(c(critico,m))

}

#Funcién que indica si se rechaza o no se rechaza la Hipoétesis nula
#Ho:F(x) = Pareto, Ha:F(x)<> Pareto

#Si se rechaza regresa un 1, caso contrario un 0,

#datos es el vector de datos,alpha es el nivel de significancia de la prueba
PhixKL<-function(datos,alpha)

{
n<-length(datos) #Tamano de la muestra
Constantes<-CriticoKL(n,alpha)  #Obtiene la constante critica
pCritico<-Constantes[1] #Valor critico
m<-Constantes[2] #’Window size” asociado
if(KLmn(datos,m)>pCritico) return(1)
else return(0)

}

# 10) PROGRAMA PARA OBTENER LA POTENCIA DE LA PRUEBA DE
KULLBACK-LEIBLER
#n es el tamafo de muestra, alpha es en nivel de significancia de la prueba
#B es el numero de veces que se repite el proceso para estimar la potencia
#alternativa es el modelo distribucional que genera las muestras
#params, es un vector de parametros de la distribucién que genera las muestras
PotKL<-function(n=30,alpha=0.05,B=1000,alternativa="pareto",params=c(2,3))
{
rechazos<-rep(0,B) #Crea un vector para contar el numero de veces que se
rechaza Ho
for(i in 1:B)
{
x<-switch(alternativa,weibull=rweibull(n,params[1],params[2]),
gamma=rgamma(n,shape=params[1],scale=params[2]),
normal=rnorm(n,params[1],params[2]),
pareto=rpareto(n,params[1],params|[2]),
lognormal=rlnorm(n,params[1],params([2]))
rechazos[i]<-PhixKL(x,alpha)
}
return(sum(rechazos)/B)  #Regresa la potencia de la prueba calculada por
Monte-Carlo

}

# 11) Funcion para graficar la distribucion empirica de Kimn para la distribucion
Pareto

#t muestras es un vector con los tamanos de las muestras, m el “window size”
asociado

#B numero de veces que se repite el proceso para obtener las distribuciones
empiricas

#params es un vector de parametros para el modelo Pareto.
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#grafica<-function(tmuestras,m=4,B=40000,params)

{

cuantas<-length(tmuestras)

plot(density(DistrKLmn(tmuestras[1],m,B,params)),main="" xlab="",ylab="" bty="1" |
ty=1)
legpos<-locator(1)
legend(legpos,paste("KLmn, Pareto(",params[1],",",params[2],")"),bty="n",Ity=1)
for(i in 2:cuantas)

lines(density(DistrKLmn(tmuestras[i],m,B,c(params[2*i-
1],params[2*i]))),bty="1",Ity=i)
legend(legpos$x,legpos$y-(i-1)*0.25,paste("KLmn;Pareto(",params[2*i-
11,",",params[2*i],")"),bty="n",Ity=i)
}

}

# 12) Funcion para calcular la estadistica de Kolmogorov, ver Lilliefors, 1969.
#x es el vector de datos
Dstat<-function(x)
{
#obtiene los estimadores maximo verosimiles para la distribucion Pareto
#transforma los datos a exponencial dos parametros y elimina luego el
#parametro de corrimiento, por lo que ‘y’ tendra una muestra de variables
#aleatorias #independientes idénticamente distribuidas exponencial(a)
estimadores<-emvpareto(x)
a<-estimadores[1]
d<-log(estimadores[2])
y<-log(x)-d
y<-sort(y)
z<-pexp(y,a)
Dmas<-max(c(1:length(x))/length(x)-z) #Calcula D+
Dmenos<-max(z-c(0:(length(x)-1))/length(x)) #Calcula D-
return(max(Dmas,Dmenos))

}

# 13) PROGRAMA PARA OBTENER La tabla de puntos criticos de Lilliefors
CriticoKolmogorov<-function(n,alpha)

{

#columna 1(alpha=0.10), columna 2(alpha=0.05), columna 3(alpha=0.01)
Criticos<-matrix(nrow=4, ncol=3)

Criticos[1,]<-¢(0.295,0.325,0.380) #Tamano de muestra 10
Criticos[2,]<-¢(0.212,0.234,0.278) # Tamano de muestra 20
Criticos[3,]<-¢(0.174,0.192,0.226) # Tamano de muestra 30
Criticos[4,]<-c(0.960,1.060,1.250) # Tamafno de muestra infinito

i<-c(10,20,30,NA) #indice de fila
j<-¢(0.10,0.05,0.01) #indice de columna
if(n<=30)
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{

return(Criticos[match(n,i),match(alpha,j)])

}

else

return((Criticos[4,match(alpha,j)])/sqrt(n))
}
}

# 14) Funcion que indica si se rechaza o no se rechaza la Hipétesis nula
#Ho:F(x) = Pareto, Ha:F(x)<> Pareto
#Si se rechaza regresa un 1, caso contrario un 0
#datos es el vector de datos, (la muestra que se presume es Pareto)
#alpha es el nivel de significancia de la prueba
PhixKolmogorov<-function(datos,alpha)
{

n<-length(datos)

pcritico<-CriticoKolmogorov(n,alpha)

D<-Dstat(datos)

if(D>pcritico) return(1)

else return(0)

# 15) Obtiene la potencia de la prueba de Kolmogorov
#n es el tamano de muestra, alpha es en nivel de significancia de la prueba
#B es el numero de veces que se repite el proceso para estimar la potencia
#alternativa es el modelo distribucional que genera las muestras
#params, es un vector de parametros de la distribucién que genera las muestras
PotKolmogorov<-
function(n=30,alpha=0.05,B=1000,alternativa="pareto",params=c(2,3))
{
rechazos<-rep(0,B) #Crea un vector para contar el numero de veces que se
rechaza Ho
for(iin 1:B)
{
x<-switch(alternativa,weibull=rweibull(n,params[1],params[2]),
gamma=rgamma(n,shape=params[1],scale=params[2]),
normal=rnorm(n,params[1],params|2]),
pareto=rpareto(n,params[1],params|[2]),
lognormal=rlnorm(n,params[1],params[2]))
rechazosJi]<-PhixKolmogorov(x,alpha)
}
return(sum(rechazos)/B)  #Regresa la potencia de la prueba calculada por
Monte-Carlo

}

# 16) Muestra que la estadistica de prueba es invariante
#grafica(rep(20,4),10,40000,c(1,1,2,1,3,1,10,50,10,100))
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# 17) Calcula la tabla de valores criticos para la prueba para los tamanos de
muestra indicados y las alphas indicados
#y las almacena en archivos de texto separados por comas

#library(MASS)

#b<-
TPCKLmn(c(20,30,40,50,60,70,80,90,100,110,120,130,140,150,160,170,180,190,
200),B=5000,alpha=c(0.01,0.025,0.05,0.10))

#c<-depura(b)

#write.matrix(b,"criticos.csv",sep = ",")

#write.matrix(c,"depurados.csv",sep =",")

#b<-TPCKLmn(c(10,225),B=5000,alpha=c(0.01,0.025,0.05,0.10))
#c<-depura(b)

#write.matrix(b,"criticos.csv",sep =",")
#write.matrix(c,"depurados.csv",sep = ",")

#Potencias y tamafos, prueba de KL
#PotKL(10,0.05,10000,"pareto",c(3,1))

#Potencias y tamanos, prueba de Kolmogorov
#PotKolmogorov(100,0.01,10000,"pareto",c(3,1))

#EXAMPLE FAILURE

FAILURE<-
¢(30.101,30.150,30.374,30.581,30.871,31.086,31.398,31.752,31.792,31.960,32.2
65,32.517,32.636,33.002,33.552,33.721,34.002,34.023,34.150,35.274)

alpha=0.05 #nivel de significancia
n=length(FAILURE) #Tamano de muestra
n #Muestra el tamano de muestra
Constantes<-CriticoKL(20,alpha) #Obtiene la constante critica de tablas

#Vector con dos componentes, primer componente
#constante critica, segundo componente

#m asociado
pCritico<-Constantes[1] #Valor critico
pCritico
m<-Constantes|[2] #m
m
estimadores<-emvpareto(FAILURE) #EMV
estimadores
a<-estimadores|[1] #Paremetro de escala de exp dos parametros
a
d<-log(estimadores[2]) #Paremetro de loc de exp dos parametros
d
z<-log(FAILURE)
z #Datos exp dos parametros (escala, loc)
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w<-z-d
w #Datos exp(escala)
x11()

plot(ecdf(w),do.p=FALSE, main=" FAILURE_DISTRIBUCIONES_.Empirica vs
Teorica")
curve(pexp(x,a),add=T)

ifelse(KLmn(FAILURE,m)>pCiritico,1,0) #Si regresa 1 se rechaza HO
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Tabla 26. Estimacion del Tamano de la Prueba de bondad de ajuste de Kullback-Leibler

considerando diferentes tamafios de muestra y niveles de significancia

X, 0 a n=10 n=30 n=50
(1,1) 0.1 0.094 0.116 0.1154
(1,1) 0.05 0.0512 0.0558 0.0534
(1,1) 0.01 0.0102 0.0102 0.0104
(3,1) 0.1 0.094 0.1064 0.0932
(3,1) 0.05 0.0448 0.0506 0.0486
(3,1) 0.01 0.0104 0.012 0.009
(5,3) 0.1 0.0916 0.1004 0.0982
(5,3) 0.05 0.047 0.047 0.0498
(5,3) 0.01 0.0078 0.0116 0.0108
(10,0.2) 0.1 0.091 0.0994 0.0972
(10,0.2) 0.05 0.054 0.052 0.0518
(10,0.2) 0.01 0.008 0.0092 0.0114

Tabla 27 .Estimacion del Tamafo de la Prueba de bondad de ajuste de Kullback-Leibler

considerando diferentes tamafios de muestra y niveles de significancia

K, 0 o n=100 n=200 n=225
(1,1) 0.1 0.1054 0.1042 0.0994
(1,1) 0.05 0.049 0.0536 0.0564
(1,1) 0.01 0.0084 0.0096 0.0138
(3,1) 0.1 0.0944 0.0984 0.096
(3,1) 0.05 0.047 0.0478 0.057
(3,1) 0.01 0.0082 0.0096 0.0126
(5,3) 0.1 0.984 0.1046 0.1002
(5,3) 0.05 0.0476 0.0522 0.0554
(5,3) 0.01 0.0088 0.0086 0.013
(10,0.2) 0.1 0.1054 0.107 0.0976
(10,0.2) 0.05 0.0472 0.0512 0.0568
(10,0.2) 0.01 0.007 0.0098 0.0102
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