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RESUMEN

En este trabajo se comparan las pruebas asintéticas de no-inferioridad
de Blackwelder, Farrington-Manning, Bohning-Viwatwongkasen, Hauck-
Anderson, la prueba de razén de verosimilitudes generalizada y dos
variantes de estas pruebas con base en sus niveles de significancia reales
y en sus potencias. La prueba de Farrington-Manning es la que resulté
tener la mejor aproximacién del nivel de significancia real al nominal para
tamanos de muestra 30 < n < 100 y para los tres limites de no-inferioridad
més frecuentemente usados en el contexto de ensayos clinicos. La potencia
de la prueba de Farrington-Manning resulté muy similar a las potencias
de aquellas pruebas con buena aproximacién del nivel de significancia real
al nominal.

Para pruebas exactas de no-inferioridad, Rohmel y Mansmann [25]
probaron que si la regién de rechazo cumple la condicién de convexidad
de Barnard, entonces el nivel de significancia en vez de calcularse como
el supremo en todo el espacio nulo puede calcularse como el maximo en
una parte de la frontera del espacio nulo. Esto tiene particular importan-
cia debido al extenso tiempo de cémputo requerido para calcular niveles
de significancia para pruebas de no-inferioridad, ver por ejemplo Rohmel
[26]. En este trabajo se generaliza el teorema demostrado por Rohmel
y Mansmann [25] en dos direcciones, en primer lugar se extiende el re-
sultado para pruebas estadisticas en general (incluyendo pruebas exactas
y asintdticas), en segundo lugar se relaja la condicién de convexidad de
Barnard a una condicién menos restrictiva. El resultado incluye hipotesis
de no-inferioridad para pardametros como la diferencia, la razén y la razén
de momios. Este resultado permite calcular los niveles de significancia
para pruebas como la de Blackwelder y la de Hauck-Anderson obteniendo
el maximo en una parte de la frontera con una reduccién sustancial del
tiempo de computo.
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ABSTRACT

In this work are compared the asymptotic tests for non-inferiority
of Backwelder, Farrington-Manning, Bohning-Viwatwongkasen, Hauck-
Anderson, generalized likelihood ratio test and two variants of these tests,
comparison was made based in their real levels of significance and in their
power. The test of Farrington-Manning has best aproximation of the real
significance level to the nominal one for sample size 30 < n < 100 and for
the three non-inferiority limits more often used in clinical trials. Power of
the Farrington-Manning test is very similar to power of tests with good
aproximation of the real level of significance to nominal.

For exact tests of non-inferiority, Rohmel and Mansmann [25] proved
that if the rejection region fulfills the Barnard convexity condition, then
the level of significance can be computed as the maximum in a part of
the boundary of the null space instead of the supremum in the whole
null space. This is particularly important due to the great amount of
time required to compute levels of significance in non-inferiority tests,
e.g. see Rohmel [26]. In this work, the theorem demonstrated by Rohmel
and Mansmann [25] is generalized in two directions, firstly the result for
general statistical tests is extended (including exact and asymptotic tests),
secondly the Barnard convexity condition is relaxed to a less restrictive
condition. The result includes hypotheses of non-inferiority for parameters
such as difference, ratio, and odds ratio. This result allows the computing
of levels of significance for tests such as the Blackwelder and the Hauck-
Anderson, obtaining the maximum in one part of the boundary with a
substantial reduction in computing time.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién

Las pruebas estadisticas asintéticas de no-inferioridad se utilizan frecuentemente
en investigaciones clinicas con el objetivo de evaluar nuevas terapias, son especial-
mente usadas en el desarrollo de medicamentos. Estas pruebas sirven para demostrar
que una terapia nueva (con menores efectos secundarios, menor costo o mayor fa-
cilidad de aplicacién que una terapia considerada esténdar) no es sustancialmente
inferior en eficacia a la terapia estandar [9]. Aunque la aplicacién de estas pruebas es
usual en el &mbito de ensayos clinicos su aplicacion en otras dreas donde se requiera
contrastar dos tratamientos es también natural.

Existen diversas pruebas estadisticas para no-inferioridad que usan como medida

de disimilaridad ya sea a la diferencia de proporciones, a la razén de proporciones o



bien a la razén de momios. En ninguno de estos casos hay estudios comparativos de
estas pruebas donde se determinen los niveles de significancia reales de las pruebas
y sus potencias, esto probablemente se debe al muy extenso tiempo de cémputo
requerido para calcular explicitamente los niveles de significancia.

Debido a lo anterior es de gran utilidad un teorema demostrado por Rohmel y
Mansmann [25] el cual permite reducir sustancialmente el tiempo de cémputo para
calcular los niveles de significancia reales en pruebas exactas de no-inferioridad, cuan-
do la regién critica es de una forma especial.

No obstante, hay pruebas de no-inferioridad muy utilizadas que poseen regiones
criticas de un tipo mas general que las referidas en dicho teorema, para las cudles no
existen resultados tedricos que permitan reducir el cédlculo de sus niveles de signifi-
cancia reales, haciendo complicada una posible comparacién de las pruebas.

Ademis tampoco hay resultados tedéricos que permitan la reduccién del tiempo de
cémputo de los niveles reales de significancia para pruebas asintéticas, incluso cuando
la correspondiente region critica es de la forma especificada en el teorema de Rohmel
y Mansmann [25].

Por lo anterior y con el objeto de hacer factible la comparacién de pruebas de no-
inferioridad tanto exactas como asintéticas cuyas regiones criticas tengan una forma
mas general que la especificada en el teorema de Rshmel y Mansmann [25], se plantean

en el presente trabajo los objetivos descritos en la siguiente seccién.



1.2. Objetivos

Los objetivos que se persiguen en esta investigacion son los siguientes:

1. Comparar siete pruebas asintéticas para no-inferioridad: las pruebas de Black-
welder, Farrington-Manning, Bohning-Viwatwongkasen, Hauck-Anderson, la prueba
de razén de verosimilitudes generalizada y dos variantes de estas pruebas, realizar
la comparacién con base en sus niveles de significancia reales y sus potencias, con-
siderando para cada prueba seis correcciones por continuidad; para los tres limites de
no-inferioridad mas frecuentemente utilizados en el contexto de ensayos clinicos. En
tales pruebas se considera como medida de disimilaridad a la diferencia de propor-
ciones.

2. Generalizar el teorema de Rohmel y Mansmann [25] a regiones criticas mas
generales que las consideradas en tal teorema.

3. Generalizar el teorema de Rohmel y Mansmann [25] a pruebas de no-inferioridad

tanto exactas como asintéticas.

1.3. Revision de la literatura

La literatura reporta algunas comparaciones de pruebas para no inferioridad que
son basadas en simulaciones o en aproximaciones gruesas de los niveles de significancia
reales y de las potencias exactas ([9], [14] y [28]). Sin embargo, en la literatura consul-

tada no se encontré algin andlisis comparativo de pruebas de no-inferioridad donde



se efectie el cdlculo explicito de los niveles de significancia reales y de las potencias
de las pruebas comparadas. Esto probablemente se debe al muy extenso tiempo de
céomputo requerido para calcular explicitamente dichos valores.

En 1998 Chan en [6] calcul6 el nivel de significancia para pruebas exactas de no
inferioridad tomando el supremo no en todo el espacio nulo sino tnicamente en una
parte de su frontera. Chan no justific6 formalmente el motivo de esta restriccion,
quedando un vacio en su procedimiento. El hueco en las demostraciones de Chan fué
identificado en 1999 por Rohmel y Mansmann [24] quienes en una carta al editor
de la revista Statistics in Medicine exhiben razones por las que permanece abierto el
problema de si buscar el maximo solamente en la frontera es suficiente para determinar
el supremo en todo el espacio nulo. Desde entonces varios intentos fueron realizados
para resolver tal situacién. En 1999 Rohmel y Mansmann [25] también notaron que es
suficiente buscar solamente en la frontera del espacio nulo si la regién critica cumple
la condicién de convexidad de Barnard. En su respuesta Chan [7] (1999) ofrecié un
argumento heuristico del porqué en su caso la condiciéon de convexidad de Barnard
podria ser vdlida. Un argumento heurfstico similar fué dado en 2003 por Mehrotra
et al. [19], Martin y Herranz en 2004 [18] quienes presentaron un bosquejo de una
demostraciéon pero no una demostracién formal. No es sino hasta 2005 en que queda
zanjada tal problemdtica en [26] donde el autor presenta una prueba formal que
justifica el procedimiento utilizado por Chan en 1998.

Para pruebas exactas de no-inferioridad, Rshmel y Mansmann [25] probaron que si



la regién de rechazo cumple la condicién de convexidad de Barnard, entonces el nivel
de significancia en vez de calcularse como el supremo en todo el espacio nulo puede
calcularse como el mdximo en una parte de la frontera del espacio nulo. Posterior-
mente, Rshmel [26] demostré que la prueba exacta de Farrington-Manning cumple la
condicion de convexidad de Barnard, el teorema probado por Rohmel y Mansmann
[25] permite reducir el tiempo de cémputo para calcular niveles de significancia reales
a menos del 1%. Debido al enorme requerimiento en tiempo de cémputo necesario
para el célculo de niveles de significancia reales, antes del teorema de Rohmel y Mans-
mann [25] no era practico el cdlculo de los niveles de significancia reales para pruebas
de no-inferioridad.

En esta tesis se generaliza el teorema demostrado por Rohmel y Mansmann [25]
en dos aspectos, uno de ellos es que se extiende el resultado para pruebas estadisticas
en general (incluyendo pruebas exactas y asintéticas), el otro aspecto es la
generalizacion a una condicién menos restrictiva que la condicién de Barnard, por lo
tanto esta condicién es mas facil de cumplirse que la de Barnard. Este nuevo resultado
permite entre otras cosas calcular los niveles de significancia reales para pruebas como
la de Blackwelder y la de Hauck-Anderson para disefios desbalanceados (diferentes
tamanos de muestra), obteniendo el méximo en una parte de la frontera y por tanto
en un tiempo de cémputo razonable, en este caso el tiempo de cémputo se reduce

aproximadamente al 1% del tiempo original.



1.4. Organizacion de la tesis

En el presente trabajo se utilizaron las condiciones de convexidad de Barnard
y de simetria en la misma cola, con lo cual fue posible calcular explicitamente los
niveles de significancia reales asi como las potencias de las pruebas y compararlas
para los tamanos de muestra 30 < n < 100, para los tres limites de no-inferioridad
més frecuentemente utilizados en el contexto de ensayos clinicos (.1, .15y .2).

Para cubrir los objetivos ya mencionados, el trabajo se organizé de la siguiente
forma:

En el presente capitulo se proporciona una introduccién al tema de investigacién,
se presentan los objetivos del trabajo asi como una revisién de la literatura; ademas
se presenta la estructura del trabajo.

En el capitulo dos se presentan conceptos bédsicos acerca de pruebas de no infe-
rioridad y el modelo tedrico utilizado, se presentan las estadisticas de prueba que
se analizardn, a saber, la estadistica de Blackwelder que utiliza la desviacién estdn-
dar no ponderada, la cual tiene grandes ventajas debido a su simplicidad y al hecho
de que los estimadores de proporciones son los estimadores maximo verosimiles; la
estadistica de prueba de Hauck-Anderson, difiere de la anterior en que se dis-
minuye en uno el tamano de cada muestra en la estimacion de la desviacion estandar.
La estadistica de Farrington-Manning, que antes estudiaron Mietening y Nurminen,
estima la desviacién estdndar tomando como estimadores de las proporciones a los

estimadores méximo verosimiles restringidos a la hipétesis nula. La estadistica de



Bohning-Viwatwongkasen en la cual la desviacién estdndar se estima considerando
como estimadores de las proporciones una generalizacion de los estimadores de
méxima verosimilitud. Las combinaciones de la estadistica de Hauck-Anderson con la
de Farrington-Manning y la de Bohning-Viwatwongkasen parecen razonables, se pro-
ponen en este trabajo y se comparan con las otras. Se considera también la estadistica
de razén de verosimilitudes generalizada. Ademds, se obtienen algunas propiedades
de las pruebas estadisticas consideradas.

En el capitulo tres se calculan los niveles de significancia reales de las siete pruebas
evaluadas para a =0.05 y 30 < n < 100, se presenta una manera de simplificar su
célculo, el uso de algunas condiciones que cumplen las regiones de rechazo de las
estadisticas en cuestion, se estudia el comportamiento asintético de los niveles de
significancia reales y se realiza una comparacién de los niveles de significancia reales.

El capitulo cuatro estd dedicado a la comparacién de las potencias de las pruebas
considerando los tres lfmites de no-inferioridad usuales en ensayos clinicos, se hacen
recomendaciones acerca de las pruebas que presentan mejor desempeno considerando
sus niveles de significancia reales y potencias.

En el capitulo cinco se dan las conclusiones del trabajo.

En la parte final del trabajo se incluyé una seccién con cuatro apéndices: en el
primero de ellos (apéndice A) se validan los cdlculos de este trabajo, comparandolos
con los realizados en diversos articulos sobre el tema, en el apéndice B se da la

terminologia bdsica asi como la notacién utilizada en todo el trabajo y se presentan



algunos resultados conocidos, los cuales se utilizan para la obtencién de resultados
de interés en este trabajo, en el apéndice C se dan algunos de los programas de

cémputo escritos para algunos de los célculos realizados, tales programas se hicieron

en el lenguaje S-PLUS.



Capitulo 2

Pruebas estadisticas

2.1. Aspectos preliminares

En esta seccién se presentan algunos conceptos esenciales para el desarrollo de
este trabajo.

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de fy(z) donde § € © C R, se dice que una
estadistica T, = T,,(X3,..., X)) es un estimador puntual de 0 si T,,(R") C ©. En
general E(T,) = 0+ b,(0), b,(0) es llamado sesgo, T, es insesgado si b,(0) = 0, T},
es asintdticamente insesgado si b,,(6) — 0.

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias y sea X una variable aleatoria
definidas en un espacio de probabilidad. Sea Fly, la funcién de distribucién de X, y

sea Fx la funcién de distribucién de X, se dice que {X,} converge en distribucién

(o en ley) a X si lim Fy, (z) = Fx(z) para cada x punto de continuidad de F.

n—oo
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Se escribe X, % X 0 X, = X. Se dice que {X,} converge en probabilidad a X si

JLIEOPHXn — X| > ¢) = 0 para cada ¢ > 0. Se escribe X,, 2 X.

Una sucesién de estimadores 7, de una funcién paramétrica g(f) es consistente si
T — g(0).

La funcién de verosimilitud de n variables aleatorias Xj,..., X, es la densidad
conjunta de las n variables aleatorias fx, . x, (1, ..., 2,;0) considerada como funcién
de 0 y se denota por L(0;xq,...,x,).

El estimador de méxima verosimilitud 8 de 6 es tal que L(/H\; X) = Z@eci@:vL(Q; x),
donde x = (x1, ..., T,,).

Dada una muestra aleatoria Xj, ..., X,, de la densidad f(z;0), una estadistica
S(X), donde donde X = (X3, ..., X,,), es suficiente si la distribucién condicional de T’

dado S no depende de € para toda estadistica 7'(X).

Bajo ciertas condiciones de regularidad que si 7" es un estimador de g() , entonces

Varg(T) > %, donde I(0) = E [mn gf;x)r. [f: %])2 es llamada la cota inferior de
Crédmer-Rao (CICR).

Una sucesién {7},} de estimadores de g(f) se dice mejor asintéticamente normal
(MAN) si es consistente, asintéticamente normal y la varianza de su distribucién
lfmite es minima en la clase de todas las sucesiones de estimadores asintéticamente
normales.

Los estimadores de méxima verosimilitud tienen las propiedades siguientes:

1) No necesariamente son insesgados. Si no son insesgados, son asintéticamente
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insesgados.

2) Si existe un estimador cuya varianza alcanza la cota inferior de Cramer-Rao,
es el estimador de maxima verosimilitud. [27]

3) Bajo condiciones de regularidad, son consistentes

4) Toda sucesién de estimadores de méxima verosimilitud es MAN.

5) Son funciones de las estadisticas suficientes.

6) Son invariantes bajo transformaciones 1-1 del pardmetro.

Si el espacio de pardmetros © se particiona en dos subconjuntos Oy y ©; tal que
O = Oy U B4, un procedimiento estadistico de prueba o simplemente prueba es una
funcién sobreyectiva T : x — {©,01}, donde x es el espacio muestral. En otras
palabras, un procedimiento estadistico de prueba es una regla para seleccionar una
y s6lo una de las alternativas sobre la base de los datos observados. Frecuentemente
tales alternativas se representan como Hy : 6 € Op (hipétesis nula) y H, : 6 € ©;
(hipdtesis alternativa). Esencialmente un procedimiento de prueba puede verse co-
mo una particién del espacio muestral, donde T1(0y), denotado por Y, representa
la region de aceptacion de la hipétesis nula, mientras que x — T 1(0p) = T1(0,),
denotado por y; representa la regién de rechazo o regién critica de la hipétesis nu-
la. Usualmente esta particion del espacio muestral es inducida por una estadistica,
llamada estadistica de prueba.

Se especifica como hipétesis nula aquélla hipétesis que implica el valor existente

del pardmetro, o la que se supone mas estable, siendo necesaria una elevada evidencia
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para rechazarla.

Un problema de prueba de hipétesis implica la posibilidad de equivocarse o de
acertar en la eleccion al no saber con certeza cudl es la verdadera, generando con ello
dos posibles decisiones erréneas. Hay dos posibilidades de equivocarse. Una sucede si
la hipétesis nula se rechaza y es cierta, llamado error tipo I; la otra posibilidad es
cuando la hipétesis alternativa se rechaza y es cierta, en este caso es llamado error tipo
II. Existen otras dos posibilidades en las cuales la decisién es correcta: si la hipotesis
nula no se rechaza y es cierta, la otra es cuando la hipétesis alternativa no se rechaza
y es cierta.

Puesto que el experimentador desconoce qué hipdtesis es la correcta, no sabe en
cual de las cuatro situaciones descritas se encuentra. Ante la posibilidad de cometer
un error, se controla la ocurrencia de errores en términos probabilisticos.

Sea T una prueba de la hipétesis nula Hy, la funcién de potencia de la prueba T,
denotada por [;(0) se define como [,(0) = Py(rechazar Hy).

Sea T una prueba de la hipdtesis Hy : € Oy C © el nivel de significancia o
tamano de la prueba T de Hy se define como asuep Br ().

€0o

Una prueba T de tamano « de Hy : 6§ € ©¢ contra la hipétesis alternativa H; :

0 € O; es una prueba insesgada si o < (0) V 0 € O;.

Una sucesién de pruebas estadisticas {7},} para el problema de prueba de hip6tesis

Hy:0 €0y vs H,:0 € O se dice consistente contra la alternativa si 7, (6) — 1

n—~o0

Ve 0o,.
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2.2. El modelo tedrico

En este trabajo se usé el modelo estédndar (modelo Bernoulli) para comparar
dos tratamientos con base en una variable dicotémica. Este modelo supone que las
observaciones correspondientes al primer tratamiento (el estdndar) son una realizacién
de una muestra aleatoria {Xj1, X12,..., X1,,} de una distribucién Bernoulli con
probabilidad de éxito p; y que las observaciones del segundo tratamiento (el nuevo
o experimental) son una realizaciéon de otra muestra aleatoria { Xa1, Xog, ..., Xopn, } de
una distribucién Bernoulli con probabilidad de éxito ps y se supone ademés que estas
dos muestras son independientes entre si. La hipdtesis de interés (hipdtesis de no-
inferioridad) que se desea probar es la hipétesis alternativa (H,) en el siguiente juego
de hipdtesis:

[Ho : d > do) vs [Hy :d < do) (2.1)

donde d = p; — p2 y dj es el limite de no-inferioridad que es una constante positiva.
En el contexto de ensayos clinicos los valores usuales para dy son 0.10, 0.15 y 0.20.

ni n2
Sean X; = ZXU’ Xy = Zng, de acuerdo al modelo arriba mencionado. El

7j=1 7j=1
espacio muestral con base en las estadisticas X; y Xs se define como x = (x1,23) €

{0,...,n1} x {0, ..., n2}.

Se define el espacio muestral licito como x' = {(z1,22) € x : p1 — P2 < do},
donde p; = X, /n; es el estimador de méxima verosimilitud de p; para j = 1,2. La
importancia del concepto anterior es reiterada por Martin y Herranz en [16], [17] y

[18] quienes enfatizan la necesidad de tal concepto ya que de no restringirse el espacio
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muestral de esta manera, al espacio muestral licito, podrian obtenerse inferencias
invilidas en algunos casos. La razén de esta restriccion es que de otra forma la prueba
podria no tener significancia; por ejemplo, si p; —ps > dg, entonces es inferencialmente
ilégico concluir que p; —ps < dy, en la seccién 2.4 se incorpora un resultado relacionado
con este concepto y se ilustra mediante un ejemplo la diferencia que puede haber entre
las correspondientes regiones de rechazo.

El espacio de pardmetros es © = {(p1,p2) : p1,p2 € [0,1]} y en virtud de que la
variable aleatoria X; tiene distribucién binomial con parametros (n;, p;) parai = 1,2,

la funcién de verosimilitud conjunta es

n T ny—x n T n2—x
L(p1,pa; 21, 22) = (;)Pf (1—=p)" ™ (x;)pf (1—pg)™™

La funcién de potencia es S1(p1,p2) = Z L(p1, p2; 1, 2), ademds, el espacio
(z1,x2)ERT

nulo es Qg = {0 = (p1,p2) € O : py — pa > dp} y el nivel de significancia queda dado

por sup ().
[USSh

En este trabajo (excepto en la seccién 3.2), se supone que 7" es una estadistica de
prueba para el problema de prueba de hipétesis (2.1), con regién critica de la forma
Ry = {(x1,22) € x : T(x1,22) < to}, donde ¢y es una constante; nétese que con ello
quedan incluidas tanto pruebas exactas como asintéticas. Cuando se desee enfatizar
el nivel nominal de la prueba, la regién critica se denotard por Rr(«) o simplemente
por R(«a) cuando se sobreentienda la estadistica de prueba T'.

En lo sucesivo la funcién masa de probabilidad de una variable aleatoria binomial
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X con pardmetros n y p serd denotada por f(x;n,p), es decir

Flain,p) — (;‘)pm (L= p)"* 2 € {0.1,.n}ipe 0.1

Seis de las estadisticas de prueba consideradas son del tipo

ﬁl_ﬁ2_d0
o

Ti(X1, X5) = (2-2)

para i =1,2,3,4,5,6, donde p; = X;/n; es el estimador de maxima verosimilitud de
p; para j = 1,2 y &; es un estimador de la desviacién estdndar de d = D1 — Do2; la
séptima estadistica es aquélla para la prueba de razén de verosimilitudes generalizada,

es decir,

sup L(p1, p2; X1, X2)
0cOg

supL(p1, p2; X1, X2)
0co

To(X1, Xa) = A(X1, Xo) = (2.3)

La diferencia entre las seis estadisticas del tipo (2.2) radica en la estimacién que

se elige para la desviacién estdndar de d. Se consideran los siguientes seis estimadores.

_ p(l—5)  P(1—D . p(1—5) Pa(l—D
_\/pl( p)  p2(1=Ds) 04:\/191( p)  p2(1—D)

o= 1 T2 ny — 1 Nno — 1
Vv \Y \Y Vv V \ \ V
R Dy <1 —p1> D2 (1 - Pz) R Dy (1 - pl) D2 (1 - P2>
o9 = + 05 = —+
n1 T2 ny — 1 No — 1
~ p1 (1 — p: p2 (1 — p: N p1 (1 — p; p2 (1 — p
5y — p(1—p1) + P2 (1 —p2) G = p(l—p1) i p2 (1 —p2)
s To ny — 1 Ng — 1
X . . e Y% .
donde p; = — es el estimador de mdxima verosimilitud de p;, p; es el estimador de
1
maxima verosimilitud de p; restringido bajo la hipétesis nula , ademads, p; = f‘g

para ¢ =1,2.
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La estadistica 77 se construye usando la estimacién clédsica para la desviacion
estandar, nétese que o1 = 0 para p; = 0, 1, en estos casos 17 no estd definida, en breve

se da una redefinicién de o, para estos valores con el fin de evitar dicha dificultad.

Observacién 1 Sea ¢(n,z) = %(1;%> = 20 " entonces

1. p(n,n—1x)=pn,)

2. G1(z,y) = Ve(ny,2) + (na,y)
3. ( escreciente en n & v > %n
4. @ es decreciente en n & x < %n
5. es creciente en r < < g

6. © es decreciente en v < > 3

Como 04(z,y) = 0 para (z,y) € {0,n1} x {0,n2} resulta que Ti(z,y) no esta
definida para (z,y) € {0,n;} x {0,n2}, por ello en este trabajo se propone redefinir

a 01(x,y) en esos puntos del espacio muestral, de la siguiente forma

(

Veo(ni,.01) + ¢(ng,.01) r=0,y=0

Ve(ni,.01) + o(ng, ny — .01) =0,y =ng

\/80(”1,”1 —'01)"‘90(”27-01) r=n1,y=0

\ \/gp(nl,nl —.01) 4+ p(ng,ne — .01) = =n1,y =ny

de la observacién 1(1) se obtiene de inmediato que todos los valores redefinidos son

iguales, es decir, 71(0,0) = 71(0,n2) = 01(n1,0) = 71(n1, Ng).
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20 =

18 m

16 m

14 m

12 m
x210 ®

O Original
= Redefinida

x1

Figura 2.1: Regiones de rechazo original y redefinida para la estadistica 7} para los
tamanos de muestra n; = ny = 20 tomando el nivel de significancia nominal o =0.05
y el limite de no inferioridad dy =0.1.

La anterior redefinicién de o; es esencial como se vera en la seccién 3.2 debido
a que con ella se logra que la regién critica sea de un tipo especial que permite el
célculo del nivel de significancia de una forma mucho mas simple.

Notese que al igual que o1, 04 = 0 para p; = 0, 1, en estos casos Ty no esté definida,
en este trabajo se propone redefinir a o4 de la misma forma que se hizo con 7.

El método para estimar a o mediante o5 fue propuesto por Miettinen y Nurminen
en [20] y se basa en la idea de estimar a p; y p» tomando los estimadores de méxima
verosimilitud de p; y po bajo la hipétesis nula, denotados repectivamente por ;tval y ;tvaz.

Munk et al. [21] demostraron el siguiente resultado

Lema 2 Sea g una funcion continua y creciente, y sea el problema de prueba de
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hipdtesis
[Ho : p2 < g(p1)] vs [Ha:p2 > g(p1)]
con g :[0,1] — [0,1] funcidn continua y no decreciente con g # 1.

a) Entonces el estimador de mazxima verosimilitud restringido a la hipdtesis nula

Vv 2 A A
(0) existe y estd dado como @ = 0 (el estimador de mdxima verosimilitud), si @ € O

\ A
y0:a,rg{ max L(O)} st 0 ¢ Oy.
p2=9(p1)
b) Sea h € C?0,1], entonces el estimador de mdzima verosimilitud restringido a
v
la hipotesis nula (@) es unico si y sélo si las siguientes condiciones i) y ii) se cumplen
o si se cumple iii) sobre el conjunto ©f = {(p1,p2) € O :pa =g (p1)}
i) —(K)*+hh” <0
i) —(h')> —h” + hh” <0

ii1) h es convera.

Usando este resultado se calculan los estimadores de méxima verosimilitud
restringidos en la curva ps = p; — dy (es decir, cuando g(p;) = p1 — dp) la cual es una
parte de la frontera del espacio nulo.

De acuerdo con [20] estos estimadores estdan dados de la siguiente forma:

Sean

_ w1+ 2+ (1 +2do) + na(1 + do)
ny + No

5 — To + 1'1(1 + Qdo) + do(ng + n1(1 + d()))
niy + neo

—Ildo(l + dg)
niy + No

t =
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273
v VP —3s 1 o7 TTs/3Ht ]y r
p, = 2————cos | - arccos | — |+ | — 3
3 3 12 _ 3g 3 3
o X2
)
\Y Y
Py =Dy — do

Agresti y Caffo [1] entre otros han considerado el problema de estimar el pardmetro
. . X ) . .
binomial p destacando que — podria no ser una buena eleccién como un estimador
n
de p cuando el tamano de muestra es pequeno. En efecto, el estimador de méxima
- X . .. . , -
verosimilitud p = — tiene varios inconvenientes atin cuando el tamano de muestra no
n

sea pequeno. Por ejemplo, la varianza de p cuando se estima por p(1— p)/n es 0 para
x =0y x = n, este problema es mds severo cuando se combinan estimadores de pro-
porciones diferentes como es el caso del estimador Var(d), como se vi6 antes (algunos
otros inconvenientes del uso de estimadores de médxima verosimilitud para estimar
proporciones cuando se desea estimar la desviacion estandar de d se estableceran en
la seccién 3.2). A la luz de esa dificultad, Bohning y Viwatwongkasen en [4] sugieren
usar una clase de estimadores de forma paramétrica, a saber, p, = %, b > 0. Varias
elecciones para b como 1/6,1/2,1 o 2 han sido sugeridas, estas sugerencias frecuente-
mente tienen bases intuitivas y una de ellas tiene una justificacién bayesiana. Aqui se
usard el valor b = 1 pues es adecuado para las pruebas donde se ocupard, recuérdese

ademads que el estimador asi obtenido corresponde al estimador de Bayes cuando se

toma como distribucién a priori a la distribucién Beta(1,1).
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T;+b
n;+2b

Si se usa p;p = para ¢ = 1,2 se tiene como estimador de la desviacion

estandar o3 = \/ﬁb(ilm’b) + ﬁz’bg;@'b) , nétese que o3 # 0 para todo b > 0, desde esta
perspectiva, esta es una propiedad muy conveniente ya que evita la indeterminacién
de la correspondiente estadistica 1. Ademads la estadistica T es el caso particular
de ésta cuando b = 0. Bohning y Viwatwongkasen solamente sugieren el uso del
estimador o3 pero no realizan andlisis alguno en relacién al comportamiento de la

correspondiente estadistica de prueba. En el presente trabajo se analiza la prueba

asintética construida usando esta estadistica de prueba.
Observaciéon 3 Note que
1. pip € (0,1) para toda b >0
. limp;, = p;
2 b%pz,b Di

3.£%ﬂ@@:g%%%§=m=E@m

4. lim E(p;,) = lim 22t — o) — B(5)

n;—00 n;—00 n;+2b

nipi(1 = pi) _ pi(l = pi)

5. Var(pip) = (T 2 S —

= var(p;)
6. lMmVar(piy) = var(pi)

7. lim Var(p;p) = 0= lim Var(p)

Para los objetivos del presente trabajo se considera el valor b = 1, en todos los
célculos realizados usando a este estimador. Una vez hecha esta aclaracion en lugar

de p;;, se escribird simplemente p; para denotar a tal estimador.
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El estimador de o, 4 fue propuesto por Hauck y Anderson en [12].

05 es una combinacion de gy y 4 mientras que og es una combinacioén de o3y 4.

2.3. Propiedades asintéticas de las estadisticas de

prueba

En esta seccién se utilizan varios resultados asintéticos (teoremas 32 al 37) cuyos

enunciados se presentan en el apéndice B.

ni

Sea N = nj+ns, en relacién a la hipétesis lim % = ¢ € (0,1) de la proposicién

n1,N2—00

37, un caso muy simple en el que se cumple es, por ejemplo cuando ny = kn; con

ny __ ni _ 1 3 ng _ _1
k € N, entonces 5 = b = 14% Por lo tanto mlrgriooN =17 € (0,1).

En la proposicién siguiente asi como en su prueba se usard la notacién oy =
ni ng -’
Proposiciéon 4 Sean Vi, ..., V,, y Wi, ..., W,,, independientes con distribuciones Fy y

Fy, respectivamente; medias respectivas ji; y s y varianzas finitas respectivas o > 0

y 712 > 0. Sean N = ny +ns, o = \/Z_?—":TZ' Supdngase que lim T = (¢ €

ni,nag—0oo

(0,1) sean {7, } una sucesion consistente de estimadores de o y {T,,} una sucesion

—2 P
. . ~ g T
consistente de estimadores de 7 y o = 1/ —;11 + —;22. FEntonces

V-w

oN ’
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. A\ P > o :
Demostracion. Por hipétesis (0,,,Tn,) — (0,7), también por hipdtesis se tiene

que lim = = (€ (0,1), entonces por el teorema 32

n1,n2—00

2 N 8%11 + ?%LQ 0.2 ,7_2
NUN o ni ng P v + 1_( .
52 22 52 22 - o2 2 1
n1 ng ny + ng T + 1TC

¢ 1-¢ ¢ 1-

ademds

o2 T2 2 2
No2 N(—+—) Gl
oN m_n2) PCTIC

o2 | 12 g2, 12 o2 4 12
¢ Ti% ¢ Ti% ¢ Ti%
as? de las dos expresiones anteriores y el teorema 32 se tiene
2 ~ ~
;VUNz 0.2 0311 + T?lQ
aT"'lT_C N ¢ 1-¢ P
N5? - 2 2 2 —1
—ON_ 5 o 4 T
52, . 72, ON ( 3 + 1_g)
— t1=¢
ademas
2 2
L T
< P
¢ Ti¢ Py
~2 ~2
Inq _|_ Tno
¢ 1-¢

y por el teorema 33 ZX L 1, finalmente de la proposicion 37 y el teorema 3/ se

oN
obtiene
V_W:(Ml_ﬂz) _V_W_(Ml—ﬂz)fN L N(0,1)
ON ON ON
|

Proposicién 5 Sean Vi,...,V,, ~ Ber(p1); Wi,..., Wy, ~ Ber(ps), independientes
ni n2
X1=>Vi Xy =

=1 =1 ni,na2—00

Wi supongase que lim %= (€ (0,1). Entonces

X X
() o

— N(0,1)
\/pl(lfpl) + p2(1—p2)

ni n2



23

: i L
es decir, d_d — N(0,1)
\/ZJ1(1—P1)+p2(1—P2)

ni n2

Demostracion.
Xy ~ Bin(ny,p1), X~ Bin(na,ps)

E m =F [n%] =p; E W} =F [n—YJ = pyy como Var [V;] =pi(1—p1), Var [W;] =
p2(1 — p2) entonces de la proposicién 37 se tiene

X X
L= —(m—p) o

— N(0,1)
\/pl(l—pl) 4 p2(-ps)

ni no

Proposicién 6 Sean Vi,...,V,, ~ Ber(py); Wi,...,W,, ~ Ber(ps2), independientes,

ni n2
X1 =3V, y Xy =3 W, y supongase que lim T =€ (0,1). Entonces
~ :

i i=1 n1,n2—00

1. {6, =p1(1—p1)} y {on, =p1(1 —p1)} son sucesiones consistentes de esti-

_ 3 o~ _ Xl . .
madores de o = pi(1 — py1); donde p; = ooes el estimador de mdrima
verosimilitud de p1 y p1 = % con b un nimero real positivo.

2. {0n, =p2(1—p2)} y {0n, = p2(1l — pa)} son sucesiones consistentes de esti-

madores de T = po(l — p2); donde py = f—j es el estimador de mdrima
verosimilitud de py y pas = éi:;% con b un nimero real positivo.

Demostracion.

1. Que {0,,} es una sucesion consistente de estimadores de T se sigue de los

teoremas 33 y 35 y de que py son estimadores consistentes de py .
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Para probar que {7, } es una sucesion consistente de estimadores de o, por los

teoremas 33 y 35 basta verificar que E [p1] — p1 y Var|pi| — 0. En efecto,

oy ~ n 1—
Ep)|=E [n)f:é’b} = 7:11171;6” — p1 y Var [p1] = Var [n)f:;’b} = ZSiini’g) — 0.

2. Andloga al inciso anterior.

Proposicién 7 Sean Vi, ...,V,, ~ Ber(py); Wi,...,W,, ~ Ber(ps2), independientes,

ni n2
X1 =2 Vi y Xy = > W, y supongamos que lim T = (€ (0,1). Entonces

=1 =1 n1,M2—00
X Xo —
n1 ng _ (pl p2) iN(O,l)
0

para 1 =1,3,4,6.

Demostracién. Inmediata de las tres proposiciones anteriores. m

Observacién 8 Si f(x;n,p) es la funcion masa de probabilidad de una variable

aleatoria X con distribucion B(n,p), entonces

Demostracion. Inmediata. =
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Puesto que para que se cumpla la convergencia asintética, esencialmente se ha
impuesto en términos generales la condiciéon lim —2— = ¢ € (0,1), de aqui en
n1,np—00 M N2

adelante siempre que se trate con resultados asintéticos en relacién a las estadisti-

cas mencionadas, se supondrd que se cumple tal condicién, nétese también que tal

¢

condicién es equivalente a lim M =Fke(0,1)conk=rx.

min(n ng)—oo

De los resultados previos se tiene que las estadisticas de interés, es decir T} para
t=1,...,6 convergen en distribucion a la distribucién normal estdndar.

Se verd ahora el comportamiento asintético de la estadistica de razén de
verosimilitudes generalizada.

Munk et al. [21] demostraron que si h : [0,1] — [0, 1] es creciente y h € CV[0, 1],
entonces bajo las hipétesis del Lema 2 se tiene para ps = ¢(p1) y para cualquier

Vv
solucién 6 , —2In A 2 U ~ 3+ %Fﬁ cuando min(ny, ny) — ooy 2t — k > 0 donde

F 2 denota la funcién de distribucion acumulada de una variable X3

2.4. Pruebas estadisticas y regiones de rechazo

Las pruebas asintéticas para las estadisticas del tipo (2.2) para un nivel de sig-
nificancia nominal « son:

Prueba T; : rechazar [Hy : d > do| en favor de [H, : d < do] (ver 2.1) si y sélo si
T;(z1,72) < —2z, y en consecuencia tienen regiéon de rechazo de la forma Rr, (o) =
{(x1,22) € x : T; (x1,22) < —24} donde z, es el percentil superior v de la distribucién

normal estédndar, es decir, P(Z > z,) = «a; para i = 1,2,3,4,5,6 donde Z es una
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variable aleatoria con distribucién normal estdndar.
Noétese que estas pruebas son consistentes para el caso n = ny = ng ya que si se

denota a d mediante d,,, a 0 mediante 7,, y a cualquiera de estas seis pruebas por W,,,

entonces W, = $=do — do—d 4 d_do _, 5 vy que % tiene distribucién normal
n

- - o
n n n n—oo

esténdar; por lo tanto P(W,, < —z,) —1.

La prueba asintética para la estadistica del tipo (2.3) es:

Prueba 7% : rechazar [Hy :d > dp| en favor de [H, : d < dy] (ver 2.1) si y sélo
si —2InA(xy,22) > x?_,,(1) y en consecuencia tiene regién de rechazo de la forma
Ry () = {(z1,22) € x : —2InA(z1,32) > X3 _,,(1)} donde x3_,,(1) es el percentil
superior 1 — 2« de la distribucién ji-cuadrada con un grado de libertad, es decir,
P(xi > X aa(1)) =1 —2a.

A manera de ilustracion, en las figuras 2.2 y 2.3 se presenta la forma de las regiones

de rechazo para las pruebas T}, T5, T3 y T% para el tamano de muestra 30 y limite de

no inferioridad dy = 0.1 considerando el nivel de significancia nominal o =0.05.

Proposicién 9 Para estadisticas tipo (2.2), el espacio muestral coincide con el es-
pacio muestral licito, es decir, si T es una estadistica del tipo (2.2) y to < 0 si
Ry = {(x1,22) € x : T(x1,29) <to} y By = {(z1,22) € X' : T(x1,22) < tp } son la
region de rechazo y la region de rechazo restringida al espacio muestral licito, respec-
tivamente, entonces Ry = Ry

Demostracién. Por definicién R}, C Rp. Supéngase que Ry — R, # & entonces

existe (z,y) € Ry — R} puesto que (z,y) € Ry entonces =% < 5, ademds, como
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Figura 2.2: Regiones de rechazo para las pruebas 77 y 715 para el tamano de muestra

=0.05.
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Figura 2.3: Regiones de rechazo para las

=0.05.

0.1 y nivel de significancia nominal «

30, limite de no inferioridad dy
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(x,y) ¢ R entonces d > dy por lo tanto ‘7_%1 <0y ‘7_%1 > 0, esto es una contradic-
cién, por lo cual debe ser cierto que Ry — R}, = &, asi se ha probado la igualdad
deseada. m

No obstante, para la estadistica de razén de verosimilitudes generalizada los es-
pacios muestral y muestral licito no coinciden en general, como se ilustra en la figura

24

30 FEEEEFEEEEEEEEEEEEEEE
OO0O0000000000000000000000000000;
O0000000000000000000000000000
El= (= [ [=[s === [=[=[=[s{=[=[=|=[=]=[=]=[=|=[=]=] .
00000000 00000000000000000

25 EEEEE[S[E[S[S[S[S[S[s[S[s[s[s[s[s[s[= =[] ] Reglon de rechazo
COOOOO00O00000000000000
00000000 0000000000000
00000000 000000000000;
OOO0000000000000000

20 [S[E[=[a[s[a[s[s[w[s[a[=[=[=[=[=]s]
OO0O00000000000000
OO00000000000000
SR 2 y

X2 15 EEEEEEEEEEE] = Region de rechazo
DDDDDDDD . .
0000000000 restringida al
ODOoooooo0O|

10 E| espacio muestral
OO00000 |I'CItO

15 20 25 30

x1

Figura 2.4: Regién de rechazo y regién de rechazo restringida al espacio muestral licito
para 17, n = 30, a=0.05 y dy =0.1.

2.5. Correcciones por continuidad

Las pruebas estadisticas que se van a comparar en este trabajo son asintéticas, sin

embargo, la ejecucion de tales pruebas es incierta para muestras moderadas (tamanos
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de muestra < 100). Para ilustrarlo, en las figuras 2.5 a 2.7 se presentan los niveles de
significancia reales (en el capitulo siguiente se dan los detalles acerca de la forma en
que se realizé el célculo de los niveles de significancia reales) para las siete estadisticas
para los limites de no-inferioridad dy = 0.1, 0.15 y 0.2 para el nivel de significancia

nominal o =0.05 considerando disenos balanceados, es decir, con ny = ny = n.

0.25 -
(1] 4
g 0.2 . =
S ’ ™
Y N
& 0.15 - 4\ ’ T3
5 / \\/ NN i
) / ’ \ y - -
g o >/\/> RN ST
2 \\._/\ - - -T6
Z 0,05 YT T S N VR~ I
T7
0 T T T T T T T . .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tamaifo de muestra

Figura 2.5: Niveles de significancia para las estadisticas 7} a 717 para el nivel de
significancia nominal o =0.05 y el lfmite de no-inferioridad de dy =.1 para los tamanos
de muestra n = 10(5)100.

En las figuras 2.5 a 2.7 se aprecia que todas las pruebas estadisticas son liberales, es
decir, siempre exceden el nivel nominal, tres de ellas (T3, T5 y T7) son las mds préximas
al nivel nominal, esto es, son las de mejor comportamiento en este sentido. El uso
de una correccién por continuidad puede ayudar a solucionar esta irregularidad pues
en muchos casos, procedimientos aproximados que usan correccién por continuidad

se transforman en conservadores, es decir, mantienen el nivel de significancia real por
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Figura 2.6: Niveles de significancia para las estadisticas T} a 77 para el nivel de sig-
nificancia nominal o =0.05 y el limite de no-inferioridad de dy =.15 para los tamanos

de muestra n = 10(5)100.
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Figura 2.7: Niveles de significancia para las estadisticas T} a 17 para el nivel de
significancia nominal o =0.05 y el limite de no-inferioridad de dy =.2 para los tamanos

de muestra n = 10(5)100.
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debajo del nivel nominal o. Debido a lo anterior, surge la necesidad de adaptar las
estadisticas mediante la introduccién de correcciones por continuidad.

Con base en lo anterior, se consideré pertinente también incluir en la comparacién
de las pruebas consideradas a las mismas pruebas pero modificadas por correccién por

continuidad, especificamente, se consideraron las siguientes estadisticas de prueba

0,
parat=1,2,3,4,5,6 y 7 =0,1,2,3,4,5, donde las correcciones por continuidad son

1

- 4min(nq, ns)

C() =0 01 02:201

1 1
03 = — +— 042601 052801
2%1 2TL2

para el caso de diseno balanceados, es decir, para n, = ny = n, se tiene

Co = 0 Ci =— Cy =204
O3 = %:401 Cy =60 Cs =80

de donde C; < C;yq parai=0,1,2,3,4.
Hauck y Anderson [12] comentan varias correcciones por continuidad, los autores
en ese articulo recomiendan Cy y Cj las cuales han probado ser adecuadas en la

construccion de intervalos de confianza. Ademés se consideraron también

supL(d; (X1, X3))
S

T7c;j (X1, Xp) = A (X1, Xo) + ¢ = supL(d; (X1, X3))
S}

+C

para j =0,1,2,3,4,5.
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El considerar estos seis factores de correccién por continuidad llevé a ampliar
la comparacién de pruebas a un nimero total de 42, siendo estas Tjc; para i =

1,2,3,4,5,6,7y j =0,1,2,3,4,5.
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Capitulo 3

Niveles de significancia

En este capitulo se realiza el cédlculo de los niveles de significancia de las prue-
bas consideradas en esta tesis. Se presentan varios resultados los cuales permitirdan
calcular mas eficientemente, desde el punto de vista computacional, los niveles de
significancia reales de las pruebas analizadas, esto es de suma importancia en virtud
de que el tiempo de cémputo necesario es considerable.

Por ejemplo, supéngase que se desea calcular el nivel de significancia para la
prueba Tic (con o sin correccién por continuidad) en un experimento balanceado
(independientemente del tamafio de muestra) si no se conocieran los resultados que
se presentaran en este capitulo se tendria que calcular la funcién potencia en todo el
espacio nulo, es decir en p; — py > dy, tomando dy =.2 si considerdsemos incrementos
de .001 deberia evaluarse la funcién de potencia en un total de 321, 201 puntos (p1, p2).

Tomando en consideracion los resultados presentados en [25] estos puntos se reducirian
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a 801, esto corresponde a solamente el .25 % de los puntos originales (py, p2); mientras
que mediante los resultados de este capitulo en este mismo caso se debe evaluar la
funcién de potencia en tan sélo 401 puntos (pi,p2), lo cual representa .12% de la
cantidad original de puntos, es decir, se obtiene un ahorro de 99.8 % de trabajo de

céomputo (puntos donde ha de evaluarse la funcién potencia).

3.1. La funcién de potencia

Recuérdese que la funcién de potencia de la prueba estd dada por

Br(pup) = Y L(p1, o, ) (3.1)

(xl,xg)GRT

donde
nq ni—x no ng—x
L(p1, pa; w1, 72) = ( )pgfl (I—p)™ ™ ( >p§2 (L—p2)™™
T T2
A continuacién se presenta un resultado que facilita la comparacién de las fun-

ciones de potencia de algunas de las estadisticas.

Proposicién 10 Sea A una estadistica y sean T(z,y) = 228 T/(z ) = 2&u)

para un problema de prueba de hipotesis con regiones de rechazo respectivas
RT - {(‘I7y) cX: T(‘I7y> < _Ca}

Ry ={(z,y) € x : T'(z,y) < —ca}

con ¢, > 0 fijo, si 0 < s(x,y) < §'(z,y), entonces R’ C Ry.
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Demostracién. Sea (z,y) € R/ () entonces T"(z,y) < —c¢, por lo tanto A(z,y) <
0; por otra parte, como s(z,y) < s'(x,y) entonces se tiene que m < le) y en

Alz,y
s(z,y) s'(x,y)

VAN
-
=
<

consecuencia T'(z,y) = =T (x,y) < —c, de donde (z,y) € Ry. m

Proposicién 11 Para p;,ps € [0, 1]2; a € (0,1) se tiene que Pr,,, . (p1,p2) <

Br,..(p1,p2)

Demostracion. Se probara el resultado para i = 1.
Sipy, pa € [0, 1]% entonces ; < G4 asi por la proposicién anterior Ry, (a) C Ry, (a)
y de la ecuacion (3.1) se sigue el resultado.

Los otros casos se prueban de forma similar. m

Proposicién 12 Si py,p> € (0,1/2) o p1,p2 € (1/2,1) entonces Pr,,(p1,p2) <

BTlC (pl>p2) para p1,p2 € [07 1]21 o€ (07 1)

Demostracién. Primero nétese que p; < % S Dip < % En efecto,

T; 1 z;+b 1
#Z<§<:>2$Z<n1<:>2$1+2b<n1+2b<:>m<§

~

a) pi = 5 < 5 & 20 <y & i+ 2bay < iz + b & <

zi+b s g
migap < Pi < Dip
y como la funcién z(1 — x) es creciente en (0, 1/2) entonces se tiene que p; (1 — p;) <
pi» (1 — pip) por lo tanto o7 < 73

b) p; = o> % & P > Pip y como la funcién z(1 — z) es decreciente en (1/2,1)
entonces se tiene que p; (1 — p;) < pip (1 — pip) por lo tanto 71 < 73.

Se ha visto que en cualquier caso se tiene o; < 73, de donde por la proposicién

10, Ry, € Ry, en consecuencia se sigue el resultado. m
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3.2. Simplificacion del calculo de los niveles de sig-

nificancia reales

Chan [6] calcul6 el nivel de significancia para la prueba que aqui se ha llamado
Trco tomando el supremo no en todo el espacio nulo (©g) sino calculando el méximo
tnicamente en OF = {(p1,p2) : p1 — p2 = do} el cual es solamente una parte de su
frontera, computacionalmente esto representa una inmensa ventaja; para dar una
idea de la diferencia en tiempo de computo que representa el sélo calcular el nivel
de significancia sobre esta parte de la frontera del espacio nulo, basta mencionar que
el programa que calcula el nivel de significancia con base en todo el espacio nulo
utiliza aproximadamente 450 veces el tiempo de cémputo que se utiliza para calcular
el mismo nivel de significancia pero sélo sobre la parte referida de la frontera del
espacio nulo.

En la presente seccién y a menos que se especifique otra cosa, T' es una estadistica

de prueba para el problema de contrastar las hipétesis

[Ho:p2 < g(p1)] vs [Ha:pa>g(p1)] (3-2)
con g : [0,1] — [0, 1] funcién continua y no decreciente con g # 1. Nétese que esto

incluye funciones como g(p1) = p1 — 0o, g(p1) = p1/6o, g(p1) = m’ estas
funciones corresponden a las medidas de disimilaridad diferencia de proporciones,

razon de proporciones y razén de momios, respectivamente.

Definicién 13 Sea T una prueba estadistica para el problema de prueba de hipdtesis
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en (3.2), con region critica Rr. Se dice que T (o que Ry ) satisface la condicion de
convexidad de Barnard (C) si se cumplen las dos condiciones siguientes:
a) (x,y) € R= (x—1,y) € R para toda 1 <z <n;,0<y<msy

b) (z,y) € R= (x,y+1) € R para toda 0 <x <n;,0 <y<my—1

Rohmel y Mansmann en [25] demostraron el siguiente resultado para pruebas

exactas.
Teorema 14 Sea T una estadistica de prueba para el problema de prueba de hipdtesis

Hoy:p2 < g(p1)vsHy, : p2 > g (p1)

con region de rechazo dada por R = {(x,y) : T(z,y) < T(xo,y0)} y sean

Uy =1{0 = (p1,p2) :p2<g(m)}

a<pr <1,0<avygla)=0sia>0 cong creciente y no intersecta ps = py. Si la

region R satisface la condicion de convexidad de Barnard, entonces el supremo

sup St (p1,p2)
(p1,p2)€¥o

es un mazximo y se alcanza en un punto frontera sobre la curva ps = g (p1) .

Es decir, si W5 = {(p1,p2) : p2 = g (1)}, entonces

nivel de significancia = sup Br (p1, p2) = maxBr (p1, p2)
9ev, 0€¥s

En virtud de que la demostracién del teorema anterior dada por Rohmel y Mans-

mann adolece de algunas formalidades y tiene pequenos errores, seria conveniente
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presentar en este trabajo una demostracion detallada del resultado, no obstante se
prefiere demostrar dos resultados que generalizan el teorema anterior, uno de ellos lo
generaliza a pruebas tanto asintéticas como exactas y el otro lo generaliza a una clase
de regiones de rechazo més amplia que la clase de las regiones criticas que cumplen
la condicién (C).

La condicién (C) es bastante restrictiva por lo que hay una gran cantidad de
ejemplos de regiones criticas que no la cumplen.

En la figura 2.1 se puede apreciar que para la estadistica 77, la regién de rechazo
original no cumple la condicién (C) pero que la regién de rechazo redefinida si la

cumple. Este no es siempre el caso como se ve en el siguiente

Ejemplo 15 En la figura 3.1 puede verse que (3,3) € Ry, NRy, pero (2,3) ¢ Ry, URy,
por lo tanto ni Ry, ni Ry, cumplen la propiedad (a) de la definicion de condicion de
convexidad de Barnard, es decir, ninguna de esas pruebas (equivalentemente regiones
de rechazo) cumple la condicion (C). Puede verse también que Ry, y Ry, tampoco

cumplen la propiedad (b) de la definicion de condicion (C).

Con el ejemplo anterior queda ilustrado que debe tenerse cuidado con la redefini-
cién que se hizo de las estadisticas T} y Ty ya que genera ciertas dificultades para
tamanos de muestra pequenos pues incluso para disenos balanceados a veces no se
cumple la condicién (C). En realidad esto no representa una dificultad para el caso de
pruebas asintoéticas ya que como se menciond, este problema se observa para tamanos

de muestra pequenos.



39
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x2 oT1Co
1 = T4CO
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x1

Figura 3.1: Regiones de rechazo correspondientes a las pruebas T} y Ty para n; =
ne = 3, a =0.05 y dy=0.1

Ejemplo 16 En relacion a la figura 3.2, nétese que (2,0) € Ry, N Ry, pero (2,1) ¢
Ry, U Ry, por tal motivo ni Ry, ni Ry, cumplen la propiedad (b) de la definicion de
condicion de converidad de Barnard, es decir, ninguna de esas pruebas (equivalente-

mente regiones de rechazo) cumple la condicion (C).

Como es natural esperar, se pueden construir innumerables ejemplo de este tipo.

Cuando se desea calcular los niveles de significancia reales para pruebas con re-
giones criticas como las del ejemplo anterior se presenta un problema ya que al no
cumplir la condicién (C) no se tiene un resultado que permita simplificar su cdlculo,
esto es, para calcular el nivel de significancia deberfa calcularse el maximo en todo el
espacio nulo con el consecuente elevado consumo de tiempo de computo.

No obstante, en este trabajo se generaliza el multicitado teorema de Rohmel y
Mansmann a una clase de regiones criticas en la cual quedan incluidas regiones como
las del ejemplo anterior.

Se usard la convencién usual (;L) =0siz<06sixz>n.
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Figura 3.2: Regiones de rechazo para n; = 50, ny = 10, a =0.05 y dy=0.1 para las
pruebas 17 y Tj.

La evaluacién de 0° representa un problema debido a que diferentes enfoques
llegan a diferentes resultados. Béasicamente hay dos acercamientos, el del andlisis
matemsdtico, en el cual se considera 0° como indefinido y el de mateméticas discretas,
naturalmente aqui se adopta la convencién usual de este tltimo enfoque segin el cual
se define 0° = 1.

De aqui en adelante, se usard la notacién descrita a continuacion.

Para x € {0,...,n1} sea R, = {y: (z,y) € Ry}, si R, # &, sea a(x) = min R,;
similarmente, para y € {0,...,ny} sea S, = {z : (z,y) € Rr}, si S, # &, sea b(y) =

max Sy,.

Definicién 17 Las siguientes condiciones (SC1) y (SC2) son llamadas condiciones

de semiconvexidad:
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(SC1) (SC1a) (z,y) € R= (x—1,y) € R para todal < x <ny, 0 <y < ny.
(SC1b) S, # @ = S, # @ para toda y <y < na.
(SC2) (SC2a) (z,y) € R = (z,y+1) € R para toda 0 < x <mny, 0 <y <
ny — 1.

(SC2) R, #+ @ = Ry # & para toda 0 < 2’ < x.

El siguiente resultado caracteriza la condicién de convexidad de Barnard en tér-

minos de las condiciones de semiconvexidad.

Proposicién 18 Ry cumple la condicion (C) si y sdlo si Ry cumple las condiciones

(SC1) y (SC2).

Demostracién. (=) Supéngase que S, # @ y sea 3y con y <y’ < ny, como por
hipétesis se cumple la condicién (C), se tiene que S, C S,/ por lo tanto S,y # @ y
en consecuencia se sigue la propiedad (SC1b).

Similarmente, supéngase que R, # @ y sea ' con 0 < 2/ < x, también por la
condicién (C), se tiene que R, C R, asi R, # @ de donde se sigue la propiedad
(SC2b).

(<) Inmediata. =

Proposiciéon 19 Si Ry # @y cumple alguna de las dos condiciones de semicon-

vezidad (SC1) o (SC2), entonces grad (Br(p1,p2)) # 0V (p1,p2) € OF.
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Demostracién. Supéngase que se cumple la condicién de semiconvexidad (SC1),
entonces por la propiedad (SC1b), existe nj = min{y : S, # @}, por lo tanto por la

propiedad (SCla)

na  b(y)
Br(pr,p) = Y Llpupzsa,y) =Y > fling, p1) f(y;na, p2)

(z,y)eRT y=nj =0
y por la observacién 8 (2)
ny by

0
BTail p2 ZZf y,nQ;pQ nq f(x — 1,”1 — ]_,pl) - f('rynl - ]-7p1>]
1

y=n3 =0

asi

5, : n2
% = —m Y f(yina, p2) f(b(y);m — 1,p1) <0
y=nj

andlogamente, supéngase que se cumple la condicién de semiconvexidad (SC2), en-
tonces por la propiedad (SC2b) existe nf = méx{x : A, # @}, por lo tanto por la

propiedad (SC2a)

nj ng
Br(pi,p) = > Llpupza,y) =Y Y fwing,p)f(y;ne,ps)
(z,y)€RT =0 y=a(x)

y por la observacién 8 (2)

86T P1,P2) Z Z flzyny,p)ne [f(y — Lime — 1,pe) — f(y;na — 1, p2)]

8p2 =0 y=a(z)
asi
8B (1, i
D) 1,3 o) () = i = 1) > 0

por lo tanto se tiene que grad (Br(p1,p2)) #0. =
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En lo que sigue se usard la notacién descrita a continuacion

flz{(p170)3a§p1§170§a§1}

05 ={(p1,p2) €O :p2=g(p1)}

en consecuencia la frontera de ©g = {(p1,p2) € © : p2 < g (p1)} se puede representar

mediante

4
08, = O U (UE)
=1

Los tres resultados siguientes generalizan el teorema de Rohmel y Mansmann a

pruebas tanto exactas como asintéticas, asi como a regiones criticas mdas generales.

Teorema 20 Sean Vo cualquier subconjunto cerrado de ©. Si Ry # @ y satisface

alguna de las condiciones de semiconvezidad (SC1) o (SC2), entonces el supremo

sup  SBr (p1,p2)
(p1,p2)€¥0

es un mdximo y se alcanza en un punto frontera, es decir,

nivel de significancia = sup Br (p1, p2) = max S (p1, pa)
0cT, [USIoA D)



44

Demostracién. Como S (p1,p2) es una funcién continua en el conjunto com-

pacto Wy, por el criterio de la primera derivada para funciones de varias variables y
por la proposicién anterior, ningtin punto en el interior de ¥, (¥§) es un maximo, por

lo tanto el maximo debe alcanzarse en la frontera de ¥q (0¥;). m

El siguiente resultado generaliza el teorema de Rohmel y Mansmann a pruebas

tanto exactas como asintéticas.

Teorema 21 Si Ry # &, entonces se cumplen las afirmaciones siguientes

1. Si Ry satisface la condicion (SC1), entonces el supremo sup [r (p1,ps2) es
(p1,p2)€O0

un mdximo y se alcanza en un punto frontera sobre ©7 = 00) —FLUFUF, =

Oy U Fs, es decir, sup B (p1,p2) = sup  Bp (p1,p2).
(p1,p2)€BG0 (p1,p2)€O]

2. Si Ry satisface la condicion (SC2), entonces el supremo sup [ (p1,p2) €s
(p1,p2)€60

un mdzimo y se alcanza en un punto frontera sobre ©% = 00y — F1 UF,UF; =

Oy U Fy, es decir, sup fBr(p1,p2) = sup Bp (p1,p2)-
(P1,p2)€60 (p1,p2)€O}

Demostracién. 1) Por el teorema anterior, el supremo es un maximo y se alcanza
en 00y, falta demostrar que se alcanza en ©7.

Primero se analiza el comportamiento en F.

Brpupe) = Y fl@np)flyne0) = > flz,n,p)

T(zy) < to T(z,0) < to

= Z f(z,n1,p1)

x €Sp
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Si Sy = &, entonces B (p1,p2) = 0.
Si Sy # &, entonces por la condicién de (SC1) 0 € Sp.
Para determinar donde se alcanza el médximo basta evaluar S, (a,0) y S (1,0).

Sing € Sp, entonces por la propiedad (SCla) Sy = {z : 0 < x < ny} asi 5, (p1,0) =

ni

Zf(xvnbpl) =1 por lo tanto BT (G,O) = BT (170) =1

z=0
!
ny

Sing ¢ Sp, entonces B (p1,0) = Zf(x, ni,p1) con nj < ny por lo tanto se tiene

=0
i
L1

que S (1,0) Zf x,ny, 1) = Z(Z}) 170™~* como n} < ny entonces B, (1,0) =0
=0
y BT (Cl, 0) > 0.
Asi en cualquiera de los dos casos anteriores, el maximo se alcanza en (a,0) €

F3 U O,

A continuacién se analiza el comportamiento en Fy, si Fy #£Q.

Br (pr,p2) = Z f(x.na,p)f(y,m2, 1) = Z f(z,n1,p1)
T(z,y) < to T(z,n2) < to
- Z f(xanhpl)
T €Sn,

Si S, = &, entonces Ry = @.
Si S, # &, entonces por la condicién de (SC1) 0 € S,,.
Para determinar donde se alcanza el méximo basta evaluar 5, (d,1) y B (1,1).

Sing € S,,, entonces por la propiedad (SCla) S,, = {z : 0 <z < ny}asif;(p1,1) =
ni
Zf(x,nl, 1) =1 por lo tanto B4 (d,1) = B (1,1) = 1.
=0
4
Sing ¢ S,,, entonces S (p1,1) = Zf(x, ni,p1) connf < ny por lo tanto se tiene
=0
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n n
que fBr(1,1) = Zf(a:,nl, 1) = Z(Z}) 1#0™~* como n} < ny entonces B, (1,1) =0
=0 =0

y BT (d’ 1) > 0.
Asf en cualquiera de los dos casos anteriores, el méximo se alcanza en (d, 1) € ©5,.
Se ha probado entonces que el méximo buscado se alcanza en ©7.
2) Se prueba de manera similar. =
Desde esta éptica, el teorema de Rohmel y Mansmann generalizado a pruebas
exactas y asintoticas resulta ser una consecuencia directa del teorema anterior como

se ve enseguida.

Corolario 22 Si Ry # @ y satisface la condicion (C), entonces el supremo

sup By (p1,p2)
(p1,p2)€00

es un maximo y se alcanza en un punto frontera sobre ©f es decir,

sup B (p1,p2) = méx By (pr,p2)
(P1,p2)€60 (p1,p2)€0}

Proposicion 23 Sea T una estadistica de prueba con distribucion asintdtica Ar.

Sean Rr y R% las regiones criticas para las pruebas exacta y asintdtica, respectiva-

mente. Si Ry # & entonces R} es la region critica para una prueba evacta.

Demostracién. Sean Ry = Ry(xo,y0) = {(z,y) : T(z,y) < T(xo,90)} v RY =

{(z,y) : T(z,y) < ca} -

Si R4 # @ entonces existe (28, y5) € x tal que

T(xg,yg) = max {T(x,y) D (z,y) € R?} =max{T(z,y) : T(z,y) < ca}
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por lo tanto

Ry = {(z,y) : T(z,y) < ca} = {(2,9) : T(2,y) < T(5,55)} = Rer(ag, y5) ast R
es la regién critica correspondiente a una prueba exacta. m

En la proposicién anterior se demostré que la region critica de toda prueba
asintotica puede representarse como la regién critica de una prueba exacta, en otras
palabras, la clase de las pruebas asintéticas estd contenida en la clase de las pruebas
exactas. Notese que dada una prueba exacta su correspondiente prueba asintética no

necesariamente tiene el mismo tamano.

Teorema 24 Sea T una estadistica de prueba con distribucion asintética Ar. Si las
regiones criticas para las pruebas evacta y asintdtica son respectivamente Ry y R%. Si
Ry (z0,90) cumple la condicion de converidad de BarnardV (xo,10) € X y si Rit # 2,

entonces R4 también cumple la condicion de convexidad de Barnard.

Demostracién. Inmediata de la proposicién anterior. m

Rohmel y Mannsman en [26] demostraron que la regién de rechazo para la prueba
estadistica exacta correspondiente a 75 cumple la condicién de convexidad de Barnard,

es decir,

Teorema 25 La region Ry, cumple la condicion de convexidad de Barnard.

Proposicién 26 Se tiene que 7;(ny — x1,n2 — x3) = 0;(x1,22) parai = 1,3,4,6.
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Demostracion. Se probard el resultado para i = 3.

83(7”61 — 1, N2 — I2)

17’L1—Il+b< nl—I1+b> 1n2—x2+b< TLQ—JIQ—f—b)

nq Tl1+2b n1+2b No n2—|—2b n2+2b
. 1 I1+b 1 ZL’l—l—b 4 1 I2+b 1 I2+b
n n1n1+2b TL1+26 n2n2—|—2b n2+2b
= 03(71,72)

El resultado para i = 1 se obtiene tomando b=0.

Los resultados para ¢ = 4,6 se obtienen en forma andloga. m

Desde un punto de vista computacional es mucho més conveniente poder verificar
que una estadistica dada cumple la condicién de convexidad de Barnard y como se
menciono antes, entonces el cdlculo del nivel de significancia se simplifica mucho pues
se efectia sobre una parte de la frontera del espacio de pardmetros y no sobre todo
el espacio de pardmetros.

Sin embargo, como se ha observado, el verificar que una regién cumple la condicién
de convexidad de Barnard generalmente es bastante complicado debido a dificultades
numeéricas intrinsecas y es una propiedad que hay que verificar cuidadosamente ya
que por ejemplo una prueba tan natural como 77 no la cumple.

Tipicamente se verificard numéricamente que se cumple ya sea la condicién (C)
o alguna de las condiciones (SC1) o (SC2). Si se cumple la condicién (C) entonces
la maximizaciéon numérica puede realizarse sobre la parte de la frontera dada por la

curva solamente; si se cumple alguna de las condiciones (SC1) o (SC2), entonces la
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maximizacién numérica puede realizarse sobre la frontera solamente, en caso contrario,
es decir, si no se cumple ninguna de las condiciones (SC1) y (SC2) ( y en consecuencia
no se cumple la condicién (C)), entonces la maximizacién deberd realizarse sobre todo

el espacio de pardametros.

Definicién 27 Se dice que una region critica R satisface la propiedad de simetria

en la misma cola (SMC) si (x,y) € R=(n—y,n—2x) € R

Proposicion 28 Sin = n; = na, entonces R, cumple la propiedad de simetria en
la misma cola para i =1,3,4,6.

Demostracion. Inmediata de que Tic(n — x3,n — x1) = Tic(x1,22). W

Proposicién 29 Sean ny = ny = n y R(«) una region critica para el problema de
prueba de hipdtesis

[HoidZdo] VS [Haid<d0]

para el nivel de significancia nominal o, si R(«) cumple la condicion (C) y la condi-

cion (SMC), entonces el nivel de significancia estd dado por

ny ng

" , st ny—x na ng—x
o= mix, Y5 (M)t - () 0= nen

p2=p1—do
14d x1=0x2=0
plE[d07 +2 O]

(3.3)

Demostracion. Sea

h(p) = Z Zf(xl, n,p)f(z2,n,p — dO)[[(xl,xg)ER(a)]

x1=0x2=0
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xy = n — x9, h = n — x1, por la propiedad de simetria en la misma cola y como

f(n—x,n,p) = f(z,n,1 — p) se tiene que

hl—p+do) = Y 3 fler,n,1—p+do)f(x2,n,1 =P nsyms1)er(o)

x1=0x2=0
= Z Zf(x’l, n,p)f(zy,n,p— dO)I[(xfl,x/Z)eR(a)]
z =0x,=0
= h(p)
asi
h(1 —=p+do) = h(p) V p € [do, 1] (3.4)
o = sup  Br(p1,p2) = sup Z L(p1, pa; x1, 72)
(p1,p2)€60 (P1.p2)€80 () 2oVeR(a)

= sup Z Zf(xlanapl)f(x%n>p2)l[(xl,xz)€R(a)]

p2<p1 *doaCl —029—0

de donde por el corolario 22

ny n2

ot = max ZZf T, n,P1 f(.TQ,TL b1 — dO) [(z1,z2)ER()]

[do,1
P1€] 07] — 0220

= maix h S o
nax (P1) (21 ,22)€R(a)]

ademds de que 1 —p; +dy € [do, 1+2d°] siy sélosip; € [H—;lo, 1] y de la ecuacién (3.4)

4
o = mix pleﬁé&l]h<pl)[(m,m)éR(a)] pelfaﬁl 1]h'(p1)[(1‘1,332)€R(a)]
i
x ple[do,lxﬂl] (P1)((21,22)€R(a)) ple[ﬁ | (1 = p1 + do) (o1 20)e R ()
\
= max  h(p
plE[doyﬂl] ( )

como se querfa demostrar. m
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3.3. Procedimiento utilizado para calcular los nive-

les de significancia reales

Se us6 el resultado previo para simplificar el célculo de los niveles de significancia
reales, para lo cual se dividi6 al intervalo [0,1] en k subintervalos de igual longitud (A)
y se evalué en cada uno de los valores asi determinados, es decir, en pgi) =dy+1A =
do + Z'H—;lo para ¢ = 0, ..., k, en otras palabras, se evalu6 la funcién de potencia en los
puntos (dy +iA,iA) parai=0,..., k.

El procedimiento utilizado para calcular el nivel de significancia real es el siguiente:

1. Verificar que se cumple la condicién de convexidad de Barnard.

2. Verificar que se cumple la condicién de simetria en la misma cola.

3. Aplicar la férmula (3.3) utilizando los puntos descritos en el parrafo anterior
con un incremento A =.001.

Las verificaciones de las condiciones de convexidad de Barnard y de simetria en
la misma cola se realizaron en forma analitica en los siguientes casos:

La condicién de convexidad de Barnard para 7, (teorema 25).

La condicién de simetria en la misma cola Tic; parai =1,3,4,6 y 7 =0,1,2,3,4,5
(proposicién 28).

En los casos restantes, la verificacién se efectué en forma numérica mediante pro-

gramas de cémputo escritos en el lenguaje de programaciéon S-PLUS.
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3.4. Propiedades asintéticas de los niveles de sig-

nificancia

A continuacién se proporciona un resultado acerca del comportamiento asintético

del nivel de significancia.

Proposiciéon 30 Sea T = % tiene distribucion asintotica normal estdndard

a) Entonces lim o < «
n1,n92—00
lim o =

b) Si R cumple la condicion de convexidad de Barnard (C) entonces
n1,N2—00

< —Ra + %};

SHISWY

< —za—i-%} yB = {(x,y):

SHISWY

Demostracion. a) Sean A = {(x, Y) :

entonces bajo la hipdtesis nula Hy : d > dy se tiene que A C B por lo tanto

d—d
= P(T < —2 |H0):P{ <z, |d2d0}
g

}ZP(A)SP(B)

P {Rechazar Hy | Hy}

d d
P{;<—za+70 | d > dy
g g

d d d—d
P{:<—ZQ+Z}ZP{ — <—Za} - =«
g g o n1,N2—00

en Consecuencia

lim supP {Rechazar Hy | Hy} < «

lim o =
n1,Ng—00 n1,12 907>,



b) Del corolario 22 se tiene que

o = supP{T' < —z, |d>dy} =

53

maxP{T < —z, | d=4dp}
d=do

d>do
[ d—do . fd-d
= méxP — < —2Z, | d=dy p = méxP —— < =2y —— —
d=do g d=dp g ni,ne—00

A continuacién se prueban resultados correspondientes a los anteriores, para la

prueba de razén de verosimilitudes generalizada.

Proposiciéon 31 Para Tx

Im o <a

n1,n2—00

a) Se tiene que

b) Si R cumple la condicién de convexidad de Barnard (C) entonces

Im o=«

ni,ng—00

Demostracion. a) Bajo la hipdtesis nula Hy : d > dy se tiene

P {Rechazar Hy | Hy}

b) Del corolario 22 se tiene que

o = supP{-2InT7 > x7_,,(1)
d>do

; B 2
IC}L%%(P{ 2InT7 > X7 54(1)

P (—21nT7 > X1 oo(1) | HO)

P{-2InT: > xi_,,(1)| d > do }

< P{—2InT:>x;_ (1)} ——— «

n1,N2—00

[ d>do} =mixP{=2InTr > x] 5,(1) | d=do}

'} --—a
ni,ng—00
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3.5. Clasificacion de las pruebas con base en su

nivel de significancia

En la figura 3.3 se exhibe el comportamiento errdtico del nivel de significancia de
la prueba de Blackwelder (T7¢0) asi como de la prueba de razén de veromisimilitudes

(Thco) para el limite de no inferioridad dy =0.1 y a=0.05.

0.23
©
S 0.2
c
1]
L2 0.17
L
'S
% 0.14 —e—T1CO
3 011 e T7CO
T, . | \
E { .o L)

)
0.08 o o 0 ° %
[ o..... 0. o~.... o.o....... () ....... ....... o,
005 T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80 90 100
tamano de muestra

Figura 3.3: Niveles de significancia para las pruebas Ticg y T7co para el limite de
no-inferioridad dy =0.1y a =0.05.

Las 42 pruebas estadisticas consideradas en este trabajo se clasificaron en dos tipos
de acuerdo a los siguientes criterios (ver cuadros 3.4 y 3.5). La clasificacién se hace
con el objeto de tener en un grupo (las pruebas tipo .A) a las pruebas razonablemente
liberales y en el otro grupo (las pruebas tipo B) a las razonablemente conservadoras.

Una prueba es del tipo A si para los tamanos de muestra en el rango 25 < n <

100, al menos 90 % de los correspondientes niveles de significancia reales de la prueba
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caen en el intervalo [0.045,0.055].

Porcentaje de niveles
de significancia reales
d P
0 rueba que caen dentro del
intervalo [.045,.055]
T2C1 97.37
0.1 T5C1 93.42
T7C4 93.42
T2C1 97.37
0.15 T5C1 90.79
0.2 T2C1 94.74
: T5C1 94.74

Cuadro 3.4. Pruebas tipo A.

Una prueba es del tipo B si para los tamanos de muestra en el rango 30 < n < 100,
al menos 90 % de los correspondientes niveles de significancia reales de la prueba caen

en el intervalo [0.04,0.05].

Porcentaje de niveles
de significancia reales
d, | Prueba que caen dentro del
intervalo [.04,.05].

T2C2 98.59
01 | Ts5C2 100.00
T2C2 91.55
0.15 | T5C2 90.14
T2C2 98.59
02 | 7502 95.77

Cuadro 3.5. Pruebas tipo B.
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Capitulo 4

Comparacion de las pruebas

La comparacién de las pruebas se llevé a cabo con base en sus niveles de signifi-
cancia reales y en sus potencias, de la siguiente forma:

1. Se clasificaron las pruebas en dos grupos: de acuerdo a los dos tipos (Ay B) y
se calcularon los porcentajes respectivos (Cuadros 3.4 y 3.5).

2. Para cada tipo de prueba (A y B) y para cada valor de dy (.1,.15,.2) se com-
pararon las potencias de las pruebas tnicamente para aquéllos tamanos de muestra
donde la diferencia méxima entre los niveles de significancia reales resulté menor o
igual que 0.0001 y donde al menos una de las potencias a comparar fuera mayor o
igual que 0.7. La comparacién de las potencias se realiz6 en los puntos (p1,p2) € ©ap,

donde
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o) _ (p1,p2) : p1 = 0.054, py = max(py — do, 0) + 0.055; }
AD =

{ i=0,1,...,20; j tal que py € [mdx(p; — dp,0), 1]
{ (p1,p2) : p1 = 0.05i, pa = max(py — dy, 0) + 0.055; }
1=20,1

4.1. Pruebas tipo A

En el cuadro 4.1 se presentan los niveles de significancia reales para los tamanos
de muestra 25 < n < 100 para los cuales la diferencia maxima fue menor o igual que

0.0001, para las tres pruebas del tipo A cuando el limite de no-inferioridad se tomé

dg :01

diferencia

maxima

30| 0.04618 0.04618 0.04618 0.00000
35| 0.04667 0.04667 0.04666 0.00001
43| 0.04580 0.04580 0.04580 0.00000
72| 0.05242 0.05242 0.05242  0.00000
73| 0.05184 0.05184 0.05184  0.00000
74| 0.05127 0.05127 0.05127  0.00000
75| 0.05069 0.05069 0.05069 0.00000
77| 0.04957 0.04957 0.04957  0.00000
98| 0.05265 0.05265 0.05265 0.00000
99( 0.05201 0.05201 0.05201  0.00000
100 0.05137 0.05137 0.05137  0.00000

n T2C1 T5C1 T7C4

Cuadro 4.1. Niveles de significancia reales para los tamanos de muestra
25 < n < 100 para las tres pruebas del tipo A para el nivel de significancia nominal

a =0.05 y el limite de no-inferioridad dy =0.1.

En el cuadro 4.2 se presenta un resumen de los valores obtenidos para comparar las

potencias en el caso de las tres pruebas del tipo A, para el limite de no inferioridad
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Tamafios de muestra

30 35 43 72 73 74 75 77 98 99 100

Porcentaje de puntos
en O, para los

cuales ﬁrza :/87501 = ﬂﬁm
|ﬂT2(,‘l—ﬁT5(j1| >

Max |ﬂrzc1fﬂr7c4|a (x107)
|Brscr Brrci]

100 90 97 94 90 96 94 92 94 94 96

Cuadro 4.2. Porcentajes de puntos donde se satisface la relacién especificada entre

las funciones de potencia. El porcentaje se calculé con relacién a los puntos en © 4p.

En el cuadro 4.3 se presentan los niveles de significancia reales para los tamanos de

muestra 25 < n < 100 para los cuales la diferencia fue menor o igual que 0.0001, para

las dos pruebas del tipo A cuando el limite de no-inferioridad es dy =0.15.

n T2C1  T5C1

diferencia| n T2C1 T5C1 diferencia

34| 0.05343 0.05343
35| 0.05205 0.05205
36 | 0.05069 0.05069
37 | 0.04937 0.04937
38 | 0.04809 0.04808
39| 0.04683 0.04683
50 | 0.05344 0.05344
51| 0.05193 0.05193
52 | 0.05047 0.05047
53 | 0.04906 0.04906
54 | 0.04769 0.04769
57 | 0.04675 0.04675
63 | 0.05397 0.05397
64 | 0.05245 0.05245
65| 0.05097 0.05097
66 | 0.04954 0.04954

0.00000 | 67| 0.04815 0.04815 0.00000
0.00000 | 68| 0.04681 0.04681 0.00000
0.00000 | 76| 0.05270 0.05270 0.00000
0.00000 | 77| 0.05124 0.05124 0.00000
0.00000 | 78| 0.04982 0.04982 0.00000
0.00000 | 79| 0.04844 0.04844 0.00000
0.00000 | 80| 0.04710 0.04710 0.00000
0.00000 | 82| 0.04770 0.04770 0.00000
0.00000 | 87| 0.05337 0.05337 0.00000
0.00000 | 88| 0.05191 0.05191 0.00000
0.00000 | 89| 0.05050 0.05050 0.00000
0.00000 | 90| 0.04913 0.04913 0.00000
0.00000 | 93| 0.04963 0.04963 0.00000
0.00000 | 98| 0.05330 0.05330 0.00000
0.00000 | 99| 0.05188 0.05188 0.00000
0.00000 ]100] 0.05049 0.05049 0.00000

Cuadro 4.3. Niveles de significancia reales para los tamanos de muestra

25 < n < 100 para las dos pruebas del tipo A para el nivel de significancia nominal

a =0.05 y el limite de no-inferioridad dy =0.15.



59

En este caso (para las dos pruebas del tipo A para el limite de no-inferioridad
dy =0.15), para todos los tamafios de muestra donde se realiz6 la comparacion, las
potencias de las pruebas fueron iguales en el 100 % de los puntos.

En el cuadro 4.4 se presentan los niveles de significancia reales para los tamanos
de muestra 25 < n < 100 para los cuales la diferencia fue menor o igual que 0.0001,

para las dos pruebas del tipo A cuando el limite de no-inferioridad es dy =0.2.

n T2C1 T5C1 diferencia | n T2C1 T5C1 diferencia
26 | 0.0545 0.0545 0.0000 62 ] 0.0523 0.0523 0.0000
27 | 0.0518 0.0518 0.0000 63 ] 0.0498 0.0498 0.0000
28 | 0.0492 0.0492 0.0000 64 ] 0.0475 0.0475 0.0000
30| 0.0445 0.0445 0.0000 69 ] 0.0539 0.0539 0.0000
31| 0.0452 0.0452 0.0000 70| 0.0514 0.0514 0.0000
36| 0.0546 0.0546 0.0000 71] 0.0491 0.0491 0.0000
37| 0.0518 0.0518 0.0000 75| 0.0501 0.0501 0.0000
38| 0.0492 0.0492 0.0000 77 ] 0.0525 0.0525 0.0000
39| 0.0468 0.0468 0.0000 781 0.0502 0.0502 0.0000
42 | 0.0469 0.0469 0.0000 791 0.0480 0.0480 0.0000
45| 0.0543 0.0543 0.0000 841 0.0532 0.0532 0.0000
46| 0.0516 0.0516  0.0000 851 0.0509 0.0509 0.0000
47 | 0.0491 0.0491 0.0000 86 ] 0.0487 0.0487 0.0000
48 | 0.0467 0.0467 0.0000 91 ] 0.0535 0.0535 0.0000
50 | 0.0480 0.0480 0.0000 921 0.0512 0.0512 0.0000
54 | 0.0524 0.0524 0.0000 98 | 0.0535 0.0535 0.0000
55| 0.0499 0.0499 0.0000 [|100] 0.0492 0.0492 0.0000

Cuadro 4.4. Niveles de significancia reales para los tamanos de muestra
25 < n < 100 para las dos pruebas del tipo A para el nivel de significancia nominal

a =0.05 y el limite de no-inferioridad dy =0.2.

En este caso (para las dos pruebas del tipo A para el limite de no-inferioridad dy =0.2),
para todos los tamanos de muestra donde se realizé la comparacién, las potencias de

las pruebas fueron iguales en el 100 % de los puntos.
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4.1.1. Recomendaciones.

Para dy =0.1, las potencias de las tres pruebas son practicamente iguales, para
dy =0.15, las dos pruebas son iguales, también para dy =0.2, las dos pruebas son
iguales. Ademéds como del cuadro 3.4 se tiene que la prueba Tho; es la que tiene el
mayor porcentaje de niveles de significancia reales en el intervalo [0.045,0.055], debido
a lo anterior se considera a Tsc; como la mejor prueba del tipo A.

En la figura 4.5 se presentan los niveles de significancia reales para la prueba Ty

vs tamanos de muestra para los tres diferentes limites de no-inferioridad analizados.

0.06
° [ ]
' °
0.055 -
—e—d0=0.1
0.05 o d0=0.15
--e-- d0=0.20
0.045 -
0.04 T T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.5: Niveles de significancia reales para la prueba T vs. tamanos de

muestra para los diferentes limites de no inferioridad.



4.2. Pruebas tipo B

Para las pruebas tipo B se procedié en forma similar.

En los cuadros 4.6 a 4.8 se presentan los niveles de significancia reales para los
tamanos de muestra 30 < n < 100 para los cuales la diferencia fue menor o igual que

0.0001, para las dos pruebas del tipo B para los limites de no-inferioridad dy =0.1,

0.15 y 0.2, respectivamente.

n T2C2 T5C2 diferencia | n T2C2 T5C2 diferencia
30] 0.04618 0.04618 0.00000 |}50f 0.04411 0.04411 0.00000
31] 0.04636 0.04636 0.00000 |]51] 0.04382 0.04382 0.00000
32] 0.04650 0.04650 0.00000 |]52] 0.04353 0.04353 0.00000
33] 0.04659 0.04659 0.00000 |]53] 0.04323 0.04323 0.00000
34] 0.04665 0.04665 0.00000 |]54| 0.04292 0.04292 0.00000
35] 0.04666 0.04666 0.00000 |]55] 0.04261 0.04261 0.00000
36] 0.04665 0.04665 0.00000 |]56] 0.04229 0.04229 0.00000
37] 0.04660 0.04660 0.00000 |}57] 0.04197 0.04197 0.00000
38] 0.04652 0.04652 0.00000 |]66] 0.04274 0.04274 0.00000
39] 0.04642 0.04642 0.00000 |]78] 0.04901 0.04901 0.00000
40| 0.04630 0.04630 0.00000 |79] 0.04846 0.04846 0.00000
41] 0.04615 0.04615 0.00000 |80] 0.04792 0.04792 0.00000
421 0.04598 0.04598 0.00000 |81] 0.04738 0.04738 0.00000
43] 0.04580 0.04580 0.00000 |82] 0.04684 0.04684 0.00000
441 0.04560 0.04560 0.00000 |83] 0.04631 0.04631 0.00000
45] 0.04538 0.04538 0.00000 |84] 0.04579 0.04579 0.00000
46] 0.04515 0.04515 0.00000 |85] 0.04527 0.04527 0.00000
471 0.04491 0.04491 0.00000 |86] 0.04475 0.04475 0.00000
48] 0.04465 0.04465 0.00000 |87] 0.04424 0.04424 0.00000
491 0.04438 0.04438 0.00000 |88] 0.04374 0.04374 0.00000

Cuadro 4.6: Niveles de significancia reales para los tamanos de muestra

30 < n < 100 para las dos pruebas del tipo B para el nivel de significancia nominal

a =0.05 y el limite de no-inferioridad dy =0.1.




n

T2C2

T5C2 diferencia

n

T2C2

T5C2 diferencia

38
39
40
41
42
43
45
47
54
55
56
57
58

0.04808
0.04683
0.04560
0.04441
0.04324
0.04211
0.03993
0.04100
0.04769
0.04636
0.04507
0.04382
0.04261

0.04808 0.00000
0.04683 0.00000
0.04560 0.00000
0.04441 0.00000
0.04324 0.00000
0.04211  0.00000
0.03993 0.00000
0.04100 0.00000
0.04769 0.00000
0.04636 0.00000
0.04507 0.00000
0.04382 0.00000
0.04261 0.00000

67
68
69
70
71
79
80
81
82
90
91
92

93

0.04815
0.04681
0.04550
0.04424
0.04301
0.04844
0.04710
0.04581
0.04455
0.04913
0.04779
0.04650
0.04524

0.04815 0.00000
0.04681 0.00000
0.04550 0.00000
0.04424 0.00000
0.04301 0.00000
0.04844 0.00000
0.04710 0.00000
0.04581 0.00000
0.04455 0.00000
0.04913 0.00000
0.04779 0.00000
0.04650 0.00000
0.04524 0.00000

62

Cuadro 4.7: Niveles de significancia para los tamanos de muestra 30 < n < 100 para

las dos pruebas del tipo B para el nivel de significancia nominal o =0.05 y el limite

de no-inferioridad dy =0.15.

n T2C2 T5C2 diferencia | n T2C2 T5C2 diferencia
30] 0.04448 0.04448 0.00000 | 71| 0.04912 0.04912 0.00000
31] 0.04231 0.04230 0.00001 | 72| 0.04691 0.04691 0.00000
39] 0.04681 0.04681 0.00000 | 73| 0.04480 0.04480 0.00000
40] 0.04450 0.04450 0.00000 | 79| 0.04799 0.04799 0.00000
41] 0.04231 0.04231 0.00000 | 80| 0.04588 0.04588 0.00000
47] 0.04909 0.04909 0.00000 | 81| 0.04386 0.04386 0.00000
48] 0.04671 0.04671 0.00000 | 86| 0.04868 0.04868 0.00000
49| 0.04445 0.04445 0.00000 | 87 ] 0.04659 0.04659 0.00000
50] 0.04230 0.04230 0.00000 | 88| 0.04458 0.04458 0.00000
56] 0.04757 0.04757 0.00000 | 93| 0.04906 0.04906 0.00000
57] 0.04532 0.04532 0.00000 | 94| 0.04699 0.04699 0.00000
58] 0.04318 0.04318 0.00000 | 95| 0.04502 0.04502 0.00000
64] 0.04754 0.04754 0.00000 | 96| 0.04417 0.04417 0.00000
65] 0.04534 0.04534 0.00000 |100| 0.04918 0.04918 0.00000

Cuadro 4.8: Niveles de significancia reales para los tamanos de muestra

30 < n < 100 para las dos pruebas del tipo B para el nivel de significancia nominal

a =0.05 y el limite de no-inferioridad dy =0.2.
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Para los tres limites de no inferioridad para las pruebas del tipo B, para todos los
tamanos de muestra donde se realizé la comparacién, las pruebas fueron iguales en el

100 % de los puntos.

4.2.1. Recomendaciones.

Como las potencias de las dos pruebas fueron iguales para cada limite de no-
inferioridad ambas son igualmente buenas, sin embargo debido a que para las pruebas
tipo A la prueba recomendada fue de la familia 73, solamente para hacer la recomen-
dacién més facil de aplicar (es decir realizar menos programas de computo), se prefiere
también en este caso una prueba de la familia 75, asf la prueba recomendada en este
caso es Toca.

En la figura 4.26 se presentan los niveles de significancia reales para la prueba Theo

vs tamanos de muestra para los tres diferentes limites de no-inferioridad analizados.
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Figura 4.26: Niveles de significancia reales para la prueba Thoo vs. tamanos de

muestra para los diferentes limites de no inferioridad.
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Capitulo 5

Conclusiones y posibles lineas de

investigacién futuras

De todo lo expuesto a lo largo de esta tesis, se resaltan a continuacién las princi-

pales conclusiones obtenidas.

5.1. Conclusiones

e A partir de la clasificacién de las pruebas en tipos A y B se puede recomendar
de manera clara y teniendo en cuenta a las 42 pruebas analizadas que las mejores
pruebas son, para pruebas tipo A, Tocq mientras que para pruebas tipo B es Tscs.

e En términos generales, las pruebas para las cuales se utilizan como estimadores
de proporciones a los estimadores de méxima verosimilitud restringida bajo la hipéte-

sis nula (75, T5 y T7) son mejores que aquellas que usan a los estimadores de maxima
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verosimilitud (77 y T4) y que las que usan estimadores de méxima verosimilitud
generalizados, es decir los estimadores de Bohning-Viwatwongkasen (T3 y Tg).

e La prueba de T5 es muy utilizada y recomendada en la mayorfa de los articulos
sobre no-inferioridad, aunque no realizan un anélisis detallado y metodolégicamente
correcto como el realizado aquf; sin embargo de acuerdo a los resultados de esta tesis,
no siempre 75 es la mejor, de hecho T nunca es la mejor.

e El presente trabajo contribuye a la realizacién de un anélisis detallado y
metodoldgicamente correcto para la comparacion de pruebas de no inferioridad, me-
diante un procedimiento claro, el cual podria aplicarse a otras pruebas.

e Chen et al. [9] comparan pruebas de no-inferioridad asintéticas para la diferencia
de dos proporciones, en una forma bastante elemental pues analizan el comportamien-
to de los niveles actuales (evaluaciones de la funcién potencia en algunos puntos) y
no de los niveles de significancia reales.

e Se generaliza el muy 1til teorema de Rohmel J. y Mansmann [25] en dos aspectos,
ésto contribuye a llenar un hueco existente en la metodologfa para el cdlculo de
niveles de significancia reales de pruebas de no-inferioridad, sentando con ello las
bases para poder realizar comparaciones de pruebas, incluidas las de Blackwelder y
Hauck-Anderson, para el caso de disefios desbalanceados (dichas comparaciones no se

realizaron en este trabajo).
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5.2. Posibles lineas de investigacién futuras

Las posibles lineas de investigacién que se desprenden de este trabajo.

Comparaciéon de pruebas asintéticas de no-inferioridad para otras medidas de
disimilaridad.

Comparacion de pruebas asintéticas para disenos desbalanceados.

Comparacion de pruebas exactas de no-inferioridad para la diferencia.

Comparacién de pruebas exactas de no-inferioridad considerando otras medidas
de disimilaridad.

Estudiar condiciones duales a (C); (SC1) y (SC2).

Obtencion de resultados tedéricos que permitan simplificar el cdlculo de los niveles
de significancia reales para pruebas de equivalencia o en su defecto, construccién de
contraejemplos.

Comparacion de pruebas de equivalencia exactas y asintéticas.
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Apéndice A

Validacion de los calculos

En este apéndice se presentan algunas comparaciones de los célculos realizados en
este trabajo con los realizados en algunos articulos, esta comparacion se realizé con
el objetivo de corroborar la validacién de los programas de cémputo empleados en
este trabajo para calcular niveles de significancia reales y potencias de las pruebas
evaluadas.

Es conveniente aclarar que Chan [6] evalia la funcién de potencia en algunos
puntos (pi1,p2) para las versiones asintética y exacta de la prueba Theo y también
calcula los niveles de significancia reales de la prueba asintética T, en el cuadro 5.1
se cotejan algunos de los resultados de esta tesis con los resultados presentados por

Chan.



potencia en (p1,p2)

pruebas asintoéticas

potencia en (p1,p2)

nivel de significancia

p1

do

Chan

Tesis

Diferencia

Chan

Tesis

Diferencia

Chan

Tesis

Diferencia

0.95

0.1

35

0.0485

0.048500

0.0000

0.0500

0.049977

0.0000

0.0536

0.053646

0.0000

0.95

0.1

70

0.0498

0.049800

0.0000

0.0448

0.044812

0.0000

0.0536

0.053600

0.0000

0.95

0.2

35

0.0496

0.049600

0.0000

0.0464

0.046425

0.0000

0.0574

0.060524

0.0031

0.8

0.1

100

0.0491

0.050000

0.0009

0.0509

0.050937

0.0000

0.0516

0.057577

0.0060

0.8

0.15

25

0.0456

0.045600

0.0000

0.0520

0.052014

0.0000

0.0673

0.067301

0.0000

0.8

0.15

85

0.0491

0.049100

0.0000

0.0508

0.050826

0.0000

0.0564

0.056414

0.0000

0.6

0.2

90

0.0499

0.049900

0.0000

0.0558

0.055810

0.0000

0.0558

0.055810

0.0000

0.6

0.25

20

0.0484

0.048400

0.0000

0.0505

0.050500

0.0000

0.0591

0.059070

0.0000

0.6

0.25

50

0.0480

0.048000

0.0000

0.0502

0.050249

0.0000

0.0527

0.052714

0.0000

Diferencia maxima

0.0009

0.0000

0.0060
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Cuadro 5.1. Niveles de significancia y potencias de la prueba Ty calculados por

Chan y los calculados en esta tesis.

Es muy importante hacer notar que de acuerdo con el cuadro anterior, en dos oca-

siones el nivel de significancia real obtenido en este trabajo para la prueba asintética

es mayor que el de Chan, esto se debe de manera especifica al hecho de que como

se mencioné arriba, en este trabajo se evalué la funcién de potencia en los puntos

(do +iA,iA) para i = 0, ..., k, donde k es el mimero de subintervalos de igual longi-

tud (A) en que dividimos al intervalo [do, %}, en este trabajo se tomé A =0.001.

Notese que de esta forma el primer punto donde se evalia la funcién potencia es

(dp,0) sin embargo se ha podido corroborar que Chan quita este punto (si en este

trabajo se hiciera lo mismo se obtendria exactamente el mismo valor) y empieza a

evaluar en el que para esta tesis es el segundo punto, es decir, en (dy + A, A), esta

préctica no estd justificada de forma alguna y mucho menos a la luz del teorema 14.
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Chen et al. [9] calcularon los valores de la funcién potencia en algunos puntos
(p1,p2) para los tamanos de muestra n =75, 100, 150 para la prueba Tyoo; di-
chos valores son estimaciones basadas en simulacién, por el contrario, en este trabajo
cuando se calcula la funcién de potencia en algin punto (p;,p2) no se estima por

simulacion sino que se calcula su valor exacto, en el cuadro 5.2 se comparan algunos

de los valores presentados por Chen con los obtenidos en esta tesis. En ninguna parte

de su trabajo, Chen et al. [9] calcularon los niveles de significancia reales.

0.1

0.2

p1

0.5

0.7

0.9

0.5

0.7

0.9

p2

0.4
0.5
0.6
0.6
0.7
0.8
0.8
0.9
0.95
0.3
0.5
0.7
0.5
0.7
0.9
0.7
0.9
0.95

100

150

CTK

0.024
0.231
0.691
0.026
0.271
0.809
0.023
0.478
0.909
0.026
0.716
0.999
0.026
0.771
1.000
0.024
0.970
1.000

Tesis

0.024362
0.231328
0.691426
0.026412
0.271044
0.808994
0.023331
0.477799
0.909058
0.026015
0.716112

0.9991
0.026015
0.770565
0.999993
0.024279
0.970331
0.999788

Diferencia

0.0004
0.0003
0.0004
0.0004
0.0000
0.0000
0.0003
0.0002
0.0001
0.0000
0.0001
0.0001
0.0000
0.0004
0.0000
0.0003
0.0003
0.0002

CTK

0.0270
0.3100
0.8240
0.0250
0.3430
0.9060
0.0250
0.6230
0.9740
0.0250
0.8210
1.0000
0.0250
0.8770
1.0000
0.0250
0.9940
1.0000

Tesis

0.027152
0.310365
0.823532
0.025033
0.343053
0.905702
0.024830
0.623155
0.974401
0.024727
0.820999
0.999947
0.024727
0.876614
1.000000
0.024580
0.994022
0.999995

Diferencia

0.0002
0.0004
0.0005
0.0000
0.0001
0.0003
0.0002
0.0002
0.0004
0.0003
0.0000
0.0001
0.0003
0.0004
0.0000
0.0004
0.0000
0.0000

CTK

0.0270
0.4310
0.9420
0.0250
0.4760
0.9800
0.0250
0.8030
0.9980
0.0250
0.9410
1.0000
0.0250
0.9680
1.0000
0.0240
1.0000

Tesis

0.027371
0.431264
0.942087
0.025338
0.476038
0.980062
0.024687
0.802848
0.998165
0.024595
0.940557
1.000000
0.024595
0.967768
1.000000
0.024372
0.999816
1.000000

Diferencia

0.0004
0.0003
0.0001
0.0003
0.0000
0.0001
0.0003
0.0002
0.0002
0.0004
0.0004
0.0000
0.0004
0.0002
0.0000
0.0004
0.0002
0.0000

Diferencia maxima

[0-0004] [[0.0005

| 0.0004

Cuadro 5.2. Potencia de la prueba Ts¢( calculados por Chan y los calculados en esta

tesis.
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Munk et al. [21] calcularon los valores de la funcién potencia en algunos puntos
(p1,p2) para la prueba Trco para dy =0.1, los valores obtenidos por Munk no son
estimaciones mediante simulacién sino que son los valores exactos al igual que los
que los obtenidos en esta tesis. A continuacién se presenta una comparacién de los
resultados de este trabajo con los de Munk. En ninguna parte de su trabajo, Munk

et al. [21] calcularon los niveles de significancia reales.

p1 P2 | n

Skipka
Tesis
Diferencia

0.2/ 0.1 10| 0.0893| 0.089301| 0.0000
0.2/ 0.1 25| 0.0533|0.053054| 0.0002
0.2/ 0.1 50| 0.0545| 0.054456| 0.0000
0.2/ 0.1/100] 0.0522| 0.052200/ 0.0000
0.2/ 0.1/500] 0.0505| 0.050454| 0.0000
0.5/ 0.4 10| 0.0595| 0.059509| 0.0000
0.5/ 0.4| 25| 0.0446| 0.044593| 0.0000
0.5/ 0.4| 50| 0.0451| 0.045076| 0.0000
0.5/ 0.4/ 100] 0.0505| 0.050506| 0.0000
0.5/ 0.4/500] 0.0518|0.051800| 0.0000
Diferencia maxima 0.0002

Cuadro 5.3. Potencia de la prueba Tycg calculados por Munk y los calculados en

esta tesis.

Las comparaciones exhibidas en los cuadros 5.1 a 5.3 corroboran la validacion de los

programas de computo empleados en este trabajo.
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Apéndice B

Resultados basicos y simbologia

A continuacion se presentan sin demostracion algunos resultados conocidos, las

demostraciones de tales resultados se encuentran establecidas en [13].

Teorema 32 Si A, y B, son dos sucesiones de variables aleatorias las cuales satis-

facen

respectivamente, entonces
A+ B, Batb
Ay—B, Ba—b

A, - B, L oab

A/B, Ba/b, b+0

. . : . P .
Teorema 33 Si Y, es una sucesion de variables aleatorias tales que Y, — ¢, y si f

es una funcion continua en c, entonces f (Yy,) Ly (c)
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Teorema 34 (Slutsky) Si Y, Ly y A, LN a, B, £ b entonces A,+B,Y, Loty

Teorema 35 Una condicion suficiente para que 9, sea un estimador consistente de

g(0) es que tanto el sesgo como la varianza de &, tiendan a cero cuando n — 0o.

Lema 36 S:Y, L Y, a y b son constantes con b # 0, entonces bY,, + a Ly +a

Proposiciéon 37 Sean Vi, ..., V,,, y Wi, ..., W,,, independientes con distribuciones Fy

F, respectivamente; medias respectivas varianzas finitas respectivas oc® > 0
) ’ 1 2

y72>0. Sean N =nq +no, oy = @/z—?—i-;—z. Si lim T=(C¢€ (0,1), entonces

ni,ng—00

V_W_(:ul_:uQ) AN(O 1)

ON

A continuacién se presenta la simbologia utilizada en el trabajo



Simbolo

B(n, p)

f(x7 n7p) ==
(o
Hy:py—p2 > dy

d=pi—p2
do

EMV
EMVR
d= ]/9\1 - ]/9\2
o1

09

O3

04

05

O6

v

D1

Vv Vv

Do =Dy — do
~ z;+b
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Explicacién

Distribucién Binomial con pardmetros n y p.

Funcién de probabilidad de la distribucién binomial con
pardametros ny p

Hipétesis nula

Diferencia de proporciones

Limite de no-inferioridad

Estimador de maxima verosimilitud

Estimador de méaxima verosimilitud restringido

Estimador de la diferencia de proporciones

Estimador de Blackwelder para |/ Var (c?)

Estimador de Farrington-Manning(FM) para 4/ Var <c?>

Estimador de FM-HA para 4 /Var cf)

Estimador de BV-HA para 4/ Var <c/l\>

EMV de p;.
EMVR de p; bajo la hipétesis p; — pa > dy

EMVR de ps bajo la hipétesis p; — pa > dy
Estimador de BV de p;.
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Apéndice C

Programas de computo

En este apéndice se presentan dos programas representativos de los realizados
para los calculos, todos ellos fueron escritos en el lenguaje de programacién S-PLUS.
El lector interesado podrd obtener los demds programas solicitdndolos al autor en la

siguiente direccién electrénica: falmendra@colpos.mx.

C.1. Programa para verificar si una region critica

para la prueba 77 cumple o no la condicién

(C)

#
# Verificacién de la CONDICION DE CONVEXIDAD DE BARNARD
#
CCB_T7U <- function(nl,n2,alfa,d)
{ T7U <- matrix(0,nrow=nl+1,ncol=n2+1)
zalfa <- gnorm(1-alfa,0,1)
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A<-0
i<-0
while (i<nl+1)
{ j<-0
while (j<n2+1)
{ plg <- i/nl
p2g <- j/n2
vc <- dbinom(i,n1,plg)*dbinom(j,n2,p2g)
#print(c(i,j,vc))
rU <- -(i+j+nlx(1+2*d)+n2*(1+d))/(n1+n2)
sU <- (j+i*x(1+2%d)+d*(n2+nl1*(1+d)))/(ni1+n2)
tU <- -(i*d*(1+d))/(n1+n2)
DU <- sqrt(rU~2-3x*sU)/3
EU <- 2xrU~3/27-rUxsU/3+tU
coU <- -EU/(2*DU"3)
if ( coU < -1) coU <- -1
if ( coU > 1) coU <- 1
plr <- 2xDUxcos(1/3*acos(coU)+4*pi/3)-rU/3
p2r <- plr - d
if ( plr < 0 ) pilr <- 0
if (plr > 1) plr <- 1
if (p2r < 0 ) p2r <- 0
if (p2r > 1) p2r <- 1
#print (c(plr,p2r))
vr <- dbinom(i,n1,plr)*dbinom(j,n2,p2r)
T7U[i+1,j+1] <- (vr+A)/vc
Jj <= i1
}
i <- i+l
}
#print (round(Z,4))
# verificacién de la condicién (a)
j <=0
while (j<n2+1)
{ i<-1
while (i<nil+1)
{ if (T7U[i+1,j+1] < -zalfa && s7 != 0)
{ if (T7U[i,j+1] >= -zalfa)
{ print("no se cumple (a)")
print (T7U[i+1, j+1])
}



1 <- i+l
}
j<-i#
}
# verificacién de la condicién (b)
i<-0
while (i<nl+1)
{ j <=0
while (j<n2)
{ if (T7U[i+1,j+1] < -zalfa && s7 != 0)
{ if (T7U[i+1,j+2] >= -zalfa)
{ print("no se cumple (b)")
print (T7U[i+1, j+1])
}
}
Jj <= i1
}
i <= i+l
}

}
for (m in 2:20)
{ for (k in 1:4)
{ CCB_T7U(5*m,5*m, .05, . 05%k)
print (c(5*m, .05, .05%k))

7
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C.2. Programa para determinar los niveles de sig-
nificancia reales para la prueba 7T~ .
#
# CALCULO DE NIVELES DE SIGNIFICANCIA PARA LA ESTADISTICA T7U
#
#
# oo INICIALIZACION ..........
# Maximo nivel de No Inferioridad permitido")
d <- .1
alfa <- .05
# Maximo porcentaje permitido de NS fuera del intervalo (.1
recomendado)
pct <- .3
# tamafio de muestra inicial
ml <- 30
# tamafio de muestra final
m2 <- 30
# con tamafios de muestra multiplos de
mtm <- 1
# numero de particiones del intervalo [0,1]
npar <- 1000

# inicializar indns en 3 para calcular unicamente los NS
indns <- 3

# NOTAS:

# Para calcular en una CC especifica (v. gr. 3), en lugar de

icc in 1:6 poner icc in 3:3

# oo TERMINA INICIALIZACION ..........

nns <- ceiling((m2-mi1+1)*pct)

#Vector de limites inferiores de los intervalos para NS
1ii <- c(.045,.04)

# Vector de limites superiores de los intervalos para NS
1si <- c¢(.055,.05)

for (icc in 1:1)

{

contf <- ¢(0,0,0)

NivSigT7U <- 1:m2

for (w in ml:m2)

{

nl <- mtm*w
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# Vector de correcciones por continuidad
CC <- c(0,1/(4*n1),1/(2%n1),1/n1,3/(2*n1),2/n1)
# Especificacion de disefio Balanceado
n2 <- nl
nr <- 0
SUMA7TU <- 0
i<-0
#
# obtencién del numero de renglones para la matriz
# de la region de rechazo
#
NumReg <- function(nl,n2,alfa,d)
{ while (i < nl+1)
{ j<-0
while (j < n2+1)
{
plg <- i/n1
p2g <- j/n2
vc <- dbinom(i,n1,plg)*dbinom(j,n2,p2g)
rU <- -(i+j+nlx(1+2*d)+n2*(1+d))/(n1+n2)
sU <- (j+i*x(1+2%d)+d*(n2+n1x(1+d)))/(n1+n2)
tU <- -(i*d*(1+d))/(n1+n2)
DU <- sqrt(rU~2-3x*sU)/3
EU <- 2%rU~3/27-rU*sU/3+tU
coU <- -EU/(2*DU"3)
if ( coU < -1) coU <- -1
if ( coU > 1) coU <- 1
plrU <- 2*DUxcos(1/3*acos(coU)+4*pi/3)-rU/3
p2rU <- pirU - d
if ( plrU < 0 ) plrU <- O
if (plrU > 1) pirU <- 1
if ( p2rU < 0 ) p2rU <- O
if (p2rU > 1) p2rU <- 1
vrU <- dbinom(i,nl,plrU)*dbinom(j,n2,p2rU)
T7U <- (vrU)/vc+CCliccl
#print(c(i,j,plrU,p2rU,vrU,vc,lam))
if ( plg-p2g<d && -2*1log(T7U) > qchisq(1-2*alfa,1))

{ nr <- nr + 1
}
j <-j*1

}

i <- i+l
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}
print (nr)
}
# La siguiente instruccion es indispensable
nr <- NumReg(nl,n2,alfa,d)
#
# Obtencion de la matriz de la region de rechazo
#
Matriz <- function(nl,n2,alfa,d)
{ I <- matrix(0,nrow=nr,ncol=2)
cont <- 1
i<-0
while (i<nl+1)
{ j<-0
while (j<n2+1)
{ plg <- i/nl
p2g <- j/n2
vc <- dbinom(i,n1,plg)*dbinom(j,n2,p2g)
rU <- -(i+j+nl*(1+2*d)+n2*(1+d))/(n1+n2)
sU <- (j+i*x(1+2xd)+d* (n2+n1*(1+d)))/(n1+n2)
tU <- -(i*d*(1+d))/(n1+n2)
DU <- sqrt(rU~2-3*sU)/3
EU <- 2*rU~3/27-rUxsU/3+tU
coU <- -EU/(2*DU"3)
if ( coU < -1) coU <- -1
if ( coU > 1) coU <- 1
plrU <- 2*DUxcos(1/3*acos(coU)+4xpi/3)-rU/3
p2rU <- pirU - d
if (pirU < 0 ) pirU <- 0
if (p1rU > 1) pirU <- 1
if ( p2rU < 0 ) p2rU <- O
if (p2rU > 1) p2rU <- 1
vrU <- dbinom(i,nl,plrU)*dbinom(j,n2,p2rU)
T7U <- vrU/vc+CC[icc]
if ( plg-p2g<d && -2%1log(T7U) > qchisq(1-2*alfa,1))
{ I[cont,1] <- i
I[cont,2] <- j
cont <- cont + 1
}
j <- i1
}

i <- i+l
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}
write(I,file="matind1")
}
#
# Las siguientes 2 instrucciones son indispensables
#
Matriz(nl,n2,alfa,d)
mrr <- matrix( scan("matindl"), ncol=2)
print (mrr)
#
# Funcidén de potencia
#
FPT7U <- function(pl,nl,p2,n2,alfa,d)
{ SUMA7U <- 0
i<-1
while (i < nr+1)
{ SUMA7U <- SUMA7U+ dbinom(mrr[i,1],nl1,pl)*
dbinom(mrr[i,2] ,n2,p2)

i<-1i+1
}
print (SUMA7U)
b
#
# Determinacion del nivel de significancia reales
#

if ((nparxd) %, %2==0) rep <- (npar/2)*(1-d)+1
if ((npar*d) %%2==1) rep <- (npar+l-npar*d)/2
# cantidad de NS a calcular
NST7U <- matrix(O,nrow=rep,ncol=rep )
NST7 <- 1:rep
for (i in 1:rep)
# Para NS para T7U poner j in i:i
# Para NS para T7U poner j in 1:i
{ for (j in i: 1)

{ # Monitoreo de resultados
print ("# iteracion muestray fuera de intervalos
tipo CC")
print(c(i," " nl,

round (100*contf [1]/ (m2-m1+1),2),
round (100*contf [2] / (m2-m1+1),2),,icc-1))

NST7U[i,j] <- FPT7U(d+(i-1)/npar,ni, (j-1)/
npar,n2,alfa,d)
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}
if ( NST7U[i,i] > 1si[1] && NST7U[i,i] > 1si[2] &%
indns !'= 3) break
}
print("Nivel de significancia reales Asintotico para la prueba
de No Inferioridad")
NivSigT7U[w] <- max(NST7U)
print (NivSigT7U[w])
if (NivSigT7U[w]l > 1si[1] || NivSigT7U[w]l < 1ii[1]) contf[1]
<- contf[1] + 1
if (NivSigT7U[w] > 1si[2] || NivSigT7U[w] < 1ii[2]) contf [2]
<- contf[2] + 1
if (100-w+contf[1] < nns && 100-w+contf[2] < nns && indns

I= 3) break
if (contf[1] >= nns && indns != 3)
{ print(” ..... NO ACEPTABLE ..... ")

print (Correccion por continuidad")
switch(icc,print(g¢0") ,print(¢l") ,print(g2"),
print(¢3") ,print (¢4") ,print(¢5"))

print (c("Intervalo","[.045,.055]"))

}

if (contf[2] >= nns && indns != 3)

{ print("..... NO ACEPTABLE ..... ")
print (c("prueba","T7"))
print(Correccion por continuidad")
switch(icc,print(g0") ,print(¢l") ,print(g2"),
print (¢3") ,print(¢4") ,print(¢5"))
print(c("Intervalo","[.04,.05]"))

}

if (contf[1] >= nns && contf[2] >= nns && indns != 3) break

}
print (NivSigT7U)
}
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