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MODELACION DE FENOMENOS DINAMICOS COMPLEJOS
MEDIANTE MODELOS DINAMICOS LINEALES DE CAMBIO DE
REGIMEN

Dayna Priscila Saldana Zepeda, Dra.
Colegio de Postgraduados, 2017
RESUMEN

En la practica, el supuesto de que las observaciones en una muestra aleatoria son
idénticamente distribuidas no es adecuado para muchos tipos de fenémenos. Para
relajar este supuesto, se han propuesto mecanismos que permiten la agrupacion
de observaciones similares. Cuando la agrupacion es por medio de la distribu-
cién que se genera las observaciones, el problema se enmarca en un modelo de
mezclas. Los procesos Dirichlet para modelos de mezclas permiten determinar,
simultaneamente, el nimero de distribuciones en la mezcla y los parametros que
las definen.

En series de tiempo, la violacion del supuesto de estacionariedad es frecuente y
natural, debido a su inherente dinamica que les permite evolucionar con el tiem-
po. En algunos casos la evoluciéon que exhiben es simple, y se puede representar
satisfactoriamente por un modelo dindamico lineal. Fenémenos mas complejos, en
los que la dindmica se relaciona con eventos que originan cambios estructurales
en el tiempo, se aproximan mediante sistemas dinamicos lineales de cambio de
régimen (SLDS, por sus siglas en inglés).

En esta tesis se propone un modelo de regresion dinamica que permite saber
cuantas distribuciones diferentes estan presentes, dénde se encuentran, y esti-
mar los parametros que las definen. Adicionalmente, como el modelo de regresién
dindmica incluye covariables, es de interés incorporar seleccién de variables como
un elemento para distinguir entre las distribuciones de las que se generan los da-
tos. Las propuestas son extensiones de los SLDS. El desempeno de los modelos se
examina mediante simulacion, y su utilidad se respalda con problemas practicos.

Palabras clave: procesos Dirichlet jerarquicos, modelos de espacio-estado,
seleccion de variables.
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MODELING COMPLEX DYNAMICAL DATA WITH SWITCHING
DYNAMIC LINEAR MODELS (SDLM)

Dayna Priscila Saldana Zepeda, Dra.
Colegio de Postgraduados, 2017
ABSTRACT

In practical applications, the assumption that observations in a random sample are
identically distributed is not suitable for many phenomena. In order to relax this
assumption, mechanisms have been proposed for clustering similar observations,
such that observations in the same group are similar but different from those in
other groups. When clustering is based on distributions, a mixture of distributions
is more appropriate to model the uncertainty of the generating data process. The
Dirichlet Process Mixture Models (DPMM) are able to simultaneously infer the
number of distributions in the data and learn about the distributions’parameters.

In time series data, the stationarity assumption is violated mostly because their
evolution in time. In some cases, the behavior exhibited by the data is simple
and can be satisfactorily explained by a linear dynamical model. However, more
complex phenomena in which dynamics is related to events that cause structural
changes over time, are well described by the switching linear dynamical systems

(SLDS).

In this thesis, we propose a flexible dynamic regression model to learn about
the number of components in the mixture of distributions, and associate some
events that might be responsable for the changes in distributions. Additionally,
we are interested in incorporating variable selection as an element to distinguish
between the distributions in the mixture. The proposal is an extension of the
SLDS, its performance is evaluated by simulation, and its usefulness is illustrated
by practical applications.

Keywords: Hierarchical Dirichlet processes, state-space models, varia-
ble selection.
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Capitulo 1

Introduccion

El cardcter dindmico de muchos fendmenos en diversos campos de la ciencia, co-
mo en economia y finanzas (Kim, 1994; Carvalho & Lopes, 2007; West, 2013;
Zeng & Wu, 2013; McAlinn & West, 2016), en estudios del movimiento del cuerpo
humano (Bregler, 1997; Pavlovi¢ et al., 2001), y en estudios ambientales (Conrad
Lamon IIT et al., 1998; Huerta et al., 2004; Velasco Cruz et al., 2012), ha motivado
el desarrollo de métodos flexibles para representarlos. Estos métodos se adaptan a
las condiciones del sistema que los origina, y permiten modelar fenémenos en los
que el supuesto de estacionariedad no se sostiene, ya que son capaces de capturar
cambios repentinos experimentados por el sistema como respuesta a modificacio-
nes de algunas caracteristicas que directa o indirectamente pudieran afectarlo. Por
ejemplo, la proliferacién de una enfermedad transmitida por un virus puede tener
cambios debido a las condiciones climaticas, al desarrollo de una nueva vacuna, o a
la implementacién de otros mecanismos para su control; un pais puede sufrir cam-
bios en su economia debido a una recesion, a un evento de impacto nacional (como
para Cuba, la muerte de su presidente Fidel Castro en 2016), o a un evento global
externo (como el que implicé la llegada del presidente Trump en 2017 a Estados
Unidos). Los eventos asociados a estos ejemplos representan los estados (o modos)
del sistema que origina el fenémeno, y la serie de tiempo retrata la evolucién del
fenémeno en cada estado del sistema, que se modelan adecuadamente mediante
un tipo de modelos dinamicos llamado sistemas dindmicos lineales de cambio de
régimen (SLDS) (Ghahramani & Hinton, 1998; Fox et al., 2011a; Barber, 2012).

Los SLDS son una extension de los modelos de Markov ocultos (HMM) (E. &
Petrie, 1966; Rabiner, 1989; Bishop, 2006), en los que en cada modo se asocia un
sistema dinamico lineal (LDS). Aunque la dindmica de muchas series de tiempo en-
contradas en la practica es compleja y generalmente no lineal, se puede aproximar



1. Introduccion

eficientemente mediante cambios entre un conjunto de modos condicionalmente
lineales. La idea bésica de los SLDS es dividir la serie en segmentos (modos), y
modelar cada uno con un modelo dinamico lineal. Explicitamente, un SLDS se
puede representar, siguiendo la definiciéon de Fox et al. (2011a), por el siguiente
modelo jerarquico

Zt2e1 ~ T, (1.1)
B; = A(Zt)ﬁt—l + eEZt) (1~2)
y: = CB; + wy,

donde 2 es la variable oculta del HMM al tiempo t' que representa los modos. Las
ecuaciones (1.2)-(1.3) definen el LDS; 3, es una variable latente (oculta) continua,
comtinmente Gaussiana, y,? es el vector de respuestas, C es una matriz constante
de interceptos, eiz’f) ~ N(0,2¢)) v w, ~ N(0,R); los términos de error se
asumen interna y mutuamente independientes. E1 LDS y el HMM se relacionan
mediante la dependencia de {A®), Egzt)} en z.

El SLDS definido por el sistema (1.1)-(1.3) permite describir la complejidad de
la serie de tiempo mediante un proceso latente HMM que induce agrupamiento
de los parametros que definen la distribucién de 3,; las observaciones se modelan
entonces por medio de la dependencia en 3,, y no dependen directamente de z;.
Para hacer inferencia con este modelo, Fox et al. (2011a) proponen un algoritmo
forward-backward que itera entre el muestreo por bloques (Ishwaran & James,
2001) de la secuencia de modos (variables ocultas del HMM) y la secuencia de es-
tados (variables ocultas del LDS). El muestreo de la secuencia de modos usa una
aproximacién truncada del proceso Dirichlet (Ishwaran & James, 2002; Ishwaran
& Zarepour, 2002), condicionando sobre la secuencia de estados. El muestreo por
bloques de la secuencia de estados se realiza condicionado a la secuencia de mo-
dos, tal como fue propuesto originalmente por Carter & Kohn (1994, 1996). El
algoritmo de Fox et al. (2011a) es un procedimiento Bayesiano no-paramétrico
que permite modelar series de tiempo complejas mediante un conjunto de posi-
bles modelos dinamicos mas simples. El nimero de modelos en el conjunto esta
determinado por el truncamiento del DP; al mismo tiempo, el DP permite relajar
el supuesto de otras metodologias que asumen fijo y conocido el niimero de mo-
delos presentes en la serie (ver por ejemplo Ghahramani & Hinton, 2000; Kotsalis
et al., 2006; Chen et al., 2011).

En esta tesis se presenta una extensién del SLDS de Fox et al. (2011a) en el que
la variable de interés se relaciona directamente con los modos que originan los

'En esta tesis se estudian sistemas de tiempo discreto.
2En general, un sistema dindmico lineal se define para un vector de observaciones; sin em-
bargo, en esta tesis se trabaja con una observacién para cada t.
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cambios dindamicos a través del término de error wy, similar a la dependencia de
los modos sobre los estados. Debido a que se tiene mejor comprension del sistema
en estudio cuando se consideran variables relevantes con influencia en la variable
de interés, se establece un modelo de regresion dindamico que incluye variables
explicativas, o covariables, y no unicamente intercepto, como en el SLDS de Fox
et al. (2011a). La interpretacién de los coeficientes asociados a este modelo es
similar a la de los modelos de regresion clasicos, es decir, cuantifican el efecto que
tienen sobre la variable de interés; pero en un modelo de regresién dinamico el
efecto de una variable sobre otra evoluciona con el tiempo. Esto agrega flexibilidad
al modelo; permite describir relaciones cambiantes entre variables conforme el
tiempo transcurre. E1 SLDS extendido se presenta entonces por el siguiente modelo
jerarquico:

2|z ~ T, (1.4)
B, =AB, | +e (1.5)
y = X8, +wi, (1.6)

donde se asume que wt(zt) ~ N(0,R*)), y, es escalar, y X; es un vector que

incluye intercepto y una o mas covariables al tiempo ¢. Una segunda extensién del
modelo SLDS propuesta en esta tesis consiste en permitir que la variable de interés
dependa de los modos a través del vector de covariables X;. Esta dependencia
se expresa mediante una variable indicadora que senala qué covariables ejercen
un efecto significativo en cada modo. La propuesta se basa en la hipotesis de
que una variable explicativa puede ser relevante para la variable respuesta en
un segmento del tiempo, pero puede no ser significativa en otros segmentos del
tiempo debido, por ejemplo, a eventos no anticipados o no presentes en toda la
serie. Para ilustrar esto, considere la Figura 1.1. La grafica corresponde a una
serie de tiempo de 600 observaciones (linea azul), t = 1,...,600, en la que la
dindamica estd caracterizada por tres modos presentes en intervalos de tiempo de
igual longitud (linea amarilla). En cada modo, las observaciones estan en funcién
de un subconjunto de un conjunto de tres covariables mas el intercepto. En el modo
1, la variable observada depende de la covariable 1; en el modo 2 las tres covariables
ejercen un efecto significativo sobre las observaciones, y la varianza en este modo es
mas grande que en los otros dos; y en el modo 3, las observaciones estan definidas
por el efecto de la segunda covariable. En los tres modos el intercepto esta presente.
La implicacién de las dos extensiones al modelo SLDS es que representan elementos
adicionales para distinguir entre modos; es decir, un modo k esta definido por el
conjunto {A(k), ng), R(k)} y un subconjunto de covariables significativas.
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Figura 1.1: Serie de tiempo con 3 modos

Para hacer inferencia sobre las extensiones propuestas, se muestrean por bloques
las secuencias de modos y estados usando una variante del algoritmo forward-
backward como en Fox et al. (2011a), pero trabajando sobre un modelo marginal
de los estados para muestrar la secuencia de modos.

1.1. Organizacién y resumen capitular de la tesis

La tesis estd organizada por capitulos; los capitulos 2 y 3 describen los funda-
mentos teodricos sobre los que se basan las contribuciones, desarrolladas en los
capitulos 4 y 5. En cada uno se presentan ejemplos con datos simulados y da-
tos reales. El objetivo es clarificar las metodologias expuestas y emplearlas en
aplicaciones practicas. Los ejemplos con datos reales tienen justificacién tedrica o
empirica, y las contribuciones son resultado del interés por hacer aportaciones a
la estadistica aplicada. Los lectores con bases suficientemente sélidas en procesos
Dirichlet y modelos dinamicos pueden obviar la lectura de los capitulos 2 y 3, y
concentrarse directamente en las aportaciones presentadas a partir del capitulo 4.
Las conclusiones generales se exponen en el tltimo capitulo. Debido a la limitante
de tiempo para cubrir un objetivo mas ambicioso en la investigacion, y a que todo
trabajo puede ser mejorable o extendible, se incluye también en ese capitulo una
discusion sobre el trabajo futuro derivado de los resultados de la investigacion.

En esta seccién se presenta una breve descripcion del contenido de cada capitulo,
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con el fin de dar una apreciacién preliminar de la aportaciéon de cada uno hacia
los objetivos y principales contribuciones de la tesis.

1.1.1. Resumen: Métodos Bayesianos No-paramétricos

En la practica es comin encontrar datos para los que no es adecuado suponer
que una unica distribucién o modelo sea suficiente para describirlos o caracteri-
zarlos. Para este problema, las mezclas de distribuciones paramétricas son de mas
utilidad. Tipicamente, la estimacion de los parametros de las distribuciones que
definen los componentes de la mezcla y las probabilidades de pertenencia a cada
componente, se realiza siempre y cuando el nimero de componentes de mezcla
sea conocido. En un contexto de modelos Bayesianos no paramétricos, los mode-
los de mezclas basados en el proceso Dirichlet como distribucién a priori sobre los
pardmetros, se conocen como proceso Dirichlet para modelos de mezclas (DPMM).
El DPMM permite encontrar, simultaneamente, el nimero de los componentes en
la mezcla y los parametros que los definen.

El capitulo comienza motivando un problema de mezclas de distribuciones. La
seccion 2.2 describe a la distribucién Dirichlet como introduccién al proceso Diri-
chlet, que se presenta en la seccion 2.3. Las propiedades de agrupaciéon inducidas
por los procesos Dirichlet se han explotado en muchas aplicaciones de modelos de
mezclas. Los DPMM se ilustran en la seccién 2.4 mediante tres algoritmos cono-
cidos para estimar estos modelos. Una extensién del proceso Dirichlet, conocido
como proceso Dirichlet jerarquico (HDP) se trata en la seccién 2.5. El HDP in-
volucra datos agrupados, en donde cada observacion dentro de un grupo se toma
de un modelo de mezclas, y se permite que los grupos compartan componentes
de mezclas. En el Capitulo 4, el HDP se usa como a priori para un modelo de
Markov oculto de manera similar a la construcciéon del DPMM.

1.1.2. Resumen: Modelos lineales dinamicos

Los modelos dinamicos describen el comportamiento de un sistema cambiante
en el tiempo. La representacién de estos modelos en la forma espacio-estado es
de gran utilidad para modelar las observaciones. De manera particular, los sis-
temas dindmicos lineales (LDS) en la forma espacio-estado son consistentes con
los modelos de regresion dinamica, es decir, con los modelos de regresion en los
que los coeficientes asociados a las variables independientes varian con el tiem-
po. Los HMM vy los LDS son los dos tipos méas importantes de los modelos de
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espacio-estado; en el primero, la dinamica se describe en términos de transiciones
de una variable aleatoria discreta, mientras que en el iltimo la variable aleatoria
es continua tipo Gaussiana.

La seccion 3.2 presenta la definicién de cadenas de Markov, que son los modelos de
Markov mas simples. En la seccion 3.3 se discuten los modelos de espacio-estado
HMM vy los LDS, incluyendo ilustraciones del algoritmo iterativo conocido co-
mo forward-backward, utilizada para inferencia acerca de los estados del sistema;
ademads, se presenta una discusién sobre la habilidad de los LDS para incorpo-
rar parametros desconocidos, y la implicacion que tienen en la estimacion de los
estados.

1.1.3. Resumen: SLDS para problemas de regresion

Muchos fenémenos complejos no se pueden describir adecuadamente por un solo
LDS; sin embargo, se pueden aproximar mediante cambios de modelos que pueden
ocurrir como respuesta a modificaciones de las condiciones del sistema. Cuando
esos cambios se modelan con base en una variable latente que sigue un HMM de
tiempo discreto, el modelo que resulta es un SLDS. La seccion 4.2 introduce los
SLDS; la seccion 4.3 define al HDP como a priori para el HMM, y una extensién
del modelo, conocida como sticky HDP-HMM, que introduce un parametro para
incrementar la probabilidad de permanecer en un mismo estado. La seccion 4.4
generaliza el SLDS para problemas de regresion; el objetivo es modelar series de
tiempo con dinamicas complejas, relacionandolas a variables explicativas. Para
evaluar el desempeno en ajuste del modelo, se realiza un estudio de simulacion.
Adicionalmente, se examinan dos conjuntos de datos reales: (1) el modelo detecta
cambios de modo en la serie diaria del tipo de cambio en México, en el periodo
01/01/1970-11/05/2016, coincidentes con una serie de eventos asociados a perio-
dos de crisis; (2) se ajusta un modelo de regresion de los niveles de ozono en la
Cd. de México con la temperatura como covariable.

Cuando se hace andlisis de regresion, se parte del supuesto de que las covariables
estan causalmente relacionadas con la variable respuesta; de otro modo, si la
dependencia entre variables no tiene sentido o interpretacién, pero se obtienen
relaciones significativas, entonces se dice que se ha producido una relacion espuria.
La seccion 4.5 estd dedicada al tema de regresion espuria y cointegracion. La
seccién concluye con un estudio de caso que explora los efectos de la inflacién
y el crédito privado en el crecimiento econémico de México. Los resultados se
comparan con los obtenidos en un estudio basado en un modelo de correccion de
error.



1.1. Organizacién y resumen capitular de la tesis

1.1.4. Resumen: Seleccién de variables en SLDS

Cuando se especifica un modelo de regresion, es comun incorporar variables ex-
plicativas que se presupone contribuyen en la descripcion de la variable de interés
o respuesta. Cuando el conjunto de posibles variables a incluir como covariables
es muy grande, es deseable que el modelo recurra al principio de parsimonia,
que sugiere que la explicaciéon completa mas simple es preferible. Los métodos
de seleccién de variables ofrecen alternativas cuando no se tiene una justificacién
contundente a priori sobre qué variables deben ser incluidas.

En los SLDS, la seleccién de variables es incorporada a los diferentes modos
dinamicos, de manera que representen mas adecuadamente los cambios que el
fenémeno exhibe. La idea central es que una variable es relevante en el modelo
dada su interaccién con algin evento presente en un periodo, pero no necesaria-
mente es significativa cuando tal evento no esta presente.

En la seccion 5.2 se adapta el método de seleccion de variables de Kuo & Mallick
(1998) en cada modo para el modelo de regresién SLDS. El método de seleccién
de variables en forma general hace cero los componentes del vector de estados
asociados a las covariables que no sean significativas por modo. En la seccién
5.3 se evalia el desempeno en ajuste de la propuesta mediante un estudio de
simulacion.

1.1.5. Resumen: Conclusiones y trabajo futuro

El capitulo resume los contenidos y principales resultados de la tesis. Cabe senalar
que hasta ahora, la investigacién estd enfocada al ajuste del modelo, por lo que en
este capitulo se incluye una breve direccion sobre dos posibles tépicos pendientes
para futura investigacion: prediccion y un estudio de como controlar sobreajuste
si estuviera presente.



Capitulo 2

Métodos Bayesianos
No-paramétricos

2.1. Introduccion

Considere los datos presentados en la Figura 2.1. Las observaciones en (a) co-
rresponden a los tiempos de espera (en minutos) entre erupciones sucesivas del
géiser Old Faithful en el Parque Nacional de Yellowstone en Wyoming, USA. La
densidad en (b) se estimé usando estimacién no paramétrica de densidades (Sil-
verman, 1986) implementada en la funcién density del paquete estadistico R (R
Core-Team, 2016). Como se puede observar, las graficas dan fuerte evidencia de
que la distribucién de estos datos es bimodal, y sugieren que las observaciones
se pueden dividir en grupos (clusters), segin la distribucién de la cual fueron
generadas.

En la practica, es comtn encontrar estructuras de datos similares a las de la Figu-
ra 2.1, en las que no es adecuado suponer que todas las observaciones provienen
de la misma distribuciéon de probabilidad, es decir, que son idénticamente distri-
buidas. Por el contrario, se identifican grupos de observaciones homogéneas, tal
que pertenecen a un mismo grupo si son tomadas de la misma distribucién. En al-
gunos casos, el conjunto de datos podria reflejar una agrupacién facil de encontrar
mediante examen visual. En otros, la estructura de los datos es més compleja, y
la agrupacion no es tan evidente o facil, o se requiere discriminar entre todas las
caracteristicas presentes en los datos, aquellas que son importantes para definir los
clusters. Resulta entonces de gran interés contar con procedimientos que permitan
encontrar de manera eficiente la agrupacién a la que obedecen.
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Figura 2.1: Tiempos de espera entre erupciones sucesivas del géiser Old Faithful

Motivados por el ejemplo anterior, se parte de un conjunto de observaciones que
no estan totalmente caracterizadas por una tnica distribucién o modelo, si no
que varias distribuciones explican mejor el mecanismo aleatorio que las genera.
Sin embargo, no se conoce de antemano cuantas de tales distribuciones, ni los
parametros que las definen, estan presentes en los datos. La pregunta es entonces:
Qué hacer?



2.2. Caracterizacion de la distribucion Dirichlet

Modelos Bayesianos no paramétricos, tales como procesos Dirichlet para modelos
de mezclas (DPMM), permiten encontrar, simultdneamente, el nimero de compo-
nentes en la mezcla, es decir, el niimero de distribuciones presentes en los datos, y
la estimacién de sus parametros. Esta caracteristica es la que los distingue de otros
métodos de clasificaciéon en los que se conoce a priori el nimero de componentes
o se usan etiquetas de clase a priori para identificar a las observaciones.

El objetivo de este capitulo es hacer una breve revision del proceso Dirichlet como
un método Bayesiano no paramétrico para modelos de mezclas. En la seccién
2.2 se define y caracteriza a la distribucién Dirichlet; la seccién 2.3 presenta una
descripcion del proceso Dirichlet, que puede ser entendido como una generalizacién
de la distribucion Dirichlet, y se incluyen ademéas dos métodos de representacién:
proceso de restaurant Chino y stick-breaking; la seccién 2.4 usa al proceso Dirichlet
como a priori para los parametros de los componentes de un modelo de mezclas, el
resultado se denomina modelo de mezclas proceso Dirichlet. Tres algoritmos para
estimar estos modelos se describen también en esta seccion; una extensién del
proceso Dirichlet a dos niveles, llamado proceso Dirichlet jerarquico, se describe
brevemente en la seccién 2.5. La seccion 2.6 presenta conclusiones del capitulo.

2.2. Caracterizacion de la distribucion Dirichlet

La distribucion Dirichlet es una familia de distribuciones de probabilidad conti-
nuas multivariada, parametrizada en Ferguson (1973) por a, un vector de valores
de reales no negativos. Esta distribuciéon es la generalizacion multivariada de la
distribucién beta y, por sus caracteristicas, es frecuentemente utilizada en el con-
texto Bayesiano como a priori conjugada para los pardametros de la distribucion
multinomial.

Sea (Y1, ..., Yy) un vector aleatorio tal que

k
Y, =2/ Zi, j=12...k
i=1

donde Z1, Z,, . .., Zj son v.a. independientes con distribucién Gamma, Z; ~ Ga(«;, 1),
con parametro de forma «; > 0 para todo j,y o; > O para algin j, 7 = 1,2,...,k.
Entonces, el vector (Y7, ..., Y%) tiene distribucién Dirichlet (Ferguson, 1973). Esta
definicién permite a algunas de las variables ser degeneradas en cero, es decir, si
algin a; = 0, entonces Z; y Y; correspondientes son degeneradas en cero.
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De la definicién es facil ver que Y; +--- + Y, = 1, y que cada Y; es Beta: Y, ~
Be(ay, (E’f a;)—a;). Por ejemplo, para k = 2:Y) ~ Be(ay, an) y Ya ~ Be(ag, o), 0
bien, Yo = 1—Y; ~ Be(ag, a;) por la propiedad de imagen espejo de la distribucién
Beta. Se sigue que (Yo=1-Y;)+Y; = 1.

La densidad Dirichlet estd dada por:

f(yh---,yk—llal;---,ak) =

T ap + -+ oy k-1 a1 k—1 ap—1
1“((041)...1“(0%)) (Hyj ) (1 - ;y]) Is(yr, - yr_1) (2.1)

j=1

donde:

El soporte de la distribucion es el conjunto k—dimensional, cuyos valores para
cada y; son numeros reales en el intervalo (0, 1); estos pueden ser vistos como las
probabilidades de un evento categérico (con k categorias). Dicho de otro modo,
el dominio de la distribucién Dirichlet es por si mismo un conjunto de distribu-
ciones de probabilidad, por lo que comuinmente es llamada una distribucion de
distribuciones.

Ejemplo. Considere un conjunto de N dados comunes. Cada dado puede ser
visto como una pmf; para muestrear la pmf se lanza el dado y se obtiene un
nimero del uno al seis. Suponga ahora que los N dados se meten en una bolsa.
La bolsa con los dados es un ejemplo de una pmf con distribuciéon Dirichlet,
esto es, un conjunto de pmfs. Para muestrear de esta pmf, se saca de la bolsa
un dado, es decir, se toma una pmf. El dado extraido es una realizacion de la
distribucién Dirichlet.

En adelante, se denotard a la distribucién Dirichlet de pardmetro v como Dir(ev).

La Figura 2.2 ilustra a la distribucion Dirichlet, para k& = 3, con varios valores
del parametro de concentracion a. De las graficas se puede notar que cuando
a = (¢, ¢, c) para algin ¢ > 0, la densidad es simétrica sobre la pmf uniforme.
El caso especial @ = (1,1,1) en (a), es la distribucién uniforme sobre el simplex.
Cuando 0 < ¢ < 1 como en (b), la densidad se concentra casi en los vertices
del simplex, es decir, pequenos valores del parametro de concentracién favorece
valores extremos de la distribucién. Si ¢ > 1 como en (c), la densidad se concentra
en el centro del simplex. Finalmente, si & no es un vector constante como ocurre
en (d), la densidad no es simétrica.

11
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(c) (d)
Figura 2.2: Distribucién Dirichlet, k = 3 y distintos valores de a, (a): Dir(1,1, 1),
(b): Dir(0.1,0.1,0.1), (c): Dir(10, 10, 10), (d): Dir(1, 10, 30)
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2.2.1. Propiedades
Propiedad de agregaciéon

La distribucién Dirichlet tiene una propiedad ttil del tipo fractal, tal que si se
particiona el espacio muestral, la distribucion conjunta de sumas de los elementos
de la particién es también una distribucién Dirichlet sobre el nuevo conjunto de
eventos (Frigyik et al., 2010).

Ejemplo. Considere una distribucién Dirichlet sobre dados de seis caras con
o € RY. Suponga que se desea conocer la probabilidad de obtener un nimero
impar versus la probabilidad de obtener un nimero par. Por la propiedad de
agregacion, la distribucion Dirichlet sobre las seis caras de dados produce una
distribucién Dirichlet sobre el espacio muestral formado por dos eventos, pares
e impares, con parametro (a; + ag + a5, e + oy + o).

De manera formal, la propiedad se enuncia de la siguiente manera:

Si (Y1,...,Ys) ~ Dir(ay,...,ax) y r1,...,7 son enteros tal que 0 < 7 < -+ <
r; = k, entonces

TZlY%T‘ZQYL?iY; ~ Dir rzlaiarzgaia"'7zai
1

r1+1 r—1+1 1 r1+1 r—1+1

Es facil notar que la propiedad se sigue directamente de la definicién de la dis-
tribucion Dirichlet y de la propiedad aditiva de la distribuciéon gamma, por ejem-
plo: si Z1 ~ Ga(ay, 1), Zy ~ G(ag, 1), y si Z1, Zs son independientes, entonces
Zl + ZQ ~ GCL(OQ + o, 1)

A priori conjugada

Otra caracteristica de la distribuciéon Dirichlet es que es una a priori conjugada
para los parametros de la distribucion multinomial. Esto es, si la distribucion a
priori de (Y1,...,Ys) ~ Dir(aq,...,ax) y si

P{X =jY1,...,Y,} =Y, paraj=1,... k

13
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entonces la distribucién a posteriori [Y7, ..., Yi|X = j]es Dir(agj), . ,a,(cj)), donde
— sii # j
=a; +1 sit =7

Un caso particular se tiene cuando se asume una distribucion beta como a priori
para la probabilidad de éxito en la distribuciéon binomial. Una propiedad similar
caracteriza al proceso Dirichlet descrito en la siguiente seccion.

Ejemplo. Considere k£ = 2:

P{X = jIVi,Ya} = Y paraj = 1,2
P{Y1,Y5|X = j} o< P{X = j|Y1,Y2} - P{Y1, Y3}
o gy A — )

Si j = 1, la dltima expresion es {7 (1 — 3,)°271 que es el Kernel de
Dir(ag + 1, a9), y si j = 2, entonces ylal_l)(l — 1)@= esto es, el Kernel
de Dir(ay, as + 1).

Intuitivamente, o representa el nimero de observaciones que ya han sido ob-
tenidas en cada categoria.

Momentos

La distribucion se caracteriza por las siguientes expresiones que definen los mo-
mentos:

ElY;| =ai/a
E[Y?] =a;(co; +1)/afa + 1)

7

E[Y}Y;] =oia;/ala+1),

donde a = ) «;. Estas expresiones son facilmente verificables cuando k = 2, en
donde la distribucién Dirichlet se reduce a una distribucién Beta, Be(aq, o).

Una revisién mas extensa de la distribucién Dirichlet se presenta en Frigyik et al.
(2010), e incluye ademds algoritmos para muestrear de la distribucién basados en
urna de Pdlya (Blackwell & MacQueen, 1973), stick-breaking, y en transformacién
de variables aleatorias Gamma. El paquete estadistico R (R Core-Team, 2016)
incluye varias librerias de funciones para muestrear de la distribucién, por ejemplo

MCMCpack (Martin et al., 2017) y gtools (Warnes et al., 2015).
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2.3. El proceso Dirichlet

La distribucién Dirichlet es limitada en el sentido de que asume un conjunto finito
de eventos. En el contexto del ejemplo de la seccion anterior, esto significa que cada
dado tiene un nimero finito de caras. En cambio, el proceso Dirichlet (DP, por sus
siglas en inglés) permite trabajar con un conjunto infinito de eventos, y por tanto,
modelar la distribucién de probabilidad sobre un espacio muestral méds amplio
(infinito). El DP puede ser entendido como una generalizacién de la distribucién
Dirichlet. La distribucion Dirichlet es una distribucion de distribuciones, mientras
que el DP es una distribucién sobre medidas de probabilidad (Antoniak, 1974).

El DP fue formalmente descrito por Ferguson (1973) como una conveniente dis-
tribucion a priori para problemas noparamétricos. La utilidad radica en que posee
dos propiedades deseables:

I El soporte de la distribucion a priori es grande.

IT La distribucién a posteriori, dada una muestra de observaciones de la ver-
dadera distribucién de probabilidad, es analiticamente tratable.

Sin embargo, el conjunto de todas las distribuciones de probabilidad sobre un
espacio muestral infinito no es facilmente manejable. Para tratar con esto, el pro-
ceso Dirichlet restringe la clase de distribuciones bajo consideracion al conjunto de
distribuciones de probabilidad discretas sobre el espacio muestral infinito, escritas
como una suma infinita de funciones indicadoras ponderadas.

2.3.1. Definicidén teodrica

Considere a (X, .A) un espacio medible, donde X" es un espacio y A un o—4&lgebra
de conjuntos en X. Sea & = aGy una medida finita no nula en (X, A). Entonces,
un proceso estocastico G, indexado por elementos A de A, es un proceso Dirichlet
en (X, A) con pardmetro & si para cualquier particién medible (A, ..., Ay) de X,
el vector aleatorio (G(Ay),...,G(Ag)) tiene distribucién Dirichlet con pardmetro
(@(A1),...,a(Ax)) (Ferguson, 1973), o equivalentemente (aGo(A;), ..., aGo(Ax))
(Rodriguez, 2007). G es una medida de probabilidad aleatoria en (X,.A), G(0) es
degenerada en cero, G(X) es degenerada en 1, y G(A) toma valores sélo en [0, 1]
(Ferguson, 1973).
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2.3. El proceso Dirichlet

El uso de a y G en la definicién es conveniente por el rol que estos parametros
tienen en describir el DP. Gy es el centro del DP, tal que E[G(A)] = Go(A).
Comunmente es llamada medida (o distribucién) base. a es un pardmetro de
concentracion: para a grande hay poca variabilidad en las realizaciones del DP, es
decir, entre mas grande sea «, mas cercano se espera G de Gy. Cuando el DP se usa
como una a priori sobre distribuciones en un modelo Bayesiano no paramétrico,
G y Gq son funciones de distribucién en X.

Una definicién alternativa: el DP, con probabilidad uno, es una medida de proba-
bilidad discreta en (X, .A). La idea bésica es que, asi como la distribucién Dirichlet
es definida como la distribucién conjunta de variables aleatorias gamma indepen-
dientes divididas por la suma, el DP es definido como la suma de un proceso
gamma con incrementos independientes divididos por la suma. Es decir, se define
la medida de probabilidad aleatoria G en (X, .4) como

G(A) = w;dy,(A) (2.2)
j=1
donde w; > 0, >~ " w; = 1 con probabilidad uno, y 01,6, ... es una secuencia de

v.a. iid con valores en X. Las w; son construidas tal que
w; = Ji/ %

donde Z, = > 1" J;, Z1 € Gam(a, 1). La distribucién de las J; define un proceso
gamma con incrementos independientes (ver Ferguson, 1973 para mas detalles
sobre esta definicion).

Una definicién més explicita del DP, semejante a la de la Ec. (2.2), pero donde
los pesos w; son construidos por un proceso stick breaking, caracterizado mas ade-
lante, es dada por Sethuraman (1994). De manera breve, la definicién se establece
considerando dos variables aleatorias independientes, V; ~ Beta(1l,a) y v} ~ Gy,
para i = {1,2,---}, tales que:

G=> m(v)i,. (2.3)

Esta representacién del DP hace claro que G es discreta (con probabilidad uno);
el soporte de G consiste de un conjunto infinito contable de atomos, tomados
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2.3. El proceso Dirichlet

independiente de Gy. Las proporciones de mezcla m;(v) son dadas quebrando su-
cesivamente un stick de medida uno, en un nimero infinito de piezas. El tamano
de cada pieza, proporcional al resto del stick, se toma de una distribucién Be(1, ).

Otra caracterizacién del DP puede consultarse en Ishwaran & Zarepour (2002),
quienes proponen una representacion de suma finita Dirichlet que aproxima al
DP, considerando la construccién mediante procesos gamma de Ferguson (1973)
y la representacién stick-breaking de Sethuraman (1994).

En lo sucesivo se usard DP(«,Gy) para referir a un proceso Dirichlet con para-
metros o y G ya definidos.

2.3.2. Propiedades

Parametros de la distribucién

El DP es parametrizado por « (el pardmetro de concentracién), y una medida base
o distribucién base, Gy, que es la media de la distribucién. La Figura 2.3 muestra
realizaciones del DP con diferentes valores de «. La columna de la derecha es
una realizacién del proceso, la columna de la izquierda presenta la cdf para 5
realizaciones del proceso. La linea negra es la cdf de la distribucion base. En todos
los casos se us6 k = 3 y distribucién base uniforme. La primera fila corresponde
a procesos Dirichlet con @ = 0.1, en la segunda o = 10 y la ultima a o = 100. La
figura ilustra que a medida que « aumenta, la distribucién del proceso se aproxima
a la distribucién base.

Distribucién a posteriori

El DP es conjugado para si mismo, tal que

n

1
P(G|€1...9n):DP(a+n, Y Gyt Zagj)

a—+n a+n.1
j:

La media a posteriori puede ser interpretada como un promedio ponderado entre
la distribucién base G (media a priori) y la distribucién empirica % > dyp, de los

datos observados. La distribucién a posteriori converge relativamente rapido a la
cdf empirica conforme el tamano de muestra crece.
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2.3. El proceso Dirichlet

o bolas negras
1 bola de color

Seleccionar un nuevo color de
acuerdo a Go

000000 ...

Figura 2.4: Esquema de urnas

Predictiva a posteriori

El proceso asociado con la distribucion predictiva induce un esquema de cluster,
la distribucién esta dada por la siguiente expresién

/p(0n+1|G)p(G|81, . 70n>dG =

Q 1
Ouialbr, 00~ —2—Go( )+ == "0 () (24

o n—+ o 4

Ejemplo: considere una urna que inicialmente tiene « pelotas negras y una
pelota de color (el color fue seleccionado aleatoriamente de acuerdo a Gy).
Se eligen pelotas de la urna de manera secuencial (6; representa el color de
la i—ésima pelota seleccionada; 0; ~ Gy); si se elige una pelota de color, se
regresa esa pelota a la urna junto con otra del mismo color; si se elige una
pelota negra, regresamos esa pelota a la urna junto con una pelota de un nuevo
color aleatoriamente seleccionado de acuerdo a GGy. Note que, conforme se eligen
mas y mas pelotas de un cierto color, se hace méas y mas probable elegir una
pelota de ese color en las siguientes iteraciones.

El proceso del ejemplo es ilustrado en la Figura 2.4.
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2.3. El proceso Dirichlet

2.3.3. Representaciones del DP

Se encuentran en la literatura varios procesos para generar muestras de un DP.
Los més comunes se conocen como: urna de Pélya, proceso de restaurant Chino,
y stick-breaking (ver por ejemplo: Frigyik et al., 2010; Gershman & Blei, 2012;
[shwaran & Zarepour, 2002). En esta seccién se describen los dos tltimos, ya
que, en la practica, urna de Pélya y el proceso de restaurant Chino son diferentes
nombres del mismo proceso.

Proceso de restaurant Chino

Considere un restaurant con un nimero infinito de mesas. En cada mesa hay un
niumero infinito de sillas. El restaurant abre, clientes comienzan a llegar uno a uno
y eligen una mesa. Es mas probable que un cliente elija una mesa si en esta ya
hay muchas personas sentadas. Sin embargo, con probabilidad proporcional a «,
el cliente se sentara en una nueva mesa.

Se define la siguiente notacion:

= /K = numero de mesas ocupadas.

= nj, = numero de clientes sentados en lamesa k, k = 1,..., K, donde Y ny =
N

A cada mesa k se le asigna 6, ~ G,.

Los clientes sentados en una mesa dada, comparten los mismos atributos
definidos por 6.

El primer cliente entra al restaurant y se sienta en una mesa. Para esa mesa, se
toma 0; de Gy. En este momento, N = 1 (hay s6lo un cliente en el restaurant),
K =1 (hay sélo una mesa ocupada), y n; = 1 (un cliente estd sentado en la
mesa 1). El segundo cliente entra y elige una mesa. Con probabilidad 1/(1 + «) se
sienta en la misma mesa ocupada por el cliente 1, y con probabilidad a//(1+ «) se
sienta en una nueva mesa. Si eligié una nueva mesa, #» tomado de G es asignado
al cliente, y ny = 1. De otro modo, #; es asignado al cliente, y n;y = 2. Ahora
hay dos clientes en el restaurant, N = 2. El proceso se realiza sucesivamente.
Después de N pasos, el resultado del CRP es una particiéon de N clientes en K
mesas, o equivalentemente, una particion de los nimeros naturales 1,2,..., N en
K conjuntos.
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2.3. El proceso Dirichlet

El algoritmo que describe el proceso es el siguiente:

El cliente 1 entra al restaurant y se sienta en la mesa 1.
¢1:01 donde@leo,K:I,N:Lnl:l
for N =2,...

k con prob N—nlk—i-a’ k=1,....K

N se sienta en la mesa {
(63
K +1 con prob =+ (nueva mesa)

if fue elegida una nueva mesa then K = K + 1, 01 ~ G
else asignar 6, de la mesa k en la que el cliente N se sentd; hacer ny = ny + 1

La correspondiente distribucién inducida por el CRP es invariable ante permuta-
ciones, es decir, 01, 0s, ... son intercambiables. La funcién es equivalente a la Ec.
(2.4):
o N0
Onl61. DL

o 01, G ~—C
yOn_1,Go, N_l+ta 0+N—1—1—a

La Figura (2.5) presenta muestras generadas por un DP con distribucién base
N(0,1) y distintos valores de a. El CRP hace evidente la tendencia a formar
clusters, y que esto puede ser controlado por a. Conforme o — 0, se hace mas y
mas probable que todos los 6 sean iguales; conforme ov — oo, el nimero de clusters
se incrementa. Los dos casos limite serian: un cluster cuando o — 0, y N clusters
(uno asociado con cada observacién), cuando o — oco. Ademéds, o determina la
concentracion.

Stick-breaking

Este proceso trabaja con un stick de longitud 1. Suponga que se genera una
secuencia de pesos {7}, de acuerdo con lo siguiente:

k-1

m= B [J(1 - 85)
j=1

G = Zﬂkégk (25)
k=1
donde: 5 ~ Beta(1l,a), 0 ~ Goy Y po, m, = 1. El proceso se resume como sigue:
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2.3. El proceso Dirichlet

o ! 1 ol j”‘ mmm L ;: | |\l

Figura 2.5: Muestras DP generadas por un CRP con distintos valores de «

a=1000

u\‘\ J I

@=1000

r 1
3 2 A 0 1 2 3

T
0

= Tomar una porcién aleatoria i del stick. La longitud de esta pieza dara el
primer peso, 7.

= Tomar 0, de G,.

= Del stick sobrante, tomar una porcién aleatoria J5. Calcular la longitud del
segundo peso, .

= Tomar 05 de Gy.

y asi sucesivamente . ..

Conforme k crece, la longitud del stick, o los pesos, se hacen mas pequenos. El
parametro de concentracion « determina la distribucion de la longitud del stick.
Para a pequeno, solo los primeros sticks tendran longitud significativa, el resto
de sticks tendran longitud muy pequena. Para « grande, la longitud de los sticks
tenderd a ser mas uniforme (ver Figura 2.6).

La Figura (2.7) muestra realizaciones del DP con diferente « y distribucién base
Gam(2,2). La distribucién base G determina la localizacién del stick, y a controla
la distribucion de la longitud. Con « pequeno, la longitud se concentra en unos
pocos sticks.
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2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

(a) (b)
a=5 a=10

0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

s 1

(c) (d)

Figura 2.6: Stick-breaking con distintos valores de «
2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

En el contexto de modelos de mezclas, se usa un DP como distribucion a priori
sobre los parametros de los componentes de la mezcla. El modelo resultante se
denomina proceso Dirichlet para modelos de mezlcas (DPMM). En otras pala-
bras, un DPMM es un modelo de mezclas donde la distribuciéon de la mezcla es
desconocida, y se asigna a ella un DP a priori. El objetivo es modelar un con-
junto de datos que se presume no provienen todos de la misma distribucion, pero
que se desconoce cuantas distribuciones caracterizan a las observaciones y como
estan definidas. Por ejemplo, la estructura de una mezcla de k£ = 2 densidades
Gaussianas es dada por:

yilw, {petoor, {07 }ier ~ wN (yi; g, 07) + (1 — w) N (ys; pio, 03) (2.6)

es decir, para cada ¢ = 1,---,n independientes, la observacién y; proviene de
una distribucién N(uy,0%) con probabilidad w, o de una distribucién N (usg, 03)
con probabilidad 1 — w. La densidad en la Figura (2.1)-(a) ilustra la Ec. (2.6).
Adicionalmente, en el escenario Bayesiano se establece una distribucion a priori
para los parametros desconocidos de la mezcla, como

(wv K1, 2, 0-%7 Ug) ~ p(wv M1, H2, 0-%7 Ug)
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Figura 2.7: Realizaciones del proceso Dirichlet generadas con Stick Breaking

Otra forma de establecer el modelo (2.6) es mediante variables aleatorias auxiliares
c1,---,Ccp tal que ¢; = 1 si y; proviene del componente N(ju1,07), y ¢; = 2 si y; se
toma de la N(us,03) . Entonces,

yi|wv {Mk}i:p {02}2:1 ~ N(?/Z'; He; s UZ)
P(c;i =1w) =w=1- P(¢; = 2|w) (2.7)

('U), K1, W2, 0-%7 O'%) ~ p(w7 M1, 2, O-%a O'%)

Si se marginaliza sobre ¢; se regresa a la formulacién original. Otra manera es
escribir

wN (5, 07) + (1 — w)N (yi; p2, 03) = /N(yi§N702)dG<N702)u (2.8)

donde
G() = wa(;ﬂ,a% () + (1 - w)d(M%U%)(.)
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2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

y 6,(+) denota la delta de Dirac. Expresiones similares a (2.6), (2.7), y (2.8) se
pueden crear para el caso general de k componentes en la mezcla. En la Ec. (2.8)
G es discreta (y aleatoria), por lo que una alternativa es usar un DP como a priori
para G, resultando en un DPMM (Antoniak, 1974). Usar un DP como a priori
permite a los datos decidir cudntos componentes son apropiados para describirlos.

Un DPMM es descrito por el modelo jerarquico

G ~ DP(O(, G[))
0;|G ~ G (2.9)
yi‘ei ~ F(Qz)

donde y; son las variables que se desean modelar, tomadas independientemente
de una distribucién desconocida. 8; son los pardmetros del componente de mezcla
(puede ser uno, o un vector de multiples pardmetros) que corresponde a y;, F'
representa la distribucién de los componentes de mezcla, Gy es la distribucion
base, y a es un parametro de precisiéon que determina la concentracién de G sobre
G. Con frecuencia F'y Gy dependen de hiperparametros adicionales, por lo que el
modelo puede extenderse para incluir distribuciones a priori para estos parametros
y para «.

Si los 0 fueran tomados, por ejemplo, de una Gaussiana, ningin valor seria igual,
pero como se toman de un DP; algunos componentes del vector 6 son iguales,
de tal manera que el total de valores diferentes en ese vector es igual al nimero
de componentes en la mezcla. Por lo tanto, cuando dos observaciones y; y v;
pertenecen al mismo componente, entonces ¢; = ;.

Introduciendo variables aleatorias auxiliares, el modelo (2.9) puede ser reescrito
como

yilei, ¢ ~ F(¢c,)
¢ilw ~ Discrete(wy, . .., wg) (2.10)

Ge ~ Gy
w ~ Dirichlet(a/k, ..., a/k)

donde ¢; indica cudl clase estd asociada con la observacion y;. Para cada clase ¢,
los parametros ¢, determinan la distribucién de las observaciones de esa clase.
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2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

La a priori para c; es
P(c;=cler,...,cio1) = Pcr,...,¢cio1,¢=c¢)/P(c1, ..., ¢io1)

k a _
P e DS T o,

_ [1; T(a/k) L1i=1""0
ok ey g a/k—1
f Wey =+ Wey_y Wlal;k) Hi:l w; / dw
. Nic + Oé/k
-1+

donde n; . es el nimero de ¢;, para j < 4, que son iguales a c. Haciendo k — oo,
las probabilidades condicionales tienen los siguientes limites (ver Neal, 2000):

Nie
P i — g ooy Gf— _>_ :
(e = clex ¢i1) -1+
(0%
Ple; # c; for all § < iley, ... ¢ciq) = ———— 2.11
(e 7 ¢ for all j <iler, . vei1) — —— (2.11)

Diversos métodos MCMC para muestrear de la distribucién a posteriori de un
DPMM son revisados en Neal (2000). El paper incluye algoritmos que son de facil
implementacion para modelos basados en distribuciones a priori conjugadas y no
conjugadas. En esta seccion se ilustran dos de los algoritmos para el caso conju-
gado; el primero corresponde también al usado por Escobar (1994) y Escobar &
West (1995). Un tercer ejemplo en el contexto de regresion se usa para presentar el
algoritmo propuesto por Ishwaran & James (2001). Otras propuestas de muestreo
para el DPMM no revisadas aqui, pueden consultarse en Blei & Jordan (2006),
Jain & Neal (2004), Walker (2007) y Kalli et al. (2011).

2.4.1. Ejemplo 1: datos simulados

Suponga que 1, ..., ¥y, son condicionalmente independientes y normalmente dis-
tribuidas, v;|0; ~ N(u;, V;), con medias p; y varianzas V;. En el DPMM descrito
por el modelo (2.9), 6; = (u;,V;), i = 1,...,n. Suponga ademds que las medias y
varianzas vienen de alguna distribucién a priori Go(-). Si G(+) es modelado como
un proceso Dirichlet, entonces los datos vienen de una mezcla Dirichlet de norma-
les (Escobar & West, 1995). Bajo esta configuracion, el modelo jerdrquico puede
verse como en (2.12). El objetivo es conocer el nimero k de distintos valores de
(1, V'), y qué distribucién caracteriza a cada una de las observaciones.

G ~ DP(O[, Go)
(i, VJ)|G ~ G (2.12)
Yilpi, Vi ~ N (i, Vi)
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2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

Una forma conveniente para GGy cuando las observaciones son normalmente dis-
tribuidas, con media y varianza desconocidas, es la Normal-Inversa Gamma, o
Normal-Gamma si se usa precisién en lugar de varianza. Entonces, bajo Gy:

Vit ~ Ga(a/2,2/b)
pil Vi ~ N(mo, Vi/ p)

donde a/2 y 2/b son parametros de forma y escala, respectivamente, y p > 0 es un
factor de escala. Esta eleccién de Gy es propuesta por Ferguson (1983). Una guia
para los valores de los hiperparametros puede consultarse en la misma referencia.

Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Una aproximacién para muestrear del modelo (2.12) es propuesta por Escobar
& West (1995). El método consiste en tomar repetidamente valores para cada
0; = (us, V;) de su distribucién condicional dados los datos y 6_;. Esta distribucién
condicional se obtiene combinando la verosimilitud para y;, y la a priori condicional
a 0_;, dada por la Ec. (2.13) (Blackwell & MacQueen, 1973).

o 1 -
0:16-; ~ Go(0:) + pan— Z de; (6;) (2.13)

——Gy
a+n—1
+ j=1,#i

Como las #; son iid~ G, su distribucion conjunta es invariante ante permutaciones,
por lo que 61,65, ... son intercambiables. Es facil notar que, cuando se combina la
verosimilitud con la Ec. (2.13), la distribucién condicional para usar en el muestreo
Gibbs esta dada por

n

0il0—i, yi ~ qoGi(6:) + Z q;00,(0:) (2.14)

=1

donde Z#i ¢;+qo =1, G;(-) es la distribucién a posteriori para 6 bajo la a priori
Gy y la observacion y;. g; y qo estdn definidas por

& ox a / Fys, 0)dGo(6) (2.15)
4 o F(y:.6;) (2.16)

En el caso de Mezclas Dirichlet de Normales, gy es proporcional a a veces la
funcién de densidad de T, (mg, M), donde M = (1+ p)b/ap (ver Anexo A), y ¢; es
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2.4. Proceso Dirichlet para modelos de mezlcas

proporcional a la verosimilitud de los datos y;, esto es, una muestra de la funcion
de densidad N(p;,V;) en y;, con j =1,...,n* donde n* es el nimero de valores
distintos de 6 = (u, V). La distribucién a posteriori G;(-) resulta Normal-Gamma,
su derivacion es facil, y puede consultarse en el Anexo A.

Cuando Gy es a priori conjugada para la verosimilitud dada por F', como en el
caso de la Normal-Gamma, la integral en (2.15) es factible, de otro modo, puede
ser analiticamente intratable.

Para muestrear de la distribucién dada en (2.14), Escobar (1994), Escobar & West
(1995) y Neal (2000) usan el Algoritmo siguiente:

1. Elegir valores iniciales para los hiperpardametros y muestrear para cada
i = 1,...,n, un valor inicial de la a posteriori G;(-) dada en la Ec.
(2.14).

2. Asignar cada observacién a un cluster j, j € {1,...,n}.

3. Para cada ¢ = 1,...,n: actualizar los valores de 6;|0_;,y; de la Ec.
(2.14).

4. Regresar al paso 3 y repetir hasta convergencia.

Para ilustrar el método, se simularon 200 observaciones provenientes de k = 5
distribuciones normales, con probabilidad igual de pertenecer a cada uno de los
k clusters. Las especificaciones se resumen en la Tabla 2.1. Las proporciones de
mezcla w se refieren al porcentaje de observaciones en cada cluster. Los datos
simulados se muestran en la Figura (2.8). Como se puede observar, los datos tienen
una evidente agrupacion, sin embargo, el ejemplo pretende ilustrar el desempeno
del método en un caso simple.

Tabla 2.1: Datos simulados. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Grupo | Media | Varianza | w
1 -20 0.500 0.195
2 -10 0.675 0.180
3 0 0.850 0.210
4 10 1.025 0.205
5 20 1.200 0.210
k=5 1.000
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Figura 2.8: Datos simulados. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

La Figura (2.9) muestra el resultado de agrupacion del algoritmo para los datos
simulados. Se tomaron como valores de los pardmetros: a =0.1, a = 1, b =0.01
y p =0.1. El tiempo de ejecucién fue de 11:07.19 para 10000 repeticiones. En la
Figura, los grupos encontrados en la iltima iteracion se muestran por colores. Los
puntos marcados con cruz corresponden a observaciones mal agrupadas. El punto
sin color es una observacion no clasificada en alguno de los 5 grupos.

La Tabla 2.2 muestra las estimaciones. La media, varianza, y w corresponden a la
media, varianza y proporciéon muestrales, calculadas con las observaciones clasifi-
cadas en cada grupo en la uiltima iteracién. La Figura 2.10 muestra la densidad
estimada con los valores de la Tabla 2.2 (linea roja), y la densidad con los valores
de la Tabla 2.1 (linea azul), usando un grid de 500 puntos.

Otras estimaciones para la media de los grupos se dan en la Tabla 2.3: la primera

calculada con el promedio de la media a posteriori de las tltimas 5000 iteraciones,
y la segunda la media a posteriori de la ultima iteracion.
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Figura 2.9: Agrupacién con el Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Algoritmo 2: Neal (2000) - Algoritmo 2

El problema con el método de Escobar & West (1995) es que actualiza cada
6 uno a la vez, por lo que la convergencia a la distribucion a posteriori puede
ser lenta (Neal, 2000). Para evitar esto, Neal (2000) aplica Gibbs sampling al
modelo formulado en (2.10). Asi, en lugar de muestrear 6y, ...,6, directamente,
se muestrea cy,...,¢,, v ¢ para toda ¢ € {cy,...,c,}. El muestreo Gibbs para ¢;

Tabla 2.2: Valores ajustados. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Grupo | Media | Varianza | w
1 -20.07 0.507 0.195
2 -9.86 0.307 0.180
3 0.18 1.112 0.205
4 10.24 1.308 0.195
5 19.74 5.85 0.220
k=5 0.995
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Figura 2.10: Densidad estimada. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

se basa en las siguientes probabilidades condicionales (Neal, 2000):

donde ¢ es el conjunto de ¢, asociados con al menos una observacion. Si el muestreo
para ¢; elige un nuevo valor (distinto de los demds), entonces ¢., se toma de

Tabla 2.3: Otras estimaciones para la media. Algoritmo 1: Escobar & West (1995)

Grupo | 5000 iteraciones Ultima iteracién
1 -19.96 -19.96
2 -9.13 -9.13
3 0.13 0.17
4 6.06 11.79
5 15.24 20.68
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G;. También aqui Gy es conjugada, lo que permite calcular [ F'(y;, ¢)dGo(¢) v
muestrear de G;. El algoritmo es el siguiente
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Asuma que el estado actual de la cadena de Markov consiste de ¢ =
(¢1,...,¢n), y considere los parametros ¢, ¢ = (¢.: c € {c1,--+ ,cn}).
Parat=1,...,n:

1. Si el valor actual de ¢; no esta asociado con ninguna otra observacion,
remover ¢., del estado.

2. Tomar un nuevo valor para ¢; de la distribucién condicional dada en
las ecuaciones (2.17) y (2.18).

3. Si el nuevo ¢; no estd asociado con ninguna otra observacion, tomar
un valor para ¢, de

Gi(¢) = P(élyi) < F(y;, )Go(9) (2.19)

Para todo ¢ € {c1,...,c, }:

1. Tomar un nuevo valor de ¢. de la distribucion a posteriori, basada en
la a priori Gg y todas las observaciones asociadas con el componente
¢, esto es, para las cuales ¢; = ¢:

P(¢lyc) o< Go(¢) H F(yi, ¢) (2.20)

i:c;=cC

Para ilustrar el desempeno de este Algoritmo, se simularon 200 observaciones con
las mismas caracteristicas del ejemplo anterior. La Tabla 2.4 y la Figura 2.11
resumen los datos. El algoritmo se ejecuté 10000 veces usando o =0.1, a = 1,
b =0.01 y p =0.1, como en el caso anterior. El tiempo de ejecucion fue 02:17.41.
La Figura 2.12 muestra el resultado de la agrupacion, diferenciando los grupos
resultantes por colores. Todas las observaciones fueron clasificadas correctamente,
y el tiempo de ejecuciéon del algoritmo fue considerablemente menor al empleado
por Escobar & West (1995).

Tabla 2.4: Datos simulados. Algoritmo 2: Neal (2000)

Grupo | Media | Varianza | w
1 -20 0.500 0.215
2 -10 0.675 0.210
3 0 0.850 0.170
4 10 1.025 0.230
5 20 1.200 0.175
k=5 1.000
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Figura 2.11: Datos simulados. Algoritmo 2: Neal (2000)

La Tabla 2.5 muestra las estimaciones muestrales para la media, varianza y pro-
porcion, calculadas con los grupos de la tdltima iteracion. La Tabla 2.6 muestra la
estimacion para la media calculada con el promedio de la media a posteriori de
las ultimas 5000 iteraciones, asi como la media a posteriori de la dltima iteracion.
La linea roja de la Fig 2.11 es la densidad estimada con los valores de la Tabla
2.4, y la linea azul es la densidad estimada con los valores de la Tabla 2.5.

Tabla 2.5: Valores ajustados. Algoritmo 2: Neal (2000)

Media

Grupo Varianza | w
1 -19.89 0.473 0.215
2 -9.91 0.801 0.210
3 -0.19 0.878 0.170
4 10.18 1.010 0.230
5 20.13 1.304 0.175
k=5 1.000

Note que en los algoritmos presentados se usaron valores fijos para los hiper-
pardmetros y para el pardmetro de concentracion «. Sin embargo, se puede asignar
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Figura 2.12: Agrupacién con el Algoritmo 2: Neal (2000)

a estos una distribucién a priori y actualizarlos de su distribuciion condicional.
El procedimiento puede consultarse en Escobar (1994), Escobar & West (1995),
Goriir & Rasmussen (2010) y West (1992).

Tabla 2.6: Otras estimaciones para la media. Algoritmo 2: Neal (2000)

Grupo | 5000 iteraciones Ultima iteracién
1 -19.28 -19.98
2 -8.81 -9.86
3 0.87 -0.44
4 10.54 10.02
5 19.30 19.90
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Figura 2.13: Agrupacién con el Algoritmo 2: Neal (2000)

2.4.2. Ejemplo 2: geyser Old FaithFul

Un Geyser es un tipo especial de fuente termal que se caracteriza por la descarga
intermitente de agua expulsada de forma turbulenta y acompanada de vapor.
Los geyser son usado para varias actividades econdémicas, como generacion de
electricidad, calefaccion y turismo. En el mundo se encuentran muchas reservas
geotermales que los albergan, una de las mas famosas es el Yellowstone National
Park en Wyoming, Estados Unidos, en donde se encuentra el geyser Old Faithful,
uno de los geyser mas predecibles.

Del 1 al 15 de Agosto de 1985, el geyser Old Faithful fue observado y se registraron
los tiempos de espera entre erupciones sucesivas y la duracién de cada erupcién.
Dos versiones de los datos se encuentran en R. Everitt & Hothorn (2010) usaron
la version con 272 observaciones para ajustar una estimacion paramétrica de la
densidad de los tiempos de espera entre erupciones, basada en un modelo de
mezclas de dos componentes normales. Usando los mismos datos, se ajusté un
DPMM con el Algoritmo 2 de Neal (2000), con pardmetros: o =0.1, a = 1,
b =0.01, p =0.1, y 10000 réplicas. La Tabla 2.7 compara los resultados de los
dos ajustes. Para el Algoritmo de Neal (2000), los valores que se reportan son el
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resultado de la ultima iteracion. Otras estimaciones para la media se presentan
en la Tabla 2.8, calculadas como el promedio de la media a posteriori después
de convergencia, y el promedio de las observaciones clasificadas en cada grupo
en la ultima iteracion. La Figura 2.14 muestra las observaciones y la agrupacion
resultante.

Tabla 2.7: Tiempos de espera entre erupciones: geyser Old Faithful

Everitt & Hothorn (2010) | Neal (2000)

No. Grupos 2(fijos) 2
. 54.63 54.56
Media 80.1 79.88
Vi 5.90 578
arlatiza 5.87 5.93
0.36 0.35

w

0.64 0.65

Tabla 2.8: Media del tiempo de espera entre erupciones: geyser Old Faithful

Ultimas 5000 iteraciones | Media observada
Grupo 1 54.74 54.30
Grupo 2 73.29 79.95

En los dos algoritmos presentados hasta ahora, G se caracteriza por un mecanismo
urna de Podlya que implica tomar muestras de la distribucion a posteriori de un
modelo jerarquico, que resulta en una regla de prediccién explicita. La regla de
prediccién se define como la distribucién condicional de una observacién futura
dados los valores previos muestreados de la a priori (Ishwaran & James, 2001). Las
Ec. (2.14) en el algoritmo de Escobar & West (1995), y (2.17)-(2.18) del algoritmo
de Neal (2000), describen la regla de prediccién necesaria para el muestreo.

Aunque el muestreador Gibbs urna de Pdlya es un método versatil para ajustar
modelos jerarquicos Bayesianos, hay algunas limitaciones con esta aproximacién:
1) la actualizacién del conjunto 6 uno a la vez; 2) calcular gy de la Ec. (2.14), o
equivalentemente, la integral en (2.18) es complicada en el caso no conjugado; 3)
la inferencia sobre G esta basada sélo en los valores §; a posteriori (Ishwaran &
James, 2001). Para evitar estos problemas, Ishwaran & James (2001) proponen
un muestreo Gibbs por bloques, aplicable a modelos similares a (2.9), y basado
en la representacion stick-breaking del DP. El método se describe e ilustra en la
siguiente seccién.
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Figura 2.14: Geyser Old Faithful (a) 272 observaciones; (b) Clusters: Algoritmo
2-Neal (2000)

2.4.3. Ejemplo 3: muestreo Gibbs por bloques

En la seccién 1.3.1 se definié el DP, y en la 1.3.3 se describié el proceso stick-
breaking como una forma de representar un DP. En estas secciones, las Ec. (2.2),
(2.3) y (2.5) que definen al DP estan dadas por una suma infinita de términos; en
cambio, en el muestreo Gibbs por bloques (BGS) la a priori DP para el modelo
(2.9) se asume de dimensién finita, lo que se traduce en un numero finito de
componentes de mezcla en la distribucién de mezclas.

El DP de dimensién finita (DPy) estd dado por la Ec. (2.5) con el limite de la
suma igual a N, y donde Sy = 1 garantiza que Zgzl m, = 1 con probabilidad 1.
La dimension finita de la a priori DP es la clave del BGS porque permite expresar
al modelo completamente en términos de un nimero finito de variables aleatorias.
Con una apriori de dimensién finita G ~ DPy(a, Gy), el modelo (2.9) puede ser
reescrito como (Ishwaran & James, 2001):
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(%12, K) ~ 7(y:| ZK,)
Kilp ~ > prdi(*) (2.21)
k=1

(p.Z) ~ 7(p) x Gy (Z)

donde K = (Ky,...,K,),Z=(Zy...,Zy), p = (P1,-.-,pn) ~ Dir(aGy), y Z
son iid G. En el modelo (2.21) Zg, = 6;, donde las K; actuan como variables de
clasificacion para identificar a las Zj asociadas con cada 6;.

Reescribiendo el modelo en la forma (2.21) permite al BGS muestrear de la dis-

tribucién aposterior (-]y) directamente. El método consiste en tomar valores ite-
rativamente de las distribuciones condicionales de las variables en bloques:

(ZIK,y)
(K|Z,p,y)

(pIK)

lo que produce muestras de la distribucién (Z, K, ply). Cada muestra (Z, K, p)
define una medida de probabilidad aleatoria

G() = prdz ()

la cual, iterativamente, produce muestras de la a posteriori.
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Sea {K7,..., K} } el conjunto de m valores de K distintos.

1. Condicional para Z: Simular Z;, de la distribucion a priori Gj.

2. Tomar Z K7 K,y de la distribucion:

[Zx:

Kyl o< Go(Zi;) ] [wilZx;]

K=K

3. Condicional para K: tomar valores de

N
Kz’Z>p>yNZpk,z5k()7 7;:1,...,71

k=1
donde
(Pu, e 7pN,i) X (plf(yi|Zl>7 e 7PNf(yz‘|ZN))

4. Condicional para p:

plzvl*
donde

N
Vit ~ Beta(ay + Mg, by + »_ M), k=1,...,N—1
I=k+1

M, numero de K; = k.

Para ilustrar el método, considere el problema de regresion tal que las observacio-
nes y; satisfacen:

vi = g9(x4|8;) + € (2.22)

La funcién ¢(-|3;) es de alguna forma especificada, y los errores ¢; pueden o no
estar correlacionados, con media cero. Note que el vector de parametros 3 es
especifico para 1, es decir, cada observacion y; es modelada por su propia distribu-
cion, definida por 3;; sin embargo, se asume que los 8, tienen una forma funcional
comun.
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Sea entonces vy, . . ., ¥, una muestra de n observaciones y;, modelada como funcién
de x; a través de la siguiente relacion:

Yi = Boi + Puzi + €, €~ N(0,1/7) (2.23)

donde los ¢; son independientes, las x; son conocidas y 7; es la precisién. En
términos del modelo dado en (2.21), Zg, = {8,, 7}

En este contexto, una forma conveniente de la media a priori es la normal-gamma:

7 ~ Ga(v/2,2/v)
Bilri ~ N(Bo,1/7:B) (2.24)

donde v/2 y 2/v son pardmetros de forma y escala, respectivamente. Para B~! es
comun asumir una distribucion Wishart(u, V).

Inicialmente se fijaron 4 grupos con igual probabilidad de pertenencia de las y; en
cada uno, i = 1,...,200. Los valores {3,, 7;} asociados a cada grupo se muestran
en la Tabla 2.9. Los valores x se tomaron de la siguiente manera: z; ~ N(0,1)
y x; = 0.7x;1 + N(0,1), i = 2,...,n, y las y; se obtuvieron de una distribucién
normal de acuerdo con la Ec. (2.23). En la Tabla 2.9, w indica la proporcién
efectiva de observaciones.

Tabla 2.9: Parametros de datos simulados para el Algoritmo BGS

Grupo | o, Bi;j T; w
1 -1.00 -10.0 1.00 0.245
2 0.00 -5.00 1.33 0.260
3 1.00 -1.00 1.67 0.245
4 2.00 3.00 2.00 0.250

La Figura 2.15-(a) muestra la serie de observaciones simuladas; en la Figura 2.15-
(b) las observaciones dentro de cada grupo se distinguen por color.

Dada la a priori (2.24), la distribucién de muestro para el paso 2 del algoritmo es
también Normal-Gamma:

T ~ Ga(01/2,2/1}2>
Bilmi ~ N(By,1/7:B")
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Figura 2.15: Datos simulados para el Algoritmo BGS

donde:

’U1:nj+1), nj:’{ZK,L:K;}‘

vy = v+ (y'y + ﬂgB_lﬂo) - (X’y + B_lﬁo)/(B_l + X’X)_I(X’y + B_lﬂo)
B* — (Bfl T X/X)il

B, = B*(X'y + B™'3,)

El vector y y la matriz X contienen sélo los elementos i tales que K; = K (ver
Apéndice A). El algoritmo se ejecuté 5000 veces, tomando como valores iniciales
para los hiperparametros: u = 2y V' = uxdiag(10) para los grados de libertad y la
matriz de escala, respectivamente, de la distribucién de B; B, = (X'X)"'X'y para
la media de la distribucién condicional a priori de B; v = 2 para los parametros de
forma y escala de la a priori para 7; &« = 1 y N = 10, el parametro de concentracion
y el limite de truncamiento, respectivamente, del DP. En el algoritmo se incluyo
un paso de actualizacién para la matriz de escala V' de su distribucion condicional;
para «, siguiendo la propuesta de West (1992) y Escobar & West (1995); y para v,
usando Metropolis-Hastings en el log(v). Los valores propuestos v* son tomados
de exp(n), donde n ~ N(log(v),0.5).

La Figura 2.16 muestra la agrupacién obtenida usando BGS. La Tabla 2.10 con-

tiene las estimaciones para 3, el nimero de observaciones clasificadas en cada
grupo, y el nimero de observaciones que se clasificaron incorrectamente en cada
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grupo. Por ejemplo, el grupo 1 tiene 54 observaciones, pero 10 de ellas pertenecen
en realidad a otro grupo. Todos los valores de la tabla son tomados de la ultima

iteracidn.
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Figura 2.16: Agrupacién con el BGS

Tabla 2.10: Pardmetros estimados con el Algoritmo BGS

Grupo | Bo; Bi; mj errores
1 -1.37 -9.97 54 10
2 0.14 -5.00 50 7
3 0.53 -1.06 51 10
4 1.70  3.02 45 5

Si bien el resultado de este método tuvo errores en la clasificacién, la eficiencia no
se puede comparar directamente con los algoritmos de los ejemplos anteriores, ya
que en este ejemplo las distribuciones usadas para la simulacién tienen evidentes
traslapes entre grupos, por lo que el proceso de agrupamiento se dificulta.
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2.5. Modelo de mezclas proceso Dirichlet jerarqui-
co

Suponga que se tienen observaciones que estan organizadas en grupos, y asuma que
son intercambiables dentro de cada grupo y entre grupos. De manera especifica,
considere lo siguiente:

1. 4: indice de las observaciones dentro de cada grupo.

[\)

. j: indice de los grupos.

3. Se asume que las observaciones y;i, y;2, ... son intercambiables dentro del
grupo J.

4. Se asume que las observaciones son intercambiables a nivel de grupo, es
decir, si y; = (y;1,Yj2, - - .) denota todas los observaciones dentro del grupo
7, entonces y1,¥ys, ... son intercambiables.

5. Cada observacién se toma independiente de un modelo de mezcla, es decir,
hay un componente de mezcla asociado con cada observacién.

6. 0;; es el pardmetro que especifica el componente de mezcla asociado con la
observacion y;; (las variables 6;; son llamadas factores).

7. F(6;:) es la distribucién de y;; dado el factor 6;;.

8. Gj es la distribucién a priori para los factores 8; = (6;1,6,2,...) asociados
con el grupo j.

9. Se asume que los factores son condicionalmente independientes dado G}, y
que en cada grupo j la observacion ¢, y;;, es condicionalmente independiente
de las otras observaciones dado el factor 6;; (ver Figura 2.17).

Bajo los supuestos anteriores, el modelo de probabilidad descrito tiene la siguiente
representacion:

0;i|G; ~ G
Yjil0ji ~ F(0;:) (2.25)

Note que si G; se distribuye como DP, el modelo (2.25) es el DPMM (2.9) de la
seccion anterior para cada j. En el DPMM, el objetivo fue encontrar el nimero
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Figura 2.17: Representacién del HDPMM

de componentes en la mezcla y los parametros que definen a cada uno de ellos.
Sin embargo, ahora las observaciones estan agrupadas, cada grupo j esta asociado
con un modelo de mezcla, y lo que se desea es relacionar esos modelos de mezcla.
Bajo esta configuracion, una a priori noparamétrica apropiada es el DP jerdrquico
(HDP), y el modelo se denomina modelo de mezclas proceso Dirichlet jerarquico

(HDPMM).

Dicho de otro modo, una mezcla HDP se basa en multiples mezclas DP, una para
cada grupo. El objetivo de un HDP no sélo es conocer los clusters de cada grupo de
manera individual, sino que el interés es la relacién entre los clusters de diferentes
grupos, v lo que se desea es conocer cémo los clusters se comparten entre varias
mezclas DP.

En los modelos de mezclas los clusters se representan por sus parametros, y los
parametros son seleccionados de una distribucion base Gy, tal que, para permitir
cualquier posible valor para los pardametros, generalmente se asume que Gy es una
distribucion continua. La idea de compartir clusters es equivalente a compartir
parametros, por lo que el supuesto de que GGy sea continua se contrapone con el
objetivo de compartir clusters entre grupos. Es decir, aun si cada grupo comparte
la misma distribucién base G, siendo GGy una distribucién continua, generara, con
probabilidad uno, distintos valores de los parametros. En cambio, si se induce a
que Gy sea por si misma un DP, se da oportunidad de compartir clusters entre
los grupos.

45



2.5. Modelo de mezclas proceso Dirichlet jerarquico

2.5.1. Proceso Dirichlet jerarquico

El HDP es introducido por Teh et al. (2005) como una propuesta para tratar el
problema que involucra datos agrupados, en donde cada observacion dentro de un
grupo se toma de un modelo de mezclas, y es deseable permitir que los grupos
compartan clusters, es decir, componentes de mezclas. Aunque el término también
es usado por Beal et al. (2002) y Miiller et al. (2004), la representacién dada aqui
es la de Teh et al. (2005) y Teh et al. (2006).

Un HDP define un conjunto de medidas de probabilidad aleatorias GG, una para
cada grupo, y una medida de probabilidad aleatoria global G, tal que

GO|’7> H ~ DP(P% H)

donde v es el parametro de concentracién y H la medida de probabilidad base.
Las medidas aleatorias G; son condicionalmente independientes dado Gy, con
distribuciones dadas por un DP con medida base Gj,

Gj|oz, GO ~ ]:)P(Oé7 G(]),

Los hiperparametros del HDP consisten de la medida de probabilidad base H y
los parametros de concentracién a y «y. La distribucién Gy varia alrededor de la a
priori H de acuerdo con v. La distribucién G en el j-ésimo grupo se desvia de Gy
de acuerdo con «. Si se espera distinta variabilidad en diferentes grupos, entonces
se puede usar un pardmetro de concentracién «; para cada grupo j.

Un HDP puede ser usado como la distribucién a priori sobre los factores para datos
agrupados, de manera que la Ec. (2.25) completa la definiciéon de un HDPMM. El
HDP puede ser extendido a mas de dos niveles. Esto es, la medida base H puede
ser tomada de un DP, y la jerarquia puede ser extendida para tantos niveles como
sea util.

De manera anédloga a un DP, se encuentran en la literatura varias representaciones
de un HDP. Teh et al. (2006) discuten el HDP en términos de un proceso stick-
breaking, de una generalizacion del proceso de restaurant Chino, que refieren como
franquicia de restaurant Chino, y de una aproximacién truncada del HDP. Otra
representacion del HDP asociada al CRF puede consultarse en Fox et al. (2011b).
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2.6.

Conclusiones

En este capitulo se ha introducido el proceso Dirichlet como una distribucion
a priori para los parametros de los componentes de un modelo de mezlcas.
La distribucién resulta conveniente porque estd definida sobre un espacio
muestral infinito, y la distribucion a posteriori es analiticamente manejable.
Estas propiedades son deseables en modelos no paramétricos.

Se describieron e ilustraron tres métodos para muestrear de la distribucion
a posteriori de un modelo de mezclas proceso Dirichlet. Los métodos permi-
ten a los datos determinar simultdneamente el nimero de componentes de
mezcla (distribuciones) de los que fueron generados, y los pardmetros que
definen a cada distribucion.

El proceso Dirichlet puede ser extendido a dos o mas niveles. El proceso
resultante se denomina proceso Dirichlet jerarquico (HDP). En un contexto
de modelos de mezclas se usa el HDP como distribuciéon a priori, resultando
en un modelo que se conoce como proceso Dirichlet jerarquico para modelos
de mezclas. El objetivo de estos modelos es compartir clusters entre varias
mezclas DP.

47



Capitulo 3

Modelos lineales dinamicos

3.1. Introduccién

El comportamiento irregular en el tiempo es una caracteristica comtn de muchas
variables macroeconémicas. La Figura 3.1 muestra las series mensuales de la in-
flacion y el crecimiento trimestral del producto interno bruto (PIB) en México.
Las lineas verticales separan periodos de tiempo correspondientes a los sexenios
presidenciales. Hasta antes de 2000, se aprecia facilmente la irregular variabilidad
de la inflacién. Después de ese ano la serie fluctia con cierta regularidad, debido
a que el objetivo de politica macroeconémica de los anos recientes es mantener
bajos niveles de inflacion. También se distingue cierto componente estacional, con
aumentos en el primero y ultimo periodo del afio. La serie del PIB tiene cambios
de nivel abruptos durante todo el periodo; las disminuciones violentas son claras
a finales de los sexenios, asi como en periodos de crisis (1994-1995, 2008-2009).
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3.1. Introduccién

Si se desea estudiar el comportamiento de series de tiempo no estacionarias, como
las de la Figura (3.1), la metodologia tradicional de Box et al. (2015) generalmente
requiere una transformacion preliminar de los datos para obtener una serie esta-
cionaria. Una series es estacionaria cuando su media y varianza no cambian con
el tiempo, y no sigue ninguna tendencia. La transformacién de los datos puede
ocasionar, por un lado, pérdida de informacién sobre el proceso que origina la
serie, y por otro lado, puede dificultar la interpretacion de los resultados.

Por otra parte, en muchos problemas de la estadistica practica los modelos de
regresion juegan un papel fundamental. Con frecuencia, el objetivo de tales mo-
delos se centra en proporcionar una descripciéon cuantitativa de las relaciones entre
cantidades observables, tales como entre dos o mas series de tiempo. Por ejemplo,
es comun el interés en la medida en que los cambios en la media de la variable
respuesta son explicados a través del o los regresores. Para muchos propdsitos una
estimacién global de esa medida (coeficientes de regresién) podria ser satisfacto-
ria. Sin embargo, en el contexto de series de tiempo es poco probable que una
estimacion global describa adecuadamente la relacion entre las variables conforme
el tiempo evoluciona. Los modelos lineales dinamicos proporcionan flexibilidad al
modelo al permitir la posibilidad de que los coeficientes de regresiéon varien en el
tiempo (West & Harrison, 1997).

En este capitulo se presentan las nociones basicas de los modelos de espacio-
estado y su uso en el andlisis de series de tiempo. Se hace énfasis en los dos tipos
ma&s importantes: (1) los modelos de Markov ocultos, cuya dindmica se describe
en términos de transiciones de una variable aleatoria discreta; (2) los sistemas
dinamicos lineales, en los que la variable aleatoria que describe la dinamica es
Gaussiana. El principal objetivo es proveer del marco general para el estudio de
sistemas dinamicos mas complejos desarrollados en los capitulos 4 y 5; aunque la
cobertura no es exhaustiva, se sugieren referencias que pueden ser consultadas si
se desea ampliar la informacion.

Los modelos de espacio-estado asumen que las series de tiempo observadas fueron
generadas a partir de una secuencia de variables ocultas, o no observadas, que
evolucionan en el tiempo mediante una cadena de Markov, definida en la prime-
ra seccidon del capitulo. Cuando las variables ocultas son discretas, el modelo se
conoce como HMM; cuando las variables ocultas son Gaussianas, se trata de un
LDS. Uno de los principales problemas de interés a resolver en estos dos tipos de
modelos de espacio-estado es encontrar la distribucién marginal a posteriori del
estado al tiempo t, dada una secuencia de observaciones .. Si las observaciones
disponibles son tales que k = t, el procedimiento de inferencia se conoce como
filtering; si se dispone de informacién adicional, de manera que k > t, el procedi-
miento de inferencia se conoce como suavisamiento. Filtering y suavisamiento se
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3.2. Cadenas de Markov

llevan a cabo usando un algoritmo iterativo de dos pasos conocido como forward-
backward que se describe en la seccion 3.2.1 para un HMM y en la seccién 3.2.2
para un LDS. Extensiones de los LDS que incluyen parametros desconocidos, co-
mo las matrices de covarianzas, se describen en la seccién 3.2.3. Finalmente, la
seccion 3.3 resume las metodologias que se exponen en el capitulo.

3.2. Cadenas de Markov

Un modelo de Markov es un modelo estocastico que relaja el supuesto de obser-
vaciones secuenciales i.i.d., y expresa el efecto que ejerce un estado actual sobre
un estado futuro. El modelo de Markov mas simple es la cadena de Markov de
primer orden; esta asume que una observacion en el tiempo t sélo depende de
la observacién en t — 1, y no de lo ocurrido previamente. Esta caracteristica de
pérdida de memoria se conoce como propiedad de Markov.

De manera formal, una cadena de Markov se define sobre una secuencia de varia-
bles z.7 discretas o continuas bajo el siguiente supuesto de independencia condi-
cional (Barber, 2012):

p(zt‘zla e 7Zt—1) = p(zt|zt—L7 e 7Zt—1)

donde L > 1 es el orden de la cadena de Markov y z; = () para ¢t < 1. Al conjunto
de valores posibles de z; se le llama espacio-estado de la cadena. Para una cadena
de Markov de primer orden (L = 1),

p(z1r) = p(21)p(22]21)p(23]22) - - p(2r|2r—1) (3.1)

De la Ec. (3.1) y la regla del producto de probabilidad es facil verificar que la dis-
tribucién condicional para la observacion z;, dadas todas las observaciones previas
al tiempo t, esta dada por

p(Zt‘Zl, cen >Zt71) = p(Zt|Zt71)

En muchas aplicaciones, las distribuciones condicionales p(z;|z;_1) se restringen
a ser iguales, es decir, la cadena se supone estacionaria. Dicho de otro modo,
una cadena de Markov estacionaria, conocida también como cadena de Markov
tiempo-homogénea, es tal que las transiciones p(z; = §'|z;-1 = s) = f(s,s) son
independientes del tiempo. Por ejemplo, si las distribuciones condicionales depen-
den de pardmetros ajustables (cuyos valores pueden ser inferidos de un conjunto
de datos de entrenamiento), entonces todas las distribuciones condicionales en
la cadena compartiran los mismos valores de esos parametros (Bishop, 2006);
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3.3. Modelos de espacio-estado

en cambio, en una cadena de Markov no estacionaria, el tiempo juega un papel
central en la determinacién de las distribuciones conjuntas, de tal manera que
p(ze = §'|zem1 = s) = f(¢,s,t). Otras propiedades de las cadenas de Markov se
pueden consultar ampliamente en Berger (1993); Feldman & Valdez-Flores (2010);
Schinazi (2014).

3.3. Modelos de espacio-estado

El término estado es el concepto fundamental para describir a un sistema dindmico
(lineal o no lineal). Intuitivamente, un estado se refiere a alguna informacién
cuantitativa (un conjunto de nimeros, una funcién, etc.) que es la menor cantidad
de datos de la que se debe tener conocimiento sobre el comportamiento pasado
del sistema para predecir su comportamiento futuro (Kalman, 1960).

Los modelos de espacio-estado son modelos que usan variables estado latentes
para describir un sistema mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales de
primer orden. Las variables estado se reconstruyen a partir de los datos input-
output medidos, pero no son observadas durante un experimento. La dindmica
se describe en términos de transiciones de estado, es decir, como un estado se
transforma en otro conforme el tiempo pasa.

La representacion mas general de un sistema dinamico lineal en la forma espacio-
estado con p inputs, q outputs, y n variables de estado se escribe de la siguiente
manera:

£(t) = A()=(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(1)=(t) + D(H)ult)

es el vector de estados, z(t) € R™;

es el vector de output, y(t) € R,

es la matriz de estados, de dimensién n X n;
es la matriz de input, de dimension n x p;

()
()
u(-) es el vector de input, o vector control, u(t) € RP, p < n;
()
()
() es la matriz de output, de dimensién q X n, g < n;
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3.3. Modelos de espacio-estado

D(-) es la matriz feedthrough, de dimensién g X p;

z(t) = L2(t).

En las Ec. (3.2) y (3.3) todas las matrices dependen del tiempo; sin embargo,
si todos los coeficientes de A(t), B(t), C(t), y D(t) son constantes, se dice que
el sistema dindmico es invariante en el tiempo o estacionario (Kalman, 1960).
Adicionalmente, en casos donde el sistema no establece una conexién instantanea
entre input y output, es decir, cuando el input al tiempo ¢t no afecta el output
al tiempo t, D(t) es una matriz de ceros y el modelo se denomina puramente
dindmico (Galar Pascual, 2015).

Los modelos de espacio-estado proveen el marco general para analizar sistemas
dindmicos que se miden u observan a través de un proceso estocastico, y tie-
nen muchas aplicaciones en areas como ingenieria (Friedland, 1986), computacién
(Hangos et al., 2001) y economia (Zeng & Wu, 2013). Los dos ejemplos més impor-
tantes de los modelos de espacio-estado son: modelos de Markov ocultos (HMM),
en los que las variables latentes son discretas, y sistemas dindmicos lineales (LDS),
en los que las variables latentes son Gaussianas.

3.3.1. Modelos de Markov ocultos

Un HMM es una extensién de un modelo de mezclas (ver por ejemplo Ec. 2.6) en
el que la eleccién del componente de mezcla para cada obervacion no se selecciona
independiente, sino que depende de la eleccion del componente para la observa-
cién previa (Bishop, 2006). Considere como ejemplo la Figura 3.2. Cada forma
geométrica representa una variable aleatoria que puede adoptar cualquier valor.
Los nodos cuadrados denotan una variable aleatoria discreta (z), y los circulos una
variable aleatoria continua (y). El color enfatiza que la variable es observada'. Las
flechas denotan dependencia condicional. La variable aleatoria z; (variable latente)
es el estado oculto al tiempo t. La variable aleatoria y, es la observacién al tiempo
t. La figura ilustra que en un HMM la distribucién de probabilidad condicional de
la variable oculta z;, dados los valores de z en todo t, depende sé6lo del valor de la
variable en el tiempo previo, z;_1, y no del valor en ¢t — 2 ni de los anteriores (pro-
piedad de Markov). Mientras que el valor de la variable observada y, s6lo depende
del valor de la variable oculta z;. Es decir, la distribucién de cada observacién
en un HMM es una densidad de la mezcla; las variables ocultas, que controlan el
componente de la mezcla que se selecciona para cada observacién (p(y|z)), estan

'La variable observada puede ser también discreta.
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3.3. Modelos de espacio-estado

relacionadas a través de un proceso de Markov en lugar de ser independientes

(p(2¢|2e-1))-

Figura 3.2: HMM de T pasos en el tiempo.

Note que en los modelos de Markov mas simples el estado es directamente visible
para el observador. En un HMM el estado no es visible directamente, pero el
resultado, que depende del estado, es visible. El HMM clasico, ilustrado en la
Figura 3.2, es formalizado de la siguiente manera:

Zt’Zt—l ~ Tz

yt|zt ~ F(gzt)

donde F(-) es una familia de distribuciones de emisién indexada, 6; son los pardme-
tros de emision para el estado 7, z; denota el estado de la cadena de Markov al
tiempo t, t =1,...,T, y 7, especifica la distribucién de transicién para el estado
j. En el contexto Bayesiano, (3.4) define la distribucién a priori del proceso {z1.7}
y (3.5) define la funcién de verosimilitud. Dado el estado z;, la observacién y;
es condicionalmente independiente de las observaciones y estados a otros tiem-
pos, por lo que la distribucién conjunta de las variables latentes y las variables
observadas esta dada por:

T
p(yvr, 211) = (Y1 |21) Hp Yel2e)p( 2] 2e-1) (3.6)
=2
=p(21)p(22|21) - - - p(er|zr—1)p(y1]21)p(ya|22) - - - p(yr|2r)
=p(z1.7)p(yr.r|21.7) (3.7)
donde: y1.r = {y1,...,yr}, 210 = {21,-.-,2r} v p(21) es la distribucién a priori

de la variable latente inicial. La verosilitud marginal se obtiene de:
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3.3. Modelos de espacio-estado

p(yrr) = ZP(?/LT, 217

21:T

Aunque se ha senalado que las variables latentes son discretas, en estadistica es
comun que el término HMM se refiera a cualquier modelo con la estructura de
independencia dada en la Ec. (3.6) (Barber, 2012), sin embargo, en este trabajo
los modelos en los que la variable latente es continua son referidos como LDS.

Una sencilla ilustraciéon de un HMM se presenta en el siguiente ejemplo. En la
practica, el uso de los HMM es bastante amplio, y se pueden encontrar diversas
aplicaciones en campos como: reconocimiento de voz (Rabiner, 1989; Juang &
Rabiner, 1991), anélisis de secuencias biolégicas (Krogh et al., 1994, 2001) y en
finanzas (Bhar & Hamori, 2004; Mamon & Elliott, 2014).

Ejemplo: suponga que Paco es un estudiante de doctorado y Sara, su mama,
una viuda jubilada. Ellos viven en paises distintos. Paco llama con frecuencia a
Sara, quien platica con su hijo sobre sus tres actividades principales: tomar café
con sus amigas, sacar a pasear a su perro y ver en su casa alguna pelicula. La
actividad que Sara elija depende s6lo del estado del clima (soleado o con lluvia).
Con base en lo que Sara le cuenta a Paco, él trata de adivinar el clima de un
dfa en particular. Paco no observa directamente los dos estados (soleado o con
lluvia), esto es, los valores que puede asumir la variable oculta z; (clima en el
tiempo t) del modelo (3.4)-(3.5). Cada dia hay cierta probabilidad, que depende
del estado del clima, de que Sara realice cada una de las tres actividades. Estas
probabilidades son conocidas como probabilidades de emision, y determinan las
distribuciones F'(-) en (3.5). Las probabilidades de transicién 7; representan los
cambios en el estado del clima, por ejemplo, la probabilidad de que hoy llueva
dado que ayer llovié.

Los problemas clasicos de inferencia en los HMM se pueden resumir en encontrar:
(1) la distribucién marginal a posteriori del estado en un particular momento ¢
del tiempo, condicional a una secuencia de datos, es decir, p(z|y1.x). Si k < t, el
proceso de conoce como prediccién; si k = t, el proceso se conoce como filtering y;
si k > t, el proceso se suele referir como suavisamiento. (2) la verosimilitud p(y1.7);
(3) la trayectoria oculta mas probable argmax, _p(z1.7|y1.r). Los procesos filtering
y suavisamiento se abordan usando un algoritmo iterativo de dos pasos conocido
como forward-backward (Rabiner, 1989). La verosimilitud p(y;.7) se puede obtener
marginalizando la distribucién conjunta usada en el proceso filtering. La secuencia
mas probable de estados dada una secuencia de observaciones se encuentra me-
diante el algoritmo de Viterbi (1967). Las derivaciones del Cap. 4 estdn basadas
en los procesos filtering y suavisamiento, y en el algoritmo forward-backward, por
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lo que estos procedimientos se describen brevemente en los siguiente apartados.
Una revisién més completa se puede consultar, por ejemplo, en Rabiner (1989),
Bishop (2006) y Barber (2012). El problema de prediccién de los estados no es
abordado en esta tesis.

Filtering

Dada una secuencia de observaciones y los parametros del modelo, el objetivo
de filtering es calcular la distribucion de la variable latente al final de la secuen-
cia, es decir, se desea calcular p(z|y;.). La distribucién deseada se obtiene por
normalizacién de la distribucién conjunta marginal p(z;, y1.):

Pz ye) = Y p(2, -1, Yre—1, i)

Zt—1
= Zp<yt|y1:t—lu 2ty 2e-1)P(2e|Yr:e—15 2e-1)P(Yr—1, Ze-1)
zt—1
(por el supuesto de independencia condicional del modelo)

- Z (Yl ze)p(2e| 2e-1)P(20-1, Y1:e-1)

Zt—1

Definiendo a(z;) = p(2¢, y14):

alz) = plylz) Y plzlz-1)o(ze), t>1 (3.8)

Zt—1

a(z1) = p(z1,y1) = p(y1]21)p(21) (3.9)

Note que para calcular p(z;,y;,) directamente es necesario marginalizar sobre
todas las posibles secuencias de estados {z1,;_1}. En lugar de eso, se toma ventaja
de la independencia condicional implicada en el HMM para realizar el cédlculo
recursivamente, de manera que se puede encontrar a(z;) facilmente de a(z;_1).

Las probabilidades p(y:|z) y p(zt|zi—1) de (3.8) y (3.9) estan dadas por la distri-
bucién de emision y las probabilidades de transicion, respectivamente. El primer
término del lado derecho de (3.8) se conoce como corrector, y la parte de la su-
matoria como predictor. La distribucién condicional de la variable latente z; es
entonces proporcional a a(z):

p(2t|yre) oc a(z)
x ZP(yt|zt)p(2t|zt—1)p(2t—1|y1:t—1), t>1 (3.10)

Zt—1
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Y la normalizacién es tal que ) a(z) = 1. La distribucién p(2;1|y1..—1) incor-
pora toda la informacion previa observada. Su interpretacién es que representa
una nueva a priori modificada por z;, es decir, por la dindmica (de un paso en el
tiempo) del modelo. El término p(y:|2:)p(z¢|2:—1) se puede interpretar como una
varosimilitud; la a priori y la nueva evidencia de datos dan lugar a la posteriori
conjunta p(z, z;_1|y1.¢). En el siguiente paso, la a posteriori se convierte en la
nueva a priori, y asi sucesivamente. El problema de filtering se puede abordar efi-
cientemente usando un algoritmo recursivo conocido como forward, descrito mas
adelante.

Smoothing

El objetivo del smoothing es similar al de filtering, pero el interés ahora es sobre
la distribucion de la variable latente en cualquier punto ¢ de tiempo de la secuen-
cia, menor al tiempo w final. Es decir, se desea encontrar: p(z;|y1.,) (smoothed
posterior), tal que t < u. El método mas comin en la literatura de HMM para
encontrar la distribucion se conoce como parallel. Este consiste en separar la dis-
tribucion smoothed posterior en contribuciones del pasado y el futuro mediante la
distribucién conjunta marginal (Barber, 2012):

p(2t7 y1:T) = p(Zt7 Yi:t, yt+1;T) = p(Zt; ylzt)p(yt+1:T|Zt, ?Jl:t)
= p(2t, Y1) p(Wegrr|2e) = a(2)B(2)

El término «(z;) es la contribucién del pasado, y se obtiene por el procedimiento
recursivo forward anterior. El término (z;) es la contribucién del futuro, y se
puede obtener usando un procedimiento recursivo conocido como backward. Note
que z; separa el pasado del futuro. Los procedimientos forward y backward re-
cursivos son independientes por lo que se ejecutan en paralelo. Combinando los
resultados se obtiene la smoothed posterior de la siguiente manera:

p(yt+1:T|Zt) = ZP(%H, Yt+2:T5 Zt+1 |Zt)

Zt+1

= Zp(yt+1|yt+2:Ta 2415 20)P(Yer2.1s 2e41|21)

Zt+1

= Zp(ytJrl |2e41)P (Y27 | 2041, 20)P(2141]21)

Zt+1

= Z Wit ze41)PWevar | 2e1)p (2041 ] 20)

Zt41

B(z) = Zp(yt+1|zt+1>p(zt+l|Zt)5(zt+l)7 1<t<T

Zt+1
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donde: B(z;) = p(yer1.7]2¢) y B(2r) = 1. Entonces, la smoothed posterior estéd dada
por:

p(2tlyrr) = >, o(z) (=)

Por otra parte, en algunas aplicaciones es necesario muestrear la trayectoria con-
junta zy.r de la a posteriori p(z1.7|y1.7). Una manera préctica es usar la siguiente
representacion condicional (ver Fruhwirth-Schnatter, 1994):

T-1

p(zlzT|y1:T> = H p(zt|zt+1a N i) yl:T)p(ZT|y1:T> (311)
t=0

Para obtener (3.11) se comienza muestreando el estado zr de la marginal p(zr|y1.r).
Entonces, se muestrea hacia atras en el tiempo de las densidades condicionales

p(zlzeq1, -2 yr), t=T—1,...,0.

Algoritmo forward-backward

El objetivo de filtering es actualizar el conocimiento del sistema conforme el tiem-
po evoluciona y se adiciona una nueva observacion. Es decir, las observaciones se
incorporan en la secuencia de datos conforme van ocurriendo, y cada observacién
se traduce en informacion de la que se aprende antes de descartarla y considerar
la siguiente. Mientras el filtering estima la distribucion del estado en el tiempo
t de un HMM, con base en las observaciones recibidas hasta el momento ¢, el
suavisamiento estima la distribucion del estado a un particular tiempo ¢, dadas
todas las observaciones hasta algtin tiempo k posterior a t. La trayectoria estima-
da por suavisamiento tiende a ser mas suave, resultado de la informacion adicional
incorporada.

El algoritmo forward-backward es un algoritmo para inferencia en los HMM que
calcula las marginales a posteriori de todos los estados ocultos dada una secuencia
de observaciones. El algoritmo consiste en tres pasos: (1) calcular la probabilidad
forward de terminar en cualquier estado, dadas las primeras ¢ observaciones, esto
es, p(ztlyie), t = 1,...,T; (2) calcular la probabilidad backward de observar la
secuencia de datos restante, dado el estado en cualquier punto inicial ¢, esto es,
P(Yr1.7|2); (3) combinar (1) y (2) para obtener la distribucién de los estados en
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3.3. Modelos de espacio-estado

cualquier punto especifico del tiempo, dada la secuencia completa de observacio-
nes.

De manera concreta, considere a T una matriz de probabilidades de transicion,
E una matriz de probabilidades de emisién y O una matriz diagonal de proba-
bilidad de observacién, con elementos extraidos de E. Asumiendo un vector de
probabilidades de estados inicial 7y (¢ = 0), se calcula

fo.0 = mTOg

donde Oy, que se conoce como matriz de observacion, es una matriz diagonal que
contiene las probabilidades del evento observado al tiempo ¢ dado cada estado.
Este calculo se realiza forward en tiempo incorporando observaciones adicionales:

fO:t = fO:t—lr:[‘()t

fo.+ se interpreta como el vector de probabilidades forward no normalizado, con la
i—ésima entrada dada por: fo.(7) = p(y1.4, 2t = t|7). En cada paso, se introduce
un factor de escala ¢; tal que el vector probabilidades forward sume 1:

fo. = ¢; o1 TO, (3.12)

donde f():t,l es el vector normalizado del paso previo. Note que el producto de
los factores de escala es la probabilidad total de observar los eventos dados (la
secuencia observada hasta el momento t), con independencia de los estados finales:

t
p(ylzt|7r) = H Ck
k=1

Lo anterior implica que el vector de probabilidades escalado esta dado por:

£.(i fo.t(7) P(Y1a, 2 = i|m) '
fou (1) = - =plz = 1|Y1.4, T
0 [Tes et p(Yr:4|m) (2 = i[y1e, )

Es decir, la probabilidad escalada es la probabilidad de estar en el estado ¢ en el
tiempo .

Para calcular las probabilidades backward se asume que se inicia en un particular
estado i (z; = i). El interés es en la probabilidad de observar los eventos futuros
de ese estado, es decir:

be.r(i) = p(Yer1.7| 2 = 1)
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Debido a que el estado inicial se asume como dado, se comienza con:
brr=[111---]
y el vector (columna) de probabilidades backward se obtiene de:
b;_1.7(i1) = TO;byr (3.13)

Note que cada elemento ¢ del vector en (3.13) es la probabilidad de la secuencia
de eventos futuros, dado el estado inicial <. Normalizar este vector es equivalente
a encontrar la verosimilitud de cada estado inicial, dados los eventos futuros. Sin
embargo, es mas comun escalar el vector usando la misma constante ¢; de la

probabilidad forward:

by 1.1 = Ct_lTOtBt:T (3.14)
donde by representa el vector escalado previo. Note que:
~ b..~ (3
bt:T(i) - Tt.T(l)
| et

Y en conjunto, las probabilidades forward y backward permiten encontrar la pro-
babilidad total de cada estado a un tiempo ¢:

il oy = POz =dm)  f0a() bur()) _p
p(z = ilyrr, m) ol 7 o fo.(1) - brr(i)  (3.15)

La probabilidad en (3.15) se conoce como probabilidad smoothed. El numerador
£0.¢() - by (i) es la probabilidad de observar los eventos dados de manera que pasa
por el estado 7 al tiempo t. Al dividirlo por la probabilidad total de la secuencia
observada, se extrae la probabilidad de que z; = 7, es decir, la probabilidad de
encontrarse en el estado 7 al tiempo t. Estas probabilidades son ttiles para deter-
minar el estado mas probable en cualquier ¢. Sin embargo, note que la secuencia
de estados mas probables individualmente no produce la secuencia méas probable.
Esto se debe a que se calculan las probabilidades para cada ¢ independientes unas
de otras, y no se toma en cuenta las probabilidades de transicion entre estados. La
secuencia mas probable de estados que produce una secuencia de observaciones se
puede encontrar usando el algoritmo de Viterbi (1967).
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Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo de Paco y Sara, considere las siguientes matrices:

sol  lluvia]]
matriz de probabilidades de transiciéon (T)= | sol 0.8 0.2
| lluvia 0.4 0.6

(1) (2) 3)]
matriz de probabilidades de emisién (E)=| sol 0.4 04 0.2
| lluvia 0.3 0.1 0.6

Suponga que Paco tiene la siguiente secuencia de observaciones: y = {ver pelicula,
ver pelicula, café, pasear al perro}. En forma matricial, la probabilidad de observar
el evento j en el tiempo ¢ estd dada por: Oy = diag(E[, j]). Es decir, cada
elemento de la diagonal es la probabilidad del evento observado dado cada estado.
Por ejemplo, para j = 3 (ver pelicula):

donde t = 1,2 de acuerdo con las observaciones de Paco. Para calcular las proba-
bilidades forward, suponga que no se tiene informacion sobre el estado del tiempo
inicial (¢ = 0), por lo que se considera la siguiente a priori:

fO:O - (05 05)

De la Ec. (3.12):

; - _ 0.8 021102 0
fo1 = 1f0:0T03(1) =G 1(0-5 0.5) [ } [ }

04 06[|0 06
=c;1(0.12 0.24) = (0.333 0.667)

0.8 0.2] [0.2 0

fo.0 =c; "1 TO312) = ¢5'(0.333  0.667) 04 06 |0 06

=c,(0.107 0.280) = (0.276 0.724)

(0.8 0.2] [04 O
04 06/ [0 03

—c;1(0.2042  0.1469) = (0.5816 0.4184)

0.8 02104 0
04 060 0.1

—=c;1(0.2531 0.0367) = (0.8734 0.1266)

fos =c5 02T Oy 5 = ¢51(0.276  0.724)

i‘0:4 :C21%0;3T02(4) = 621(05816 04184) |:
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3.3. Modelos de espacio-estado

Note que ¢; = 0.36, co = 0.387, c3 = 0.3511 y ¢4 = 0.2898. Para obtener las
probabilidades backward se comienza con:

1.0
bas = [1.0}
De la Ec. (3.14):

bau = ¢ ' TOuybyy =3.451 [0S 02| |04 0 1'0] _ [1‘173]

0.4 0.6] [0 01]|1.0] = |0.759

U - (0.8 0.2] [0.4 0] [1.173] _ [1.199]
baa = ¢ TOwbsa =288 | 4 6] | 0 03] |0.750] = [0.924

- - (0.8 0.2] [0.2 0] [1.199] _ [0.782]
b1t = & TOs()b2sg =2.584 04 06] |0 06]|0.924] — [1.107

- - (0.8 0.2] [0.2 0] [0.782] _ [0.717]
boa = e TOsbua =278 |y o6) | 0 0.6] [1.107] = [1.281)

Los valores del vector b;_1.4,t = 4, ..., 1, no suman 1 porque se ha escalado usando
el factor ¢; obtenido en el paso forward. Como se menciond, las probabilidades
backward se pueden normalizar de manera que sumen 1; en tal caso, se interpretan
como la verosimilitud de cada estado al tiempo ¢, dadas las observaciones futuras.
Finalmente, se calculan las probabilidades smoothed de acuerdo con la Ec. (3.15):

) =fg.4 0 by = (0.8734 0.1266) « (1 1) = (0.87 0.13)
1) =fo.3 0 by = (0.5816  0.4184)  (1.173  0.759) = (0.68 0.32)
p(22|y1.4) —fo.0 0 Doy = (0.276 0.724) % (1.199 0.924) = (0.33 0.67)
1) =fo.1 0 by = (0.333 0.667) % (0.782 1.107) = (0.26 0.74)
p(z0|y1a) =for0 0 Boa = (0.5 0.5) % (0.717 1.281) = (0.36 0.64)
donde ”x”denota el producto elemento por elemento. Los valores obtenidos repre-
sentan las probabilidades de cada estado (sol, lluvia) a diferentes tiempos. Los

resultados dan evidencia de que el estado del clima mas probable para los dos
ultimos dias es soleado, mientras que para los primeros es lluvia.

3.3.2. Sistemas dinamicos lineales

Los HMM corresponden a modelos de espacio-estado en los que las variables la-
tentes son discretas, mientras que las variables observadas pueden ser discretas o
continuas. En cambio, si las variables observadas y las variables latentes son Gaus-
sianas, entonces se trata de un sistema dindamico lineal Gaussiano, o simplemente
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sistema dindmico lineal cuando no hay ambigiiedad. Adicionalmente, los sistemas
dindmicos lineales (LDS) puede ser de tiempo discreto, por ejemplo como los que
se caracterizan en Kalman (1960); West & Harrison (1997); Bishop (2006); Caron
et al. (2008); Petris et al. (2009); o de tiempo continuo, como los que define Kal-
man (1963) (aunque en este caso el espacio-estado es real-lineal-n-dimensional,
pero no necesariamente Gaussiano). Los LDS caracterizados en lo que resta de
este capitulo son Gaussianos y de tiempo discreto, y seran referidos como LDS;
sin embargo, esta misma clase de modelos se encuentran en la literatura como
dynamic linear models (DLM), por ejemplo en West & Harrison (1997) y Petris
et al. (2009).

Los LDS relacionan a un vector de observaciones y; de tamano (rx1),¢t =1,2,.. .,
con un vector de pardametros (estados) z; de tamanio (px1) a través de las siguientes
ecuaciones:

Y = Ct/Zt + wy, Wy ~ N[O, Rt] (316)
2y = Atzt—l + €, €t ~ N[07 Et] (317)

donde:

» C; es una matriz disefio conocida, de tamano (p X r)

» A, es una matriz de evolucién conocida, de tamano (p x p)

» R; es una matriz de covarianzas conocida, de tamano (r x r)
» Y, es una matriz de covarianzas conocida, de tamano (p x p)
= w; es el vector de error observacional, de tamano (r x 1)

= ¢; es el vector de error de evolucién, de tamafio (p x 1)

La ecuacién (3.16) se conoce como ecuacion de observacion y la ecuacion (3.17)
como ecuacion de evolucion o de estados. z; contiene los estados no observados
del sistema que se asume evolucionan con el tiempo de acuerdo con la matriz de
evolucién A;. Por convencion, la serie se desarrolla igualmente espaciada en tiempo
(Y1, Y2, - - .); sin embargo, este supuesto no es necesario. El cardcter dindmico del
modelo hace que este sea sélo localmente apropiado para cada t. En la ecuacién
(3.17), el modelo es apropiado en el tiempo ¢ hasta que y; es observada. Entonces
el modelo se actualiza con la nueva informaciéon. En cada actualizacion, adicional
a la observacién mas reciente, la nueva informacién puede consistir de informacién
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3.3. Modelos de espacio-estado

externa relevante; sin embargo, el modelo se considera cerrado a informacion de
este tipo (West & Harrison, 1997).

Adicionalmente, se asume que zg tiene distribucién Gaussiana con mqg y Sy como
los momentos a priori:

0 "~ N(mo, S()) (318)

El conjunto {Cy, Ay, Xt, Ri} representa los pardmetros del modelo (3.16)-(3.17),
donde cada uno de los elementos puede o no estar indexado por el tiempo. Las
secuencias de errores w; y e; son interna y mutuamente independientes, e inde-
pendientes de zy. Note que si no hay error de evolucién (e, = 0,3, =0) y A, = 1,
entonces el sistema dindmico se reduce a un sistema lineal estatico (z; = z para
toda t). Adicionalmente, si C} = (X4, ..., Xy,), donde X, 1., es una coleccién de
variables independientes al tiempo ¢, conocidas como regresores en el contexto de
regresion, el LDS definido por {I, Cy, ¥, R;} es un modelo de regresién dindmica,
con respuesta media p; dada por p; = Clzy = Zle 21 X En este caso, los estados
z; tienen la interpretacion de los coeficientes de regresion, es decir, representan la
contribucion de los regresores a los cambios en la media de la variable respuesta
y¢; estos coeficientes de regresion varian con el tiempo, contrario a un modelo de
regresion estatica.

La formulacion de un LDS puede ser vista como un caso especial de un modelo
jerarquico con tres niveles: las observaciones, descritas por la ecuacién de observa-
cion; el proceso de evolucién de los estados, descrito por la ecuacion de evolucion;
y los pardmetros que definen el modelo {A;, C;, ¥4, R; }. Adicionalmente, la formu-
lacion del modelo se puede extender a modelos no lineales y errores no Gaussianos,
y modelos espacio-temporales.

Los LDS tienen la misma estructura de independencia de los HMM dada en la Ec.
(3.6), por lo que la forma general de los algoritmos para inferencia es igual, excepto
que las sumatorias sobre las variables latentes se reemplazan por integrales. En
el paso forward se obtiene la probabilidad a posteriori de los estados z; dadas
las observaciones ¥1.4; las ecuaciones resultantes son andlogas a las obtenidas en
el HMM, pero se conocen como ecuaciones Kalman filter (Kalman, 1960). En el
paso backward, las ecuaciones analogas al término [(-) en el HMM se conocen
como ecuaciones Kalman smoother.

Debido a que un LDS es un modelo Gaussiano, la distribucién conjunta de todas
las variables, asi como las distribuciones marginales y condicionales implicadas,
son Gaussianas. De esto se sigue que la secuencia de variables latentes individuales
més probables es la misma que la secuencia latente més probable (ver Barber,
2012), por lo que no es necesario un algoritmo analogo al algoritmo Viterbi para
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LDS.

Kalman filter

El Kalman filter se usa para estimar el estado actual, z;, condicionado a las ob-
servaciones disponibles hasta el tiempo ¢, es decir, la distribucion de probabilidad
de interés es p(z|y1.). Esto se logra mediante un procedimiento recursivo forward
en tiempo que involucra dos fases: (1) antes de observar y, (prediccién) y; (2)
después de observar ¥, (actualizacién). Estas fases son consecuencia inmediata de
la aplicacién del teorema de Bayes:

p(zelyr) = (el 2, Yrie—1)P(2e|Y1:-1) . p(yel20)p(2e|y1:0-1)
t t) — —
fp(yt|zt7yl:t71>p(zt|y1;t71)d2t fp<yt’zt)p(zt|y1:t71>dzt

(3.19)

En la Ec. (3.19) la expresién del lado izquierdo, p(z¢|y1.¢), denota la distribucién
a posteriori de z al tiempo t. Del lado derecho, los términos del numerador repre-
sentan la verosimilitud y la distribucién a priori, respectivamente; el denominador
es un factor de normalizacion.

Para derivar el procedimiento recursivo se comienza asumiendo que en el momento
t — 1 el conocimiento que se tiene sobre z; esta dado por:

p(zec1|yri-—1) = N(fie1, Fi-1) (3.20)

Adicionalmente, note que la distribucion de probabilidad asociada con la fase de
prediccién estd dada por:

p(zt|y1.e-1) = /p<zt’2t—1)p(zt—1|ylzt—1)dzt—1 (3.21)

donde la distribuciéon de probabilidad asociada con la transicién de estados del
momento t— 1 al momento t es normal, con media A;z; 1 y matriz de varianzas >,
de acuerdo con la ecuacién de evolucion (3.17). Combinando las dos distribuciones

65



3.3. Modelos de espacio-estado

se tiene:

1
5 — Az 1) 2 (Zt - Atztfl)}

(Zt 1= fio) F (21 — ft—l)}dzt—l

ztE 2 — 2 JAST e — AN Az + zg_lA;Zt_lAtzt_l)}
(Zt iz = f P e — nglFt:ﬁftfl)}dZH
Zt ' Zt_l —Zt_lAt Zt }
Zt—1 —AQZt_l A%Et_IAt Zt—1
/ !/
Zt 0 0 Zt Zt 0 }
_ + _ dz_
LJ o ] [ L) Lt o
Zt ' E;l —Z;lAt Zt }
Zt—1 —A:‘/Z;l A;E;lAt -+ Ft:11 Zt—1

o { {} | Jso

De las propiedades de la funcion de densidad de probabilidad normal se sigue que
p(zt|y14-1) o< N(my, Si), donde my y Sy son tales que:

o

4

o
f_/H

| —

I
—
o
”

T

Si= (57" = ST AASTTA + B TTAS
= S S T A(AS T A + FL) TR fia

Es facil probar que la varianza S; se puede reescribir, por el Teorema de Woodbury,
como (Henderson & Searle, 1981):

S =%+ AF, 1A

Usando la identidad anterior y los resultados conocidos para la inversién de suma
de matrices (ver Henderson & Searle, 1981), m; se puede simplificar como:

= (S + A F,_ ANSTY AL — B, AN AT+ F A A) Y fioa
= AJI + F ASTTANT — F ASTYA(T + B AT A) Y
= {AfI + F 1 AST A — AR AT A fia

= Atft—l

Alternativamente, se puede usar directamente la ecuacién de estados (3.17) para
obtener los pardmetros de la densidad predictiva p(z|y1.¢—1):

E(zt|y1:i-1) = E(Azi—1 + edyri—1) = Arfioa
V(z|yri—1) = V(Aizi1 + eyra1) = AF, 1 A+ 5,
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Una vez que se observa y;, el objetivo es encontrar la distribucién a posteriori para
2. Introduciendo (3.16) y el resultado de (3.21) en (3.19):

P(yt|2t)p(2’t|y1:t—1)
2tlY1t) = x 2)0( 2| y1.—
P( t|y1.t) fp(yt|zt)P(Zt’y1:t—1)dZt p(yt| t)p( t|y1't 1)
1

1
X exXp { - 5(% - Ctlzt)/Rt_l(yt - ngt)} exp { - 5(751& - mt)'
St_l(zt — mt)}
1
X exp { — 5(1%/53;1% — YR 1Oz — 2,C Ry Yy + 2GRy Oz

ro—1 ro-1 ro—1 -1
+ 2,5, 2z +my S my — 2.5, my — myS, zt)}

!/

1 N _ .
cexp{ =3[z = (57 + R C)THCR g + 57 m)|

(S + GOl 20— (571 + CR MG G My + Sy m)|

+ ~(CyR; Yy + S my) (S 4+ CLR7IC)THC R My + S my)

— N =

- 5 Rglyt} (3.22)

De (3.22) se sigue que p(z¢|y1.) es N(fi, Fi), donde:

Ft = (S;l —+ CthilC;)il == St - StCt<C£StCt -+ Rt)ilczst (323)
ft = Ft(Cth_lyt + St_lmt) = My + StCt(OL{StOt + Rt)_l(yt — C’émt) (324)
Las segundas igualdades de las Ec. (3.23) y (3.24) se pueden verificar siguiendo los
resultados de Henderson & Searle (1981). Por otra parte, en muchas aplicaciones es

de interés conocer la distribuciéon predictiva para las observaciones, representada
por el denominador [ p(y:|z)p(2t|y1:—1)dz = p(yi|y1—1) en la Ec. (3.19). Esta
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distribucion se obtiene al integrar z; en (3.22):

1 o
/p(yt|2t)p(2t|y1:t—1)d2’t x /exp{ -3 [Zt — (St + CiRTC) T
(CyR; e + S;lmt)] (S;'+ CR7MCY) [zt — (S; 4+ CuRTC) THO R s + S;lmt)]

1 1
+ i(Cth_lyt + St_lmt)/(St_l + Cth_ICl:)_l(Cth_lyt + St_lmt) — éyZ‘Rt_lyt}dzt

]' / - — N — — — ]- ! >—
X exXp {g(Cthlyt + S{lmt) (St ! + Cth lCt) 1(Cth 1yt + St 1?7%) — itht 1yt}

1 —1 —1 / / —1,v —1 —1
_ Rt _ R R +
X exp {2 (Ct Yt + St mt) [St StC't( t + CtStCt) CtSt](Ct t Yt St mt)

L,
- §yz/€Rt lyt}
1
o exp {5 [yszlc‘;Stcthlyt +my S, S, Co R g+ yy Ry CLSS, my
— (y;Rt_lC't'StCt(Rt + C'éStCt)_lc'éStCth_lyt) — Qy;SRt_lC;StCt(Rt + CéStCt)_l

1
CLSiS7 me| = Syl e

o exp { - %yg :Rt‘l 4 R7VCIS,CU(R, + C1S,C) " OIS, C R — RyLCIS,CLR |y,
— YRy CUS,Cu(Ry + CLS,Cy) " Clmy + ngglogmt}

X exp { _ %yg :Rt — R7ACIS, [ — CY(Ry + CLS,CL) LS, Cth‘l} "
— YRy CUS,Cy(Ry + CLS,Cy) ™ Clmy + y;R,:lcgmt}

o exp { - %y; :Rt — RIS, (I + Cthlcgst)‘lcthl]yt

— YR ICIS,Cy(R, + CLS,Cy) " Clmy + y;R;I(J;mt}

! o

o exp { = S [ui(R+ CISIC) 2R — B CIS,CU R+ IS, 10, |
1 ! / ! — I

X exp { - §(yt — COimy)' (R + C15,Cy) 1(% - Ctmt)} (3.25)

Entonces, la distribucion predictiva de un paso, es decir, de un punto adelante en
el tiempo, es N(a, Q¢), donde:

Ay = C’émt
Q. = R, + C;S,C,

El filtro de Kalman permite calcular las densidades predictivas recursivamente.
Comenzando con zg|yo ~ N (fo, Fo) calcular p(z1|y1.1) y proceder de manera recur-
siva conforme se dispone de nueva informacién. Note que la media filter de la Ec.
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(3.24) es igual a la media de prediccién m; més una correcciéon dependiendo de qué
tanto la nueva informacion y; difiere de su predicciéon Cymy (y. —Cym; es el error de
pronéstico). El peso del término de correccién estd dado por S;Cy(CS:Cy + Ry) ™1,
que depende de la matriz de varianzas de las observaciones R; y de la varianza
S = V[Zt’ylzt—ﬂ-

La siguiente seccion ilustra las principales caracteristicas de un LDS con un modelo

de primer orden con varianzas conocidas. El desarrollo de modelos més generales
se puede consultar en West & Harrison (1997).

Ejemplo: LDS de primer orden con varianzas conocidas

Para cada t, el LDS de primer orden, caracterizado por {1, 1, R, ¥;}, se describe
de la siguiente manera:

Yt = ft + Wy, wy ~ N[0, Ry] (3.26)
pe = fli—1 + e, e~ N[0, 5] (3.27)
(10| Do) ~ N|fo, Fo) (3.28)

donde para toda t y s con t # s, w; y wg son independientes, e; y eg son indepen-
dientes, y w; vy es son independientes. Adicionalmente, los errores son indepen-
dientes de la informacién inicial. En esta formulacion, el nivel, u;, es modelado
como una caminata aleatoria: e; representa cambios puramente aleatorios en el
nivel entre el tiempo t — 1 y ¢. Note también que R; y X; son escalares y no
matrices, puesto que y; vy p; son escalares. Las ecuaciones (3.26), (3.27) y (3.28)
definen el modelo méas simple posible, referido cominmente en la literatura como
modelo estable (steady model). Para cada incremento de tiempo, las siguientes
distribuciones describen la actualizacién con respecto a la nueva informacién:
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3.3. Modelos de espacio-estado

Tabla 3.1: Distribuciones para el proceso de actualizacién: {1,1, Ry, >}

(a) A posteriori para p; (te—1|Y1:0=1) ~ N fi—1, Fyr—1]

(b) A priori para p: (telyr:e—1) ~ N[fi—1, 5]
donde St = Ft—l + Et

(c) Pronéstico de 1-paso: (Ye|y14—1) ~ Nlag, Q4
donde a; = f,_1 y Qi = S; + Ry

(d) A posteriori para py: (telyre) ~ N[ fe, F]
con f; = fiii +Vieyy Fy =V, Ry
donde V; = S;/(S; + Ry) = S¢/Qi vy et = ye — fra

La media de p|y;.¢ es calculada como la media previa corregida por el error de
prondstico, ponderado por V;, un valor entre 0 y 1 conocido como el coeficiente
adaptativo (West & Harrison, 1997). Para ver con mas claridad el papel de V;,
la media se puede representar como f; = (1 — V) fi—1 + Viy: que muestra a f;
como un promedio ponderado entre la estimacion a priori, f;_1, y la observacién
y¢. Entre mas grande sea la varianza observacional R; con respecto a la varianza
de la apriori de , S, entonces V; — 0, y la media de la distribucién a posteriori
esta mas concentrada cerca de la media de la distribucién a priori. Si V; es cercano
a 1, la a priori es menos informativa que los datos (o la verosimilitud).

En la Figura 3.3 se muestra el conjunto de datos del crecimiento del producto in-
terno bruto trimestral (Y) y el prondstico (f) suponiendo una caminata aleatoria
y asumiendo a R, y ¥; conocidas y constantes para toda t (es decir {1, 1, R, 3}, co-
nocido como modelo constante). Distintos valores de 3 fueron usados para ilustrar
el papel del coeficiente adaptativo en el prondstico. Los valores iniciales asumidos
en todos los casos fueron fy = Fy = 1y po se tomé de una N(fo =1,Fy=1). La
linea azul representa los valores observados, la linea roja la media a;, y las lineas
gris las bandas de confianza al 95 %, calculadas como es usual: a; + 1.961/Q;. En
(a) la varianza de evolucién, ¥ = 0.01, es muy pequena comparada con la varian-
za observacional, R = 1, lo que produce un valor muy pequeno para V; y como
consecuencia una media de pronéstico casi constante; en (b) hay més variacion en
el nivel p; debido a que la varianza X no es tan pequena comparada con R;y en
(c) X es dos veces R, lo que resulta en V; cercana a 1, dando mucho peso a cada
informacion adicional observada.
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bandas de confianza

(b)
Figura 3.3: Valores pronosticados y bandas de confianza de 95 % para el crecimien-
to del producto interno bruto en México. (a) X = 0.01; (b) ¥ = 0.5;

(c) ¥ =2. En todos los casos R = 1.

El caso particular V; = 1 para t > 2 corresponde a R = 0. Entonces f; = y; y el
modelo es de poca utilidad para prediccién. La distribucion de prondstico descrita
en la Tabla 3.1 corresponde a 1-paso, es decir, un punto en el tiempo mas alla de
t. Es importante considerar que este LDS es 1til sélo para prondsticos de corto
plazo, y particularmente en casos en los que la varianza de observaciéon, R;, es
considerablemente mas grande que la varianza del nivel, ¥, (West & Harrison,
1997).
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Kalman smoother

En analisis de series de tiempo es comun tener observaciones, y;, para un cierto pe-
riodo (t =1,...,T), y se desea reconstruir retrospectivamente el comportamiento
del sistema que generé las observaciones. Dicho de otra manera, el objetivo es en-
contrar las densidades condicionales de z|y;.7, t < T, para estimar toda la historia
de estados recursivamente backward en el tiempo. Estas densidades se obtienen
marginalizando z; de p(z, z¢41|y1.7):

p(zt|y1:T) = /p(znztﬂ\yl:T)dZtH = /p<zt+1’y1:T)p(Zt|Zt+laylzT)dZt+1

= /p(2t+1|y1:T>p(Zt’Zt+lyy1:t>d75t+1

Pl Zt+1|%2t, Y1:t) P\ 2| Y1:
= /p(ZtJrl‘yl:T) ( t+1’ : ylt) ( t|y1t)d2t+1
p(2t+1|y1:t)

Zer1 |20)p(2e |y
= /p(2t+1|y1:T)p( 1 12)p( t|y1't>dzt+1.
p(Zt+1|y1:t)

Se comienza suponiendo que p(zi1|y1.7) = N(byy1, Biy1). La distribucion p(zg41|2)
estd definida por la ecuacién de estados, de tal manera que p(z;11|2;) = N(Apr12t, Xir1)-
La distribucién p(z¢|y1.¢) es la obtenida en el filtro de Kalman y p(zi41|y14) =
N(myy1,Sia1) es la distribucion de prediceién de los estados en ¢ + 1, de acuerdo

con la Ec. (3.21). Entonces, de las propiedades de la distribucién Normal, p(z¢|y1.7)

es también Normal. Una manera facil de encontrar los parametros que la definen

es usar la ley de la esperanza total y la ley de la varianza total:

E<Zt|y1:T) = E(E(Zt|zt+17y1:T)|y1:T>
V(z|yir) = V(E(z) 241, yor) lyir) + E(V (2| ze01, vr) [ynr) -

Y la distribucién p(z;|z¢41,y1.7) se puede obtener como sigue:

p(Zt+1 ‘zt)p(zt|y1:t)
p(2t+1|y1:t)

1
X exp { — §(Zt+1 - At+12t),2;+11(2t+1 - At+12t)}
1
exp{ = S = LVF (5= 1)
1
x exp{ ~3 [ZQ(AQHZ;rllAtH + F Yz

- 22;(A2+1Et_+112t+1 + Ft_lft)] }

P(Zt|2t+17 y1:T) = X p<zt+1 |Zt)p(zt|ylzt)
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Por tanto,

V(2| 2e41, Y1m) = (A2+1E;r1114t+1 +F !
=F - FAL (S + At+1FtA:‘,+1)71At+1Ft
= F, — RA S A
E(zlze41, 1) = (Fy — EA;+1St_+11At+1E)(A;+1Zt_+112t+1 + Ft_lft>
= FAL S (S — Aen B AL )Y 2en
- FtA::+1St__~_11At+1ft + ft
= FA Sz — BAL Sihmen + fi
= fo+ FAL S5 (e — mun).

Entonces, la distribucién de interés p(z|y1.r) es N (b, B;), donde:

b = E(zlyrr) = E(E(z|ze00, yir)lyrr) = fi + Fi AL S (D — mug)
By = V(zilyrr) = V(E(2t| 2001, 1) Y1) + E(V (26| 2611, yaor) [y17)

= R A S B Sii A Fyr + Fy — RAL LS A Fy

= F + FtA;+1S;_11(Bt+1 - St+1)5;|_11At+1Ft

El Kalman smoother permite calcular z|y;.;r comenzando con zp|yy.r ~ N(by =
fr, Br = Fr) y después proceder backward en t. La Figura 3.4 muestra las medias
forward (f;) y backward (b,) para los datos del crecimiento del producto interno
bruto trimestral (Y) y el modelo definido por las Ec. (3.26)-(3.28), con {R; =
R,%; = X} para toda t. En la gréifica (a): {R = 1,X = 0.1}; en la gréfica (b):
{R = 1,% = 2}. Los valores iniciales fueron como en el ejemplo anterior, fo = Fj =
1. El ejemplo ilustra que las trayectorias estimadas por Kalman smoother tienden
a ser mas suaves que las obtenidas por el filtro de Kalman, esto como resultado de
la informacién adicional disponible. Entonces, si no se requieren estimaciones de
los estados al tiempo t instantdneamente, es conveniente utilizar las observaciones
posteriores disponibles para obtener una mejor estimacion.
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(b)
Figura 3.4: Medias forward, f, y backward, b, para el crecimiento del producto
interno bruto en México. (a) ¥ =0.1, R=1; (b) ¥ =2, R=1.

3.3.3. Sistemas dinamicos lineales con matrices de cova-
rianzas desconocidas

El modelo representado por las Ec. (3.16)-(3.17) asume conocidas las matrices
de covarianzas R; y X;; sin embargo, en la practica, raramente estas matrices son
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completamente conocidas. Un caso simple es suponer que Ry ¥t son desconomdas
solo por un factor de escala comun, es decir, R, = o 2R, y X = o2, con o>
desconocido y { Ry, Et} conocidos. Un clasico ejemplo para la matriz de covarianzas
del error observacional es R, = 021, donde I es la matriz identidad, y se elige una
distribucién a priori conjugada para 1/0? para llevar a cabo la inferencia. Es decir,
suponga que se satisface lo siguiente:

R, = 02Rt =2
Y= 02§~]t

Fy = 0’2FO
¢=1/0"

(20, 8) ~ NG(fo, Fo, o, Bo)-

La eleccién a priori para (zg,¢) como Normal-Gamma es conveniente para los
calculos. Se comienza suponiendo que

21, By ~ NG(fi1, By, a1, Bii).

Usando un procedimiento semejante al de la seccién anterior para encontrar
2t|y1.e—1, es facil verificar que z;, dlyr.4—1 es NG(my, Sy, w1, fi—1), donde

my = Atft—l
S’t == AtFt—lA; + it'

Entonces, 2z, d|y1 es NG(fi, ), o, By), donde:

E - St - gtCt(ngtCt + Rt)_lctlgt - gt - StCtQt_lcggt (329)

ft =my; + gtCtQ;l(yt — szt) (330)

Q= gy + g (3.31)
1 / ' A\— l

B = Br1 + 5(‘% — Cimy)' Q7 (ye — Cimy). (3.32)

Finalmente, asumiendo W; = (;/ay, la distribucién z;|y;.; se obtiene marginalizan-
do ¢ de z, ¢|y1.4. Es facil verificar que z|y1.e ~ Ton, (fi, Ft), donde Ty, (by, By) es una
distribucion t—student no estandarizada con « grados de libertad, y pardmetros
de localizacion y escala b; y By, respectivamente. En este caso, el parametro F;
esta dado por:

F, = EW,

75



3.3. Modelos de espacio-estado

Casos mas generales en los que la varianza del error observacional es estocastica y
dependiente del tiempo se pueden consultar en West & Harrison (1997). Cuando
el interés es muestrear de la distribucién conjunta condicional zq.7 |, y1.7, donde v
representa los parametros desconocidos presentes en la especificacion del modelo,
el algoritmo forward-filtering, backward-sampling (FFBS) de Fruhwirth-Schnatter
(1994), una versién del proceso recursivo de suavisamiento, es una aproximacion
eficiente para simular de esa distribucion.

Como se ha senalado, ¥; tiene un rol determinante en la estimacién de los estados:
si es grande, hay mucha incertidumbre en la evolucién de los estados y se pierde
gran cantidad de informaciéon al pasar de z;_; a z; es decir, la informacion de
z;—1 transmitida por las observaciones pasadas y;.;_1, es de poca relevancia en el
prondstico de z;, por lo que y; determina principalmente la estimacién de z|y; .
Entonces, resulta fundamental para el modelo determinar la magnitud de la matriz
de covarianzas »;. Una sugerencia practica es especificar la matriz ¥; usando un
factor de descuento (West & Harrison, 1997). El factor de descuento es facil de
entender cuando se asocia con la precisién en la prediccion del vector de estados.

En el filtro de Kalman, la incertidumbre sobre z;_; dados los datos y;.;_1 se resume
en la matriz de covarianzas condicional V' (z;_1|y14—1) = Fi_1; al moverse de z;_; a
z; mediante la ecuacion de estados z; = A;z;_1+¢€;, la incertidumbre se incrementa
de manera que V(z|y1.4-1) = S; = A F,_1 A, + %,. Entonces, si ¥; = 0, es decir,
si no hay error en la ecuacién de estados, se tiene V(z|y1.4-1) = AsFy 1A, = P,
El término P, se puede ver como una varianza a priori para el LDS dado por
{C}, A¢, Ry, 0}, esto es, un vector de estados sin cambios estocdsticos. Conforme
V(2z¢ly14—1) se incrementa (V(z|y1.-1) = P + ¢), X expresa la pérdida de in-
formacion de pasar de z;_; a z; debido al componente de error estocastico en la
ecuacion de estados; la pérdida depende de la magnitud de ¥; con respecto a P;.
Expresando ¥; como proporcion de P, se tiene:

1—-9
Et: 5

B, (3.33)

donde 0 € (0,1]. El caso § = 1 corresponde al modelo estético. De (3.33) se sigue
que S; = 1/0P;, con 1/6 > 1. El pardmetro § se conoce como factor de descuento,
debido a que descuenta o disminuye la precisién S; ' (aumenta la varianza) en una
proporcién ¢ mediante P . En la préctica, ¢ se elige entre 0.9 y 0.99; entre més
alto es el factor de descuento, el modelo es méas permanente en el sentido de que,
en cualquier momento ¢, no hay cambios estocasticos, y por tanto incertidumbre,
en la precisién asociada a z;, dado y;.4—1 (West & Harrison, 1997).
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3.3. Modelos de espacio-estado

Ejemplo: uso del factor de descuento

Para ilustrar el uso del factor de descuento considere de nuevo la serie de tiempo
del incremento del producto interno bruto (Y) trimestral de 1993 a 2015, modelada
por el LDS definido por las Ec. (3.26) a (3.28) con matrices R; y ¥; desconocidas,
tales que:

Rt = O'QRt = O'2
Zt = 0'2215.

Sea ¢ = 1/02 y (20, 0) ~ NG(fo, Fy, 0, o), con Fy = 0%Fy y pardmetros ag, o
de manera que F(1/¢) estima la varianza observacional o:

E(1/¢) = Bo/ (o0 — 1).

Los calculos de oy y f; se hacen recursivamente usando (3.31) y (3.32):

Oét:O[0+§

By = Po+ = Z C’mz Nil.

Se usaron como valores iniciales para la distribucién a posteriori de los estados:
fo =0, Fy = 10° (la varianza a priori debe ser muy grande si hay mucha incer-
tidumbre sobre la media a priori fy); y para la a priori de 0% ag = 2, By = 7,
tal que la estimacién inicial para la varianza observacional es 7. Se examinaron 4
modelos definidos por distintos valores del factor de descuento: 1.0, 0.9, 0.8 y 0.5.
La Figura (3.5) muestra los datos y las estimaciones filter de la Ec. (3.30), con
intervalos de probabilidad de 90 %. Note sobreajuste conforme ¢ disminuye.
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Figura 3.5: Valores filtering y bandas de confianza de 90 % para el crecimiento del

producto interno bruto en México con distintos valores del factor de
descuento. (a) 6 = 1.0; (b) § =0.9; (c) 6 =0.8; (d) 6 = 0.5.

3.4. Conclusiones

En este capitulo se describieron las metodologias para estudiar dos tipos de mo-
delos de espacio-estado: los modelos de Markov ocultos y los sistemas dindmicos
lineales. Uno de los principales problemas de interés de estos modelos es encon-
trar la distribucién marginal a posteriori de los estados, dada una secuencia de
observaciones. Este problema se aborda mediante un algoritmo iterativo conocido
como forward-backward. El desarrollo del algoritmo explota la estructura de in-
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dependencia del modelo. El paso forward estima la distribucion de los estados al
tiempo t, dada una secuencia de observaciones disponibles hasta t; el paso back-
ward estima la distribucion de los estados al tiempo ¢, pero considerando una
secuencia de observaciones que se extiende més alld de ¢. La trayectoria estimada
en el paso backward tiende a ser mas suave, como resultado de la informacion
adicional empleada.

La formulacién de los sistemas dinamicos lineales en la forma espacio-estado es
consistente con los modelos de regresion dinamica, esto es, modelos de regresién
en los que los coeficientes asociados a las variables independientes varian con el
tiempo. Esta formulacion es de gran utilidad para modelar series de tiempo no
estacionarias: es una alternativa a la metodologia tradicional que asume series de
tiempo estacionarias y permite describir adecuadamente la relacion entre variables
conforme el tiempo evoluciona. Sin embargo, los sistemas dindmicos lineales son
utiles solo para prondsticos de corto plazo, y en casos en los que la varianza de
observacion es mas grande que la varianza de los estados. Una manera préactica
de determinar la magnitud de la varianza de los estados es usando un factor de
descuento, un valor entre 0 y 1 que tiene el efecto de aumentar la varianza del
pronostico de los estados en una proporciéon igual al inverso de su valor, por lo
que entre mayor sea el factor de descuento el modelo es mas estable, en términos
de la incertidumbre asociada al pronostico de los estados.
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Capitulo 4

SLDS para problemas de
regresion

4.1. Introduccion

La naturaleza dinamica de muchos sistemas y procesos demanda que los modelos
usados para representarlos reconozcan la incertidumbre debida al paso del tiempo,
de manera que la forma del modelo pueda cambiar y adaptarse a diversas circuns-
tancias (West & Harrison, 1997). Considere la Figura 4.1. Las gréficas muestran
las mediciones en el tiempo de tres atributos (RKV, RKW, RWC) del érgano de
una planta. Los datos estan disponibles en la libreria segmented en R y fueron
usados por Mugeo (2008) para ilustrar el ajuste de modelos de regresién con re-
laciones lineales segmentadas. En cada atributo se puede apreciar una relacién
lineal entre la respuesta y el tiempo que se ajusta mejor por segmentos. En es-
te tipo de modelos de regresion en donde la relacion entre la respuesta y una o
mas variables explicativas son lineales por piezas, es decir, representadas por dos
o mas segmentos de lineas rectas conectadas, es de interés conocer los puntos de
quiebre (o de cambio) y las pendientes de la relacién. Sistemas més complejos, con
puntos de cambio llamados switch, son representados por alguna clase de sistemas
dindmicos lineales de cambio de régimen, que consisten en una combinacion de
los modelos de Markov ocultos con un conjunto de sistemas dinamicos lineales
que capturan la evolucién en el tiempo del proceso que genera los datos, identifi-
can los segmentos en los que las observaciones tienen caracteristicas en comun y
proporcionan estimaciones de tales caracteristicas.
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Figura 4.1: Mediciones en el tiempo del 6rgano de una planta.

Es comin que el comportamiento de muchos sistemas sea estructuralmente com-
plejo, y que no se pueda describir adecuadamente por un tinico modelo, pero que
se pueda aproximar mediante una secuencia de modelos de un conjunto de sis-
temas lineales. Es decir, el sistema dinamico se divide en segmentos, cada uno
modelado por un sistema dindmico lineal. Distintos segmentos pueden compartir
un mismo modelo, pero modelos de segmentos adyacentes difieren. Estos cambios
se pueden especificar de manera probabilistica con base en una variable latente,
de espacio discreto, que identifica el estado del sistema, llamado modo, en cada
segmento. Cuando la variable latente es un proceso de Markov de tiempo discreto,
el modelo se conoce como sistema dindmico lineal de cambio de régimen (SLDS).
Un SLDS es una extensién de los modelos de Markov ocultos (HMM), pero a
diferencia de estos, en los que se tienen observaciones condicionalmente indepen-
dientes dada la secuencia de modos, en un SLDS cada modo esta asociado con un
proceso dindamico lineal.

El objetivo del presente capitulo es desarrollar un modelo de regresion dindmica
para series de tiempo que identifique cambios de modo. El interés es motivado
principalmente por tres aspectos: (1) el andlisis de regresién es la herramienta
estadistica mas usada en la practica para investigar relaciones causales entre va-

81



4.1. Introduccién

riables; (2) las técnicas clasicas de andlisis de regresién de series de tiempo son
apropiadas para series estacionarias; sin embargo, en la practica, es comun enfren-
tarse con series no estacionarias. Una solucion frecuente es hacer transformaciones
a los datos para obtener una serie estacionaria. El costo asumido por esto es la
pérdida de informacion sobre el proceso que origina la serie, y posiblemente la
dificultad para interpretar los resultados; (3) los modelos de regresién con change
points (llamados también regimenes), esto es, en los que la relacién entre la varia-
ble respuesta y las variables explicativas es lineal por partes (por ejemplo la Figura
4.1), son relevantes en teorfa y en préactica. Se pueden encontrar en la literatura
diversas propuestas de métodos de estimacién y deteccién de change points (Chen
et al., 2011 discuten varios de ellos), pero la mayorfa asume conocido el nimero
de change points.

En estudios practicos, el modelo propuesto permitira tratar tres objetivos de in-
terés: (1) identificar los cambios de modo en la serie; (2) estimar el vector de
estados, esto es, los coeficiente de pendiente en analisis de regresion que cuanti-
fican el efecto que las covariables asociadas tienen sobre las observaciones; (3) el
ajuste de la serie de tiempo que se deriva de (1) y (2).

El capitulo esta organizado de la siguiente manera: el apartado 4.2 introduce al
SLDS, una generalizacién de los HMM que admiten espacios de estados continuos,
y en el que cada estado esta asociado con un proceso dindmico lineal. La seccion
4.3 define el HDP de la seccién 2.5.1 como a priori para el HMM, lo que permite
considerar un numero infinito de estados. Sin embargo, con la a priori HDP los
estados tienen distribuciones de transicion similares, por lo que un estado pue-
de transitar a cualquier otro con frecuencia, y siempre existe la posibilidad de
transitar a uno nuevo. Esto puede ocasionar grupos redundantes y muchos grupos
con poca informacién de datos. Una alternativa a este problema es introducir un
parametro que incrementa la probabilidad esperada de permanecer en un mismo
estado. El modelo, que se conoce como sticky HDP-HMM, es 1til para muchas
aplicaciones en las que es razonable asumir persistencia temporal en los estados.
La seccién 4.4 generaliza el SLDS para permitir describir una serie de datos me-
diante una relacién funcional con una o mas covariables, y hacer la ecuacién de
observaciones explicitamente dependiente de los modos. La propuesta es una ex-
tensién del trabajo de Fox et al. (2011a). Al menos dos ventajas se distinguen
en un modelo de regresion dindmico no paramétrico Bayesiano con respecto a un
método césico: (1) permite que el efecto del cambio de una variable sobre otra
evolucione con el tiempo; (2) permite inferir sobre el niimero de modos dindmicos.
El desempeno del modelo se examina mediante simulacion, y se ilustra con dos
estudios de caso: el tipo de cambio en México de 1970 a 2016, y los niveles de
ozono en dos estaciones de monitoreo de la Ciudad de México.
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4.2. Modelos de Markov ocultos y sistemas dinamicos lineales de
cambio de régimen

En analisis de regresion clasico de series de tiempo se requiere que las varia-
bles sean estacionarias para que se mantengan los resultados de los estimadores
de minimos cuadrados ordinarios. Con series no estacionarias es practica comin
calcular d diferencias entre observaciones consecutivas para obtener una serie es-
tacionaria de orden d. Sin embargo, si las variables son no cointegradas pueden
producir una regresion espuria. Probar la hipdtesis de que hay una relaciéon es-
tadisticamente significativa entre variables es equivalente a probar cointegracion
entre las series. Regresion espuria y cointegracion son descritos en la seccion 4.5.
La seccion concluye con un modelo de regresion lineal dinamica para explorar los
efectos de la inflacion y el crédito privado en el crecimiento econémico de México.
La seccion 4.6 presenta las conclusiones finales del capitulo.

4.2. Modelos de Markov ocultos y sistemas dinami-
cos lineales de cambio de régimen

En muchas aplicaciones es deseable poder predecir un valor en una serie de tiempo
dado un conjunto de observaciones previas. Intuitivamente, se espera que sea mas
probable que las observaciones mas recientes proporcionen mayor informacién en
predecir el valor futuro que aquellas mas lejanas en el tiempo. Esto nos lleva a
considerar los modelos de Markov, en los que se asume que la prediccién de un
valor futuro es independiente de todas las observaciones previas, excepto de la
mas reciente.

Como se senald en el capitulo 3, un modelo de Markov es un modelo estocastico
usado para modelar sistemas que cambian estocdsticamente, en el que se asume
que un estado en el tiempo ¢t + 1 depende sélo del estado en el tiempo ¢t y no
de lo ocurrido en cualquier otro tiempo previo. Extensiones de los modelos de
Markov se obtienen introduciendo variables latentes, por ejemplo, los modelos de
Markov ocultos (HMM), en los que las variables latentes son discretas, y modelos
dinamicos lineales, en los que las variables latentes son, generalmente, Gaussianas.

En los HMM estandar, el espacio de estados de la variable oculta es discreta,
mientras que las observaciones pueden ser discretas o continuas. Sin embargo,
los HMM pueden ser generalizados para permitir espacios de estado continuos;
por ejemplo, los modelos en donde el proceso de Markov asociado a las variables
ocultas es un sistema dinamico lineal (LDS).

Los LDS son ttiles para describir fenémenos dinamicos como series de tiempo
financieras (Kim, 1994; Carvalho & Lopes, 2007; West, 2013; McAlinn & West,
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2016), movimiento humano (Bregler, 1997; Pavlovi¢ et al., 2001) y riesgos me-
dioambientales (Conrad Lamon III et al., 1998; Huerta et al., 2004; Velasco Cruz
et al., 2012). Sin embargo, muchos fenémenos dindmicos complejos no son adecua-
damente descritos por un solo modelo dinamico lineal, pero se pueden aproximar
mediante cambios de modelos, en diferentes periodos, de un conjunto de sistemas
lineales. Estos cambios se especifican de manera probabilistica con base en una
variable latente de espacio discreto. Cuando la variable latente es un proceso de
Markov de tiempo discreto, el modelo se conoce como sistema dinamico lineal de
cambio de régimen (SLDS).

Un SLDS se puede ver como una extension de los HMM en el que cada estado esta
asociado con un proceso dindmico lineal. Es decir, dada la secuencia de estados,
los HMM tienen observaciones condicionalmente independientes, mientras que un
SLDS tiene un modelo dindmico lineal (ver Figura 4.2), lo que permite capturar
dependencias temporales mas complejas. De manera formal, un SLDS se puede
describir usando el siguiente conjunto de ecuaciones de acuerdo con el modelo de
Fox et al. (2011a):

2|21~ Ty

B = A(Zt)ﬁt—l + eEZt) (4.1)
Y = CBy +wy

donde B, € RT denota el estado oculto del LDS, e; es el ruido del proceso, y; es la
variable respuesta, y w; es el ruido de observaciéon. Se asume que egzt) ~ N (0, %)
y wy ~ N(0, R). En este trabajo se considera a 3, un escalar, pero puede ser tam-
bién un vector de observaciones, y w; una matriz de covarianzas. Los componentes
Ay C son los tipicos parametros del LDS, como en el capitulo anterior: la ma-
triz de evolucién (o de transicién) y la matriz disefio, respectivamente. E1 HMM
es un proceso de Markov discreto de primer orden, con variables de estado z,
llamadas modos', de un conjunto de K modos, y distribuciones de transicién n;,
j=1,...,K. El LDS y el HMM se relacionan mediante la dependencia que los
pardmetros A y ¥ tienen del modo z;. Aunque se ha asumido que el ruido de ob-
servacion y la matriz C' no dependen de z;, este supuesto se puede modificar para
permitir dependencia. La seccion 4.4 extiende el SLDS para permitir dependencia
de w; de z:. El capitulo 5 extiende la dependencia de las observaciones sobre z; a
través de la matriz diseno.

!Para diferenciar entre los estados ocultos z; y 3,, los estados HMM que indexan a los
parametros dindamicos son referidos como modos.
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Figura 4.2: SLDS de T pasos en el tiempo.

4.3. Modelos de Markov ocultos y procesos Di-
richlet jerarquicos

La Figura 3.2 y el modelo (3.4)-(3.5) de la seccién anterior representan a un
HMM como una cadena de Markov en el que una secuencia de variables de estado
discretas {z1, 29,..., 27} estd relacionada a través de una matriz de transicion,
y cada elemento y; de una secuencia de observaciones {yi,¥a,...,yr} se toma
independiente de las otras observaciones, condicionada a z;. Esto es esencialmente
un modelo de mezclas finito, en el que cada componente de mezcla corresponde a
un valor del estado. Sin embargo, un HMM involucra a un conjunto de modelos de
mezclas, uno para cada posible valor del estado. Esto es, el estado actual z; indexa
una fila especifica de la matriz de transicién. Las probabilidades de esa fila sirven
como proporciones de la mezcla para la eleccién del siguiente estado z;1. Dado
Zi11, la observacion ;.1 se toma del componente de mezcla indexado por 2.
Teh et al. (2006) proponen una variante no paramétrica del HMM, definiendo el
HDP como a priori para el HMM. Esto permite considerar un conjunto infinito
de estados, es decir, de modelos de mezclas, y garantiza que el soporte del DP en
cada fila de la matriz de transicién sea el mismo. El modelo que resulta se conoce
como proceso Dirichlet jerdrquico para modelos de Markov ocultos (HDP-HMM).

La Figura 4.3 ilustra la representaciéon que Teh et al. (2006) hacen del HDP-
HMM usando stick-breaking. La variable z denota los estados discretos del sistema,
distribuidos de acuerdo con 7. Por si misma, 7 se distribuye como un DP con
parametro de concentracion o y media A. La distribucién base A es un proceso
strick-breaking con parametro «v. Las observaciones, denotadas por v, t = 1,...,T,
son condicionalmente independientes dado z; y 6, donde 6 tiene distribucion H.
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El niimero de estados es infinito, y hay un pardametro 6 asociado a cada estado,
k=1,2... Esta descripcién es formalizada en el modelo jerarquico (4.2).

§ ¢

Figura 4.3: Representacion grafica de un HDP-HMM.

Go=>_ M, Ay ~ GEM(v)
k=1
Gj = Z’/Tjk(stgk 7Tj|Oé,)\ ~ DP(O{,)\)
k=1
0p|H ~ H (4.2)
Ztlztfb {'Nk}zozl ~ Tz g
yelze, {0z, ~ F(0s,)
donde k =1,2,..;5t=1,...,T; mj = [mj; mj2 ---], y GEM(:) hace referencia al
proceso stick-breaking. E1 HDP define una colecciéon de medidas de probabilidad
{G;} sobre el mismo soporte {61,605, ..., ...}, asumiendo que cada medida discreta

G es una variacion de una medida discreta global Gg. Especificamente, el modelo
jerarquico Bayesiano toma G; ~ DP(a, Gy), con Gy muestreada de DP(y, H) (Fox
et al., 2011a). Los HDP-HMM han mostrado utilidad en aplicaciones como speech
recognition (Teh et al., 2006), genética (Sohn & Xing, 2007) y musica (Hoffman
et al., 2008).

En el modelo (4.2), A se toma de un proceso stick-breaking con pardmetro de
concentracion v; A es la distribucién base del DP que produce a 7, para todos
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los estados (0 modos) ocultos (A se comparte entre todos los estados); 7 es una
distribucion multinomial correspondiente a cada estado oculto. Las distribucio-
nes multinomiales corresponden a una matriz de probabilidades de transicién en
un HMM. Esto significa que el HDP-HMM tiene matrices con dimensiones po-
tencialmente infinitas. Un estado oculto puede transitar a cualquier otro estado
estocasticamente, pero debido a que 7 no tiene un parametro de auto transicion,
es decir, de permanencia en un mismo estado, las transiciones a otros estados
ocurren frecuentemente. Dicho de otro modo, al definir 7; ~ DP(a, A), la a priori
HDP permite que los estados tengan distribuciones de transicion similares. Si-
guiendo las propiedades del DP, estas distribuciones de transiciéon son idénticas
en esperanza:

E(mje|A) = A (4.3)

La Ec. (4.3) precisa que la media de transiciéon desde cualquier estado al k—ésimo
estado es la misma, por lo que varios grupos pueden tener similares parametros de
emisién (grupos redundantes) y puede haber muchos grupos con poca informacién
de datos (el HDP-HMM permite considerar un ntimero infinito de estados).

Ejemplo: Se desea modelar con HDP-HMM valores diarios de un indice
bursatil. Los valores diarios son las observaciones y;; los estados z; identifican
condiciones de mercado que determinan propiedades, por ejemplo la volatili-
dad del mercado; estas propiedades son los valores de 6, de manera que F'(6.,,)
determina el comportamiento de ;. Dado el valor z; = j, las probabilidades 7;
son las probabilidades de transicion para la eleccién del siguiente estado, 241,
es decir, las condiciones de mercado en el tiempo ¢ + 1 dependen de las condi-
ciones prevalecientes en el tiempo ¢. El modelo establece dos hechos: (1) como
las probabilidades se distribuyen DP, siempre existe la posibilidad de transitar
a un nuevo estado; (2) la media de la distribucién de transicién de un estado
j a otro cualquiera no depende del estado 7, y no considera la permanencia en
un estado (E[mk|A] = A\ v E[mer| ] = Ax). Sin embargo, para el indice bursétil
es razonable asumir que las condiciones de mercado no cambian a diario, por
lo que este modelo no seria apropiado.

Una alternativa de solucion a los problemas que el HDP-HMM presenta en muchas
aplicaciones relacionadas a la del ejemplo anterior es la extension conocida como
sticky HDP-HMM (Fox et al., 2011b). La idea bésica es introducir un pardmetro
que incrementa la probabilidad esperada de permanecer en el mismo estado, o auto
transicion (self-transition), y colocar una distribucién a priori para ese parametro.
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4.3.1. Sticky HDP-HMM

El sticky HDP-HMM fue propuesto por Fox et al. (2011b) en una aplicacién de
speaker diarization, donde las grabaciones de audio se segmentan en intervalos de
tiempo asociados con speakers individuales y se identifica el niimero de speakers.
Un aspecto clave de speaker diarization es que generalmente un individuo repi-
te su participacién (speech) en miiltiples intervalos de tiempo disjuntos. Resulta
entonces natural en esta aplicacién considerar los estados ocultos como corres-
pondientes a los speakers. Adicionalmente, el objetivo es identificar el nimero de
speakers y la transicion entre ellos, y el HDP-HMM tiende a cambiar rapidamen-
te entre estados redundantes. Al incorporar un parametro de auto transicion es
posible modelar la persistencia temporal de estados. Otros trabajos también han
propuesto parametros auto transicién para HMM con espacios de estado inifini-
to (Beal et al., 2002; Sohn & Xing, 2007). La descripcién presentada aqui es la
propuesta por Fox et al. (2011b).

Como se menciond en la secciéon anterior, al definir la distribucién de transicién
como un DP (7; ~ DP(a, \)), la a priori HDP permite que los estados tengan
distribuciones de transicién similares (Ec. (4.3)). Sin embargo, en muchas apli-
caciones es razonable suponer que los cambios dindmicos ocurren lentamente y
que hay una alta probabilidad de persistencia en los estados. Para tratar con los
inconvenientes del HDP-HMM, Fox et al. (2011b) propusieron muestrear m; como:

Aly ~ GEM()
a + /435]')

milo, Ky A~ DP(O[-}-R,
o+ K

donde GEM() es un proceso stick-breaking; 6; = 1 para el pardmetro corres-
pondiente a la auto transicién, y §; = 0 de otro modo; (X + kd;) indica que
una cantidad x > 0 se agrega al j-ésimo componente de aX. Esto incrementa la
probabilidad esperada de una transiciéon hacia el mismo modo en una cantidad
proporcional a k. Es decir,

o K .
E(Tr]k|)\, KJ) = C)é—‘—/i)\k—f_ Oé"—/{é(j’k)’

donde 0(j, k) denota la delta de Kronecker. Debido a que el valor x incrementa
E(mj;|\), este modelo se denomina sticky HDP-HMM. Cuando k = 0 se regresa
al original HDP-HMM de Teh et al. (2006).

El sticky HDP-HMM extiende la metafora del CRF de Teh et al. (2006) a res-
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taurantes con clientes leales para ilustrar el proceso. La representacion se conoce
como franquicia de restaurant Chino con clientes leales, y puede consultarse am-
pliamente en Fox et al. (2011b).

4.3.2. HDP-SLDS

La seccién 4.1 describe un SLDS mediante un modelo jerarquico de cuatro niveles:
las observaciones, descritas mediante una relacion lineal con una variable de estado
oculta a través de la ecuacion de observacion; el proceso dinamico o de evolucion
de los estados, descrito a través de la ecuacion de evolucion; los parametros que
definen al modelo; y la variable latente que indexa a dichos parametros para espe-
cificar cual modelo, o modo, del conjunto de SLDS sera usado, descrita mediante
una dinamica de transiciéon que satisface la propiedad de Markov. La inferencia
en un modelo SLDS implica determinar la distribucién a posteriori de los estados
dindmicos y modos HMM ocultos dada la secuencia de observaciones; es decir, el
objetivo es encontrar p(3.7, z1.7|y1.7). Si el modelo no tuviera cambios de modo
(switch), la inferencia sobre 3., dado y;.7 usando LDS seria andliticamente facil
y computacionalmente manejable. Sin embargo, la presencia de la variable latente
z hace complicada la inferencia. Aunque la derivacién algebraica de la distribu-
cién es facil, el tamano de las mezclas incrementa exponencialmente con ¢, lo que
hace intratable la implementacién numérica (ver Pavlovié¢ et al., 2001; Oh et al.,
2008; Barber, 2012).

Se encuentran en la literatura muchos esfuerzos por derivar métodos de inferencia
eficientes sobre los pardmetros de un SLDS como el dado en (4.1); sin embargo, la
mayoria asume que el nimero de modos es conocido (Pavlovié et al., 1999, 2001;
Oh et al., 2008) o bien se modela la serie de tiempo con el objetivo de detectar el
nimero y localizaciéon de los cambios de modo con técnicas conocidas como seg-
mentation o changepoint detection, en las que cada segmento o cambio de modo
se considera como un nuevo modo nunca antes visitado (Fearnhead, 2005, 2006;
Xuan & Murphy, 2007). Un planteamiento més robusto para aprender de un mo-
delo SLDS es el de Fox et al. (2011a); los autores proponen una aproximacién no
paramétrica Bayesiana que permite inferir sobre el niimero de modos dinamicos
y sobre los componentes del vector de estados, al tiempo que permite regresar
a comportamientos dindmicos (modos) anteriormente observados. La propuesta
extiende la formulacién del HDP-HMM de Teh et al. (2006) para SLDS, conside-
rando un sticky en la distribucién de transicién de los modos que incrementa la
probabilidad esperada de permanencia en un modo en una cantidad proporcional
al sticky (ver Seccién 4.2.1). El sticky HDP-HMM se usa como a priori del proceso
de Markov {z:}. El modelo que resulta se conoce como HDP-SLDS. Las Ec. (4.4a)
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y (4.4b) describen el proceso, y la Figura 4.4 ilustra la representacion.

®_

Figura 4.4: Representacion grafica de un HDP-SLDS.

Go=>_ My, Aly ~ GEM(v)
k=1
= a + Ko,
Gj; = kz:;ﬂjk%k mjlo Ky A~ DP<Q+I{, ﬁ)
Or|H ~ H (4.4a)

Zt‘zt—h{ﬂ_k}zozl ~ Tz 1
By :A(Zt)/gtfl + ezEZt)

donde k =1,2,..;t=1,....,T;y mj = [mj; mj2 ---] es generada de un DP con
parametro de concentracién « + k; Kk es un parametro de auto transicién, que
incrementa la probabilidad esperada de transicién de un estado hacia si mismo
y H es una medida base apropiada para los pardametros dinamicos del modelo
0 = {A® $®1 . Los pardmetros v, A y las medidas Gy y G son las mismas de
la Ec. (4.2). El modelo (4.4b) es el SLDS (4.1) y se puede extender para que C'y
wy estén indexados por z;.

Para inferencias basadas en el modelo (4.4a)-(4.4b), Fox et al. (2011a) propusieron
un algoritmo del tipo muestreo Gibbs por bloques (ver Ishwaran & James, 2001)
que acelera el proceso de muestreo. El algoritmo itera entre el muestreo de la
secuencia de estados (3,.; y, condicionados a 3,.;, el muestreo de la secuencia
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de modos z;.7, del conjunto de parametros dinamicos y de parametros del sticky
HDP-HMM.

4.4. Regresion con SLDS

En muchas aplicaciones es de interés describir el comportamiento de una serie
de datos a través de una relaciéon funcional con una o maéas series de variables
observadas. Por ejemplo, podria ser de interés el efecto de la temperatura del aire
en la temperatura del agua (Velasco Cruz et al., 2012); el efecto de la inflacién
y el desarrollo financiero sobre el producto interno bruto (Tinoco Zermeno et al.,
2014); el efecto de las intervenciones del banco central en la volatilidad del tipo de
cambio (Hung, 1997; Huang, 2007; Mondal, 2013) o; el efecto de la temperatura
en la concentracién de ozono (Huerta et al., 2004). En este contexto, los modelos
de regresion representan una importante herramienta estadistica para el estudio
de relaciones causales de una variable, cominmente llamada regresor o variable
explicativa, sobre la variable de respuesta o dependiente.

En la practica, la construccion de modelos es guiada por ciertos objetivos especifi-
cos al problema bajo estudio. Para algunos propédsitos un modelo estatico podria
ser satisfactorio, pero podria ser inadecuado para describir relaciones cambiantes
entre las variables conforme el tiempo transcurre. Los modelos dindmicos agregan
flexibilidad en la modela