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DISENO EXPERIMENTAL PARA UNA MEZCLA DE ¢ COMPONENTES Y n VARIABLES DE
PROCESO PARA INVESTIGAR LAS PROPIEDADES REOLOGICAS DE GELES DE PECTINA

Christian Israel Ponce Guerrero, Mtro.
Colegio de Postgraduados, 2016.

El problema de modelar una o varias respuestas dentro de un espacio con alta dimensionalidad
requiere disefiar un plan de muestreo que logre captar eficazmente las irregularidades en el espacio.
Recientemente, el proceso Gaussiano arbolado ha sido utilizado en experimentos por computadora
para ajustar modelos estadisticos cuya estructura de correlacion varia dentro de un hipercubo en el
que todos los factores son independientes. En este trabajo, se utilizd una variacion del algoritmo
NTLBG para generar disefios experimentales uniformes dentro del hipercubo I* y dentro de tres
Simplices. Se utiliz6, ademds, una transformacién para mapear los puntos dentro de cada Simplex
hacia el espacio euclidiano. De este modo, el espacio experimental es una combinacion de un
hipercubo de cuatro dimensiones y tres Simplices, i.e., I* x Ty x T x T», que se mape6 al hipercubo
I’ para el andlisis.

Por otro lado, se compar6 un enfoque infeligente basado en Active Learning Cohn (ALC) para
hacer crecer el disefio experimental inicial con base en los resultados, en un proceso iterativo de
experimentacion/simulacién-andlisis, contra un enfoque estdtico con un tamaiio inicial que igual6
al del enfoque inteligente en cada iteracion.

Los resultados obtenidos sugieren que es conveniente comenzar con un disefio muy pequefio,
i.e. ngp = 20, y anadir nuevas corridas experimentales en las regiones de mayor incertidumbre, en
lugar de comenzar con un disefio experimental de mayor tamafio nyg >> 20. En la préctica, un
disefio experimental de tamafio 150 podria considerarse excesivamente grande, pero si se consi-
dera que el espacio experimental tiene 9 dimensiones independientes (12 dimensiones en total),
esta metodologia es mucho mas eficiente que la utilizada en disefios factoriales fraccionales, pues
explora cada variable en un nimero mayor de niveles con un nimero reducido de experimentos.

Finalmente, dada la naturaleza estocdstica de la exploracion de la distribucidn a posteriori de
los pardmetros, es necesario permitir una exploracion exhaustiva en busca del arbol con maxima
densidad a posteriori.

Keywords: Proceso Gaussiano arbolado, Disefio de experimentos, Experimentos con mezclas,
Disefio uniforme, NTLBG, ALC
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EXPERIMENTAL DESIGN FOR A MIXTURE OF g COMPONENTS AND n PROCESS VARIABLES IN
ORDER TO MODEL THE RHEOLOGICAL PROPERTIES OF PECTIN GELS

Christian Israel Ponce Guerrero, Mtro.
Colegio de Postgraduados, 2016.

The problem of fitting a statistical model in a high-dimensional space requires a sampling plan
that effectively captures the irregularities in the space.

Recently, the treed Gaussian Process has been succesfully used in computer experiments where
the asoumption of stationarity in the correlation structure between independent factors is inadequa-
te.

In this work, we used a variation of the NTLBG algorithm in order to create uniform designs
in the hypercube I* and in three Simplices. Moreover, we used a transformation to map the vectors
from each Simplex onto the Euclidian space. Thus, the experimental space is a combination of a
four-dimension hypercube and three Simplices, i.e., I* x T x T» x T», mapped onto the hypercube
I? for analysis.

On the other hand, we compared an intelligent approach based on Active Learning Cohn (ALC)
to grow the initial experimental design based on the results, in an iterative process of simulation-
analysis, against an static approach where the initial size of the experiment matches that of the
intelligent approach in each iteration.

Results suggest that it is preferable to start with a design of a smaller size of ng = 20, and to
grow it intelligently by adding additional runs in the regions where uncertainty is greater, rather
than start with a uniform design of a bigger size ng >> 20.

In practice, an experimental design of size > 150 could be deemed excesively big but, con-
sidering that the experimental space has 9 independent dimensions (12 dimensions in total), this
methodology is way more efficient than fractional factorial, because it explores each variable in a
greater number of levels with a reduced number of experiments.

Finally, given the stochastic nature of the exploration of the a posteriori distribution, it is ne-
cessary to allow an exhaustive exploration to search for the maximum a posteriori (MAP) tree.

Keywords: Treed Gaussian Process, Design of experiments, Experiments with mixtures, Uni-
form design, NTLBG, ALC
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Capitulo 1

Introduccion

En el contexto de este trabajo, una mezcla se define como la combinacién de dos o mds ingre-

dientes (en lo sucesivo, componentes) en proporciones que simbolicamente se dan por
X={(x1,x2,...,%); 0< i <xi<u; <1, 5, €R,i=1,2,...,q; i,g € N}

donde ¢ es el niimero total de componentes sujetos a por lo menos una restriccion lineal, tal como

.)q: x; = 1, que define un espacio conocido como Simplex; [; y u; son los limites inferior y superior
ld_ell i-ésimo componente. Dado que las proporciones de los g componentes siempre suman una
constante, la proporciéon de todos los componentes no se puede definir arbitrariamente, ya que
cada una de ellas depende de la proporcién de los demds componentes.

En la industria alimenticia y farmacéutica, entre otras, el desarrollo de un nuevo producto, o
su reformulacién, parte de una receta o mezcla inicial (existente o tedrica). Los componentes de
la mezcla pueden o no tener una funcién tecnolégica, como los aditivos, coadyuvantes, etc., que
producen caracteristicas deseables en el producto final. Es comutn que dichos componentes estén
sujetos a otras restricciones adicionales, como por ejemplo limites de aplicaciéon que pueden ser
establecidos ya sea por la normatividad vigente, por la aplicacion tecnoldgica o por la toxicidad.

Por ejemplo, la Norma CODEX STAN 296-2009 para los confituras, jaleas y mermeladas es-
tablece que el contenido de fruta utilizada como ingrediente en el producto terminado no debe ser
menor a 45 % en general a excepcion de algunas frutas. Ademds, los sélidos solubles para confi-
turas, jaleas y mermeladas de agrios, como productos terminados, debe estar en todos los casos
entre 60 y 65 %, o superior. Asimismo, para las mermeladas de frutos citricos, la cantidad de fruta
utilizada como ingrediente en el producto terminado no debe ser menor al 30 %, y el contenido de
sOlidos solubles debe estar entre 40 y 65 %, o menos. Por otro lado, la Norma CODEX STAN 192-
1995 para los aditivos alimentarios establece que la pectina no tiene un limite de aplicacién salvo

un par de excepciones. Sin embargo, por sus propiedades espesantes y gelificantes, es preferible



utilizarla hasta un maximo de 2%p/p en confituras, jaleas y mermeladas.

Crear un producto con caracteristicas deseables como resultado de una mezcla se reduce a mez-
clar los componentes en proporciones adecuadas; sin embargo, en ocasiones también es necesario
estudiar el efecto de otros factores que no necesariamente forman parte del producto pero que par-
ticipan durante el proceso de su fabricacion, como pueden ser la temperatura, presion, tiempo, pH,
etc. En este contexto, a estos factores se les denomina “variables de proceso” y definen el “espacio
factorial”. Por lo que ahora se identifican dos espacios, uno definido por el Simplex y otro por el
factorial.

La exploracién conjunta de los espacios Simplex y factorial, con el objetivo de identificar una
regién donde se obtendrd un producto con caracteristicas Optimas para su uso o aplicacion, se

podria realizar mediante uno de los siguientes enfoques:

Ensayo y error: este enfoque es quizds el mas comtn y el menos recomendable. Este consiste en
confiar en la experiencia del formulador para que, con base en dicha experiencia, se vaya
ajustando iterativamente las proporciones de las mezclas y las variables de proceso hasta
encontrar las condiciones Optimas. Este enfoque es poco recomendable porque es meramente
subjetivo, no garantiza que se encuentre una region Optima y casi nunca explora todo el
espacio, por lo que en caso de encontrar una region dptima, esta podria no ser la tnica ni la

mejor.

Basada en teoria estadistica: este enfoque usa la ‘Metodologia de superficie de respuesta’ como
un medio mas objetivo, ya que utiliza secuencialmente disefios de experimentos para ajustar
modelos lineales y, con base en los resultados obtenidos en cada ensayo, se determina en
qué direccion se debe ajustar las mezclas y las variables de proceso para alcanzar una regién
Optima. Debido que estos experimentos son un tipo particular de experimentos factoriales,
es claro que conforme el nimero de componentes y de variables de proceso se incrementa, el
nimero de experimentos en cada ensayo también se incrementa rapidamente. Ademds, dado
que la exploracion del espacio es secuencial y depende del punto de partida, la regién ptima

encontrada podria corresponder a un 6ptimo local y no necesariamente seria la mejmﬂ

Debido a que ninguno de estos enfoques ha dado respuesta objetiva y general a los problemas
donde se manejan mezclas, es necesario plantear una metodologia experimental adecuada que
permita ajustar modelos estadisticos que describan la(s) respuesta(s) de interés dentro del Simplex
y el espacio factorial, de un modo eficiente y exhaustivo con la finalidad de encontrar regiones de
interés dentro de dicho espacio.

El presente trabajo consiste en proponer una metodologia experimental para explorar exhausti-

va y eficientemente el espacio definido por la proporcién de los componentes de un gel de pectina,

'Mejor en el sentido de variabilidad y tamaiio de la regién
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asi como la fuerza idnica y el pH como variables de proceso, con la finalidad de determinar uno o
mads modelos estadisticos que relacionen los componentes de la mezcla y las variables de proceso

con las respuestas de interés.



Capitulo 2
Antecedentes

En la literatura cldsica (Fang et al., 2005; Santner et al., [2003)) sobre disefio de experimentos
por computadora, el modelo estadistico preferido como modelo sustituto o meta-modelo de los

simuladores mas complejos es el proceso Gaussiano. Este modelo tiene las siguientes ventajas:
1. Es un modelo conceptualmente sencillo.
2. Permite incluir ficilmente conocimiento a priori a través de la estructura de covarianzas.
3. Permite estimar intervalos de confianza con menor incertidumbre.

Todas estas son propiedades deseables en un modelo; sin embargo, (Gramacy and Lee| (2008al)

mencionan que el Proceso Gaussiano tiene las siguientes tres desventajas:

1. La inferencia sobre el proceso Gaussiano escala deficientemente con el nimero de puntos
N en el disefio experimental P, requiriendo tipicamente tiempos de O(N?) para calcular la

matriz inversa de la matriz de covarianzas de dimension N x N.

2. La suposicion de estacionalidad del proceso Gaussiano dentro de todo el espacio es una
suposicion muy fuerte; en muchas aplicaciones reales no es posible modelar uniformemente
la incertidumbre, debido a que algunas regiones tenderdn a mostrar mayor variabilidad que

otras.

3. El error de prediccion estimado de un modelo estacionario no depende directamente de la
respuesta observada localmente; el error de prediccidén en un punto depende de la distancia
entre observaciones, dando mds importancia a las observaciones cercanas; también de una
medida global del error que utiliza todas las discrepancias entre las observaciones y las

predicciones sin considerar la distancia desde el punto de interés.

4



Todas estas deficiencias se pueden abordar creando particiones del espacio B de las variables
de entrada y ajustando procesos Gaussianos estacionarios distintos dentro de cada regién (Kim
et al., 20035)). Al crear particiones, se tiene un mecanismo sencillo para ajustar procesos Gaussianos
no estacionarios y asi aliviar cargas computacionales debido a que se ajustan modelos con menos
datos. En la Seccion se trata este tema con mads detalle.

Para disefiar un experimento con el objetivo de ajustar una superficie de respuesta o estimar
I = [ f(u)du mediante algin método numérico, ciertas propiedades son deseables en el conjunto
de puntos P. Por ejemplo, siempre es deseable que el experimento sea fécil de construir, que N
(el tamafio del conjunto P) pueda crecer, que se pueda proyectar en k < s dimensiones sin que
haya repeticion de puntos, y que el error de la estimacion sea lo mas pequefio posible, entre otros.
Précticamente, existe una infinidad de formas de seleccionar un conjunto de puntos dentro de la

region de interés, porque conceptualmente los puntos se definen como:
P={x1,...,X,: X, € BCR 1 <seN,i=1,...,n}

El conjunto 2 corresponde a las condiciones en que se ensayarian los experimentos.

Supongamos que se desea desarrollar un nuevo producto o que es necesario optimizar la formu-
lacién del mismo, asi como las condiciones del proceso, sin restricciones en el nimero de corridas
experimentales que se pueden realizar. Por un lado, si se considera sélo las variables correspondien-
tes al proceso de fabricacion, desde un enfoque clasico del disefio experimental y de la metodologia
de superficie de respuesta, probablemente se seguiria un enfoque secuencial, partiendo de un dise-
o factorial ortogonal de tamafio fijo y ajustando en cada iteracién las condiciones (niveles de los
factores) en busca de las condiciones dptimas. Por otro lado, si se considera s6lo los componentes
de la formulacién, Cornell| (2002) proporciona un compendio de disefios experimentales estdndar

con mezclas que podrian ser usados.

Cuando es necesario considerar las variables de proceso junto con los componentes de la for-
mulacién, se puede utilizar una combinacién de disefios factoriales y disefios para mezclas. Al
combinar ambos tipos de disefios el niimero de corridas experimentales crece de manera exponen-
cial con el niimero de variables y resulta practicamente imposible correr un experimento factorial.
Ademads, en caso de que alguna de las variables del proceso resultara no significativa, al colapsar el
disefio en un menor ndmero de dimensiones, debido a la naturaleza del disefio factorial, se tendria
repeticiones en los niveles de las variables restantes, y por lo tanto el disefio resultaria ineficiente.
(Santner et al., 2003, Pag. 125)

Es por lo anterior que es necesario buscar alternativas a los disefios experimentales cldsicos
para explorar de manera eficiente el espacio experimental B, definido por las variables de proceso

y los componentes de la formulacién.



A continuacién se introducen las bases necesarias en que se fundamenta una alternativa que sera
utilizada para la exploracion de espacios ortogonales y no ortogonales. Se presentan los métodos

numéricos conocidos como métodos Monte Carlo y métodos Cuasi-Monte Carlo.

2.1. Meétodos Monte Carlo

La aplicacién de métodos Monte Carlo a los disefios experimentales depende principalmente
de la generacion y la seleccion de los puntos en donde se simulardn las muestras. Las ideas para la

seleccion de un conjunto de puntos en el disefio experimental
P={X1,...,Xp; X, € ’;}1 < s €N}

donde I* = [0,1]* es el hipercubo unitario cerrado de dimension s, se toman del método Monte
Carlo que fue desarrollado por Metropolis and Ulam| (1949)) para la aproximacion de integrales de
alta dimensionalidad en un dominio B C R?, y que satisface 0 < A;(B) < oo, donde A, denota la

medida de Lebesgue en s dimensiones:

[ Fwdu=2(8) [ sdu=2(B)E) @
B B

donde E(f) es la esperanza matematica de la variable aleatoria f; el espacio B se convierte aqui

en un espacio probabilistico con medida de probabilidad du = du/As(B).

Tipicamente, cuando se dispone de realizaciones de la variable aleatoria f, el problema de
integracion numérica se reduce al problema de aproximar una esperanza matemdtica. Se utiliza
la media muestral como una aproximacion de la esperanza, que es insesgada y presumiblemente
de minima varianza. Sea f una variable aleatoria en un espacio probabilistico arbitrario (A, 4,1).
La estimacion Monte Carlo de la esperanza E(f) se obtiene tomando una muestra de N puntos

independientes ay,...,ay € A con distribucion dA y tomando

1 N
E(f) =~ X flan). (2:2)
n=1

La ley fuerte de los grandes nimeros garantiza que este procedimiento converge casi en todas

partes (c.t.p).

. -
kﬁﬁgﬂw—ﬂﬂkmﬁ
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Al sustituir[2.2]en la aproximacion Monte Carlo resulta en

As(B) &
[ rwans2 Y s, @3)
B N n=1
X, €B
donde x1,...,Xy es una muestra aleatoria con distribucion du en el espacio B. Si se considera que

B =TI =0,1]*, entonces el estimador Monte Carlo es

1 N
[ rdux 5 Y fox). 24)
r N n=1
x, €
donde X, ...,Xy son una muestra aleatoria con distribucién uniforme en I° = [0, 1]* (Niederreiter,

1992).

En la actualidad, este método es una herramienta muy general que no estd limitado sélo a la
aproximacion de integrales; por este motivo también se les llama “métodos Monte Carlo” en plural.
En términos simples, el método Monte Carlo se puede describir como “un método numérico basado
en muestreo aleatorio” (Niederreiter, |1992), por lo que pertenece al drea de simulacion estocdstica.

Una de las caracteristicas importantes de los métodos Monte Carlo es que prometen errores de
integracion cuyo orden de magnitud depende del tamafio del conjunto de puntos P pero no depende
del nimero de dimensiones s. Sin embargo, estos métodos no garantizan cotas para el error, por
este motivo Niederreiter| (1992)) utiliza la palabra prometen.

A pesar de ser utiles en multiples aplicaciones, Niederreiter| (1992) resume las siguientes defi-

ciencias de los métodos Monte Carlo:
= sélo tienen cotas probabilisticas para el error;
= no se reflejan la regularidad del integrando;

= es dificil generar muestras aleatorias.

Por este motivo es preferible utilizar otros métodos con caracteristicas superiores a los métodos

Monte Carlo, como son los métodos Cuasi-Monte Carlo.

2.2. Métodos Cuasi-Monte Carlo

Para cada método Monte Carlo es posible construir un método Cuasi-Monte Carlo remplazando
las muestras aleatorias por un conjunto de puntos P generados de manera deterministica que logre
un mejor desempefio al aproximar la integral en[2.1] Por lo tanto, los métodos Cuasi-Monte Carlo

son la version deterministica de los métodos Monte Carlo (Niederreiter, [1992).
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A diferencia de los métodos Monte Carlo, la naturaleza deterministica de los métodos Cuasi-
Monte Carlo garantiza que se alcance la “cota para los errores”. Ademads, para un mismo nimero
de evaluaciones de la funcion en [2.3] los métodos Cuasi-Monte Carlo son mds precisos que los
métodos Monte Carlo. Entonces, con base en estas dos caracteristicas, los métodos Cuasi-Monte
Carlo son superiores a los métodos Monte Carlo. Adicionalmente, el problema de generar muestras
realmente aleatorias mediante el método Monte Carlo desaparece en su versién deterministica.
(Niederreiter, [1992)

Para la integracion numérica, el criterio para la seleccion de un conjunto de puntos es facil
de hallar y conduce a los conceptos de sucesion distribuida uniformemente y discrepancia. A

continuacion se describe brevemente los conceptos de uniformidad y discrepancia.

2.2.1. Uniformidad

En lo sucesivo se considerard al dominio de integracién como el hipercubo unitario cerrado
en s-dimensiones I* = [0, 1]°. Para la aproximacién Monte-Carlo en la expresion se remplaza
el conjunto de puntos X, ...,X, por la sucesion infinita X, X», ... de puntos. Un requisito minimo
para esta sucesion es que se obtenga un método convergente a partir de la expresion [2.3] es decir,

se desea la sucesién x1,Xp, ... tal que

1 N
lim — = d 2.5
lim 5 X700 = [ fwdu 25)
se mantenga para una clase razonable de integrandos, como por ejemplo, para todas las funciones

f continuas en I°. Equivalentemente, si para la sucesion Xp,X;, ... dentro de I* se cumple que

1 N
lim — X,) = As(J 2.6
N%MNECJ( n) s( ) (2.6)
para todos los subintervalos J de I*, donde ¢, es la funcién caracteristica de J y As denota la medida
de Lebesgue en s dimensiones, entonces la sucesion Xi,Xjy, ... debe estar uniformemente dispersa
sobre I* (Niederreiter, [1992).

Fang and Wang (1993)) proporcionan la siguiente definicion mas formal para uniformidad:

Sea F(x) una funcién de densidad acumulada continua en s dimensiones, N un subconjunto in-
finito de ndmeros naturales y {P,,n € N} una sucesién de conjuntos de R?, donde P, tiene
cierta estructura. Si

D*(P,) = o(n~'/?), conforme n — oo, (2.7)

entonces {P,} es un conjunto de puntos representativos de F(x). Cuando F(x) es la funcién
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de densidad acumulada U (D), donde D es un dominio cerrado y acotado y U(-) es la funcién
de densidad uniforme, entonces se dice que el conjunto {P,} estd uniformemente disperso

sobre D. Si para cualquier € > 0 se tiene
D*(P,) = O(n~'7%) (2.8)

entonces se dice que {P, } estd uniformemente bien disperso sobre D.

Regresando a los métodos Monte Carlo, se tiene que el conjunto de puntos P = {Xi,...,X,},
X; ~ U(I_s)
Dy(P) = O(n~'/?(loglogn)'/?) (2.9)

con probabilidad uno (Chung| (1949); Kiefer (1961) en Fang and Wang (1993)), donde D*(P,) =
D}, (P) como se define en la expresion de la Seccion a continuacion. Este hecho indica
que el conjunto P, generado por el método Monte Carlo no estd uniformemente disperso en I’ con
probabilidad uno.

Lo anterior sugiere que un conjunto de puntos deseable es aquel para el cual la distribucién
empirica se asemeja mucho a la distribucién uniforme sobre I, es decir, el conjunto de puntos

X1,...,Xy debe estar disperso uniformemente sobre I°.

2.2.2. Discrepancia

Es posible generar un conjunto de puntos de manera deterministica para que la cota del error
de aproximacion en la expresion [2.4] sea lo més pequeiia posible, en particular, que los errores
sean menores que la cota probabilistica de los métodos Monte Carlo. Las distintas definiciones de
discrepancia se consideran medidas cuantitativas para las desviaciones de la distribucién uniforme
0, equivalentemente, irregularidades de la distribucion. Para un subconjunto B € I°, se define

A(B;P) = CB(Xi)

=

—

1

donde cp es la funcidn caracteristica de B, por lo tanto A(B; P) es la funcién contadora que indica
el nimero n, 1 <n < N, para el cual x; € B. Si B es una familia no vacia de subconjuntos de I* que
sean Lebesgue-medibles, entonces una nocion general de discrepancia del conjunto P estd dado

por

Dy(B; P) = sup
BeB

- KS(B)‘ . (2.10)

Note que 0 < Dy(‘B; P) < 1, siempre. Considerando ciertos B especificos y tomando I* = [0, 1)*,

se obtienen los dos conceptos de discrepancia mds importantes:
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Dy: La discrepancia estrella, Dy (P) = Dy(X1,...,Xy) del conjunto de puntos P, se define como
D}, (P) = Dy(J9*;P), donde J* es la familia de todos los subintervalos de la forma [0,u),

u={(u,...,us);u € I}, con volumen [T}_; u; = uy - - uy.

Por lo tanto, la D}, (P) se puede escribir como

A(u,P) £
D% (P) = sup | 22 —TTus @2.11)
N uels N g l
Dy: La discrepancia (extrema), Dy(P) = Dy(X{,...,Xy) del conjunto de puntos P, se define co-

mo Dy(P) = Dn(J;P), donde J es la familia de todos los subintervalos de I° de la forma

Hf:] [uia Vi)-
Para cualquier conjunto de puntos P € I° se tiene que
Dy(P) < Dn(P) <2°Dy(P)

Se puede consultar la demostracion en Niederreiter (1992), Pag. 15).
Niederreiter (1992) establece ademds que los conjuntos de puntos con baja Dy (P) garantizan

errores de aproximacion acotados por la desigualdad de Koksma-Hlawka, dada por

< Dy(P)V (), (2.12)

FEdx— LY fx)
r n=

con Dj,(P) definida en la expresion y V(f) es la variacion total de f en el sentido de Hardy
y Krause (Niederreiter, |1992)). Es decir, para la aproximacion en la expresion lo que importa
no es la aleatoreidad, sino la dispersion uniforme del conjunto de puntos P de la muestra sobre el
intervalo de integracion.

Hasta aqui se tiene que para lograr una mejor aproximacién numérica de integrales, es posible
utilizar método Cuasi-Monte Carlo. A continuacion se presentan los disefios experimentales que

se utilizan con frecuencia y los que usan los métodos Cuasi-Monte Carlo.

2.3. Diseno experimental

Actualmente, existe literatura basta dedicada a disefios estandar para factores independientes,
i.e., Disefio completamente al azar, Disefio factorial, etc. (Hinkelmann and Kempthorne, 2007;

Montgomery, 2008; Myers et al., 2011) y para mezclas, i.e., Simplex-Centroid, Simplex-Lattice,
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etc. (Cornell, 2002). Estos disefios son bastante utiles cuando el numero de factores, bloques y
covariables es pequefio, o cuando el nimero de niveles de los factores también es pequefio (por
ejemplo 2 o 3). Los disefios experimentales mencionados para mezclas también son dtiles siem-
pre y cuando el nimero de componentes de la mezcla sea pequefio (menor a 12) y no existan
restricciones lineales en las proporciones de los componentes.

Sin embargo, cuando el nimero de factores es muy grande, y/o cada factor tiene un nimero
grande de niveles, resulta practicamente imposible llevar a cabo un disefo factorial completo debi-
do a que el nimero de corridas experimentales aumenta exponencialmente. Por ejemplo, el disefio
para un experimento factorial completo con 7 factores y 2 niveles produce 27 = 128 combinaciones
de los niveles de los factores o tratamientos; asimismo, el disefio para un experimento factorial con
5 factores y 3 niveles produce 3> = 243 tratamientos.

Una alternativa es un Disefio factorial fraccional que utiliza s6lo una fraccién del disefio fac-
torial completo y tiene como resultado que algunos efectos estén confundidos con otros y no se
pueda diferenciar entre ellos; por este motivo, se procura que las interacciones de mayor orden
estén confundidas con los efectos principales, o con las interacciones entre dos factores (Montgo-
mery, 2008). Existen también los llamados disefios 6ptimos, los cuales son dependientes de una
seleccion predeterminada del modelo. La dependencia de los disefios dptimos con la seleccion del
modelo no siempre es adecuada, especialmente cuando no se conoce el modelo. (Gramacy and
Lee, 2009)

Otra alternativa son los disefios Disefio space filling, entre los cuales se ha desarrollado va-
rios métodos basados en métodos Monte Carlo y métodos Cuasi-Monte Carlo. Koehler and Owen
(1996); Santner et al. (2003); Fang et al.| (2005) proporcionan un listado exhaustivo de los disefios
space filling usados mas cominmente en experimentos por computadora y que también se pue-
den utilizar en experimentos fisicos, entre los que se puede mencionar el disefio hipercubo latino
generado mediante diversos métodos (McKay et al., |1979; [Tang, 1993)), el conjunto good lattice
point, las redes-(¢,m,s) y las sucesiones-(¢,s) (Niederreiter, |1988, 2005), el algoritmo LBG de
Linde et al.| (1980) y su version deterministica NTLBG de Ning et al. (2011b), entre otros. En las

secciones [2.3.2] [2.3.3] y [2.3.5] se explica algunos de estos métodos.

2.3.1. Disenos basados en conjuntos de puntos con baja discrepancia

A un conjunto de puntos P con N elementos (o cardinalidad N) en I, se le llama informalmente
conjunto de puntos con baja discrepancia si su Dy, o Dy es pequefia. Owen| (1995)), Niederreiter
(1992) y Fang and Wang| (1993)) proporcionan métodos Cuasi-Monte Carlo para generar conjuntos
de puntos P con baja discrepancia. Ademads, Fang and Wang (1993) proporcionan dos métodos

para la generacion de conjuntos de puntos de baja discrepancia en los siguientes dominios:
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Ay ={(x1,...,x5): 0<x; < -+
By = {(x1,...,%) 1 X3+ +x2 < 1}
Usg ={(x1,...,%) 163+ +x2 =1}
Ve ={(x1,...,x%) ER, txy 4+ +x, < 1}
Ty ={(x1,...,x) eR, txy 4+ 4x,=1}

El primer método se conoce como método de transformacion inversa, y se basa en el siguiente

teorema:

Teorema 2.3.1 Sea D un dominio cerrado y acotado en R®, y x ~ U (D) una variable aleatoria

con distribucion uniforme U (-) en D. Suponga ademds que X tiene una representacion estocdstica

x = x(0) (2.13)

donde O es un vector aleatorio t-dimensional, con funcion de densidad independiente p;(§;) y
funcion de densidad acumulada F;(0;).

Para cadar € I',t < s, sea
Gr={x:x=x(9),6 <r} (2.14)

un dominio. Como x ~ U (D), entonces P(x € Gy) = v(Gy)/v(D), donde v(D) y v(Gy) representan
el volumen de D y Gy, respectivamente.
Sea N(Pr,Gy) el niimero de puntos Xy, que caen dentro de Gy, entonces
N(Pp,Gr) v(Gr)

GD(Pr,D) = sup — (2.15)
( ) rel n v(D)

proporciona una medida de uniformidad para Pg sobre D.

Sea P={cy,k=1,...,n} un conjunto en I' con discrepancia d. Entonces el conjunto de puntos
Pr = {xx, k=1,...,n} definido por

xe =xX(Fy Hew), B Hew)), k=1,...,n (2.16)

tiene una cuasi discrepancia d con respecto a F (F-discrepancia) como se define en

De este modo, basta con generar un conjunto de puntos P € I' con baja discrepancia y aplicar
el método de transformacion inversa para generar un conjunto de puntos Pr, también con baja

discrepancia, en los dominios mencionados al principio de esta seccidn.
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El segundo método se emplea cuando no es posible utilizar el método de transformacion inversa
y no se dard mds detalles aqui. Para més informacién se puede consultar el algoritmo en Fang and
Wang| (1993| P4g. 53).

2.3.2. El conjunto Good lattice point

Un método deterministico para generar un conjunto P en el dominio I* con baja discrepancia
es el método good lattice point. Al conjunto de puntos obtenido mediante un llamado good lattice
point médulo n se le conoce como conjunto de puntos good lattice point. La siguiente definicién
por Fang and Wang| (1993) proporciona una forma de construir un conjunto de puntos good lattice

point.

Conjunto good lattice point: sea (n; hy,--- ,hg) un vector con componentes enteros que satisfacen
1 <h;<n, hi#hj(i# j), s <nymaximo comun divisor (n,h;) =1,i=1,---,s.

Sea:

qri = khi(modn); k=1,....n,i=1,....s (2.17)
xki = (2qki — 1) /2n, (2.18)

donde se utiliza el operador mod n de modo que ¢;; esté confinado dentro de 1 < gy; < rﬂ
Entonces, el conjunto B, = {x; = (xx1,- - ,Xks), k= 1,...n} se conoce como conjunto lattice
point del vector generador (n;hy, ..., hs). Si el conjunto P, tiene la menor discrepancia entre
todos los posibles vectores generadores, entonces el conjunto %, se conoce como conjunto

good lattice point.

Encontrar el vector generador (n;h,...,hy) que genere un conjunto good lattice point es una tarea
complicada y se han establecido ciertas caracteristicas que deben cumplir dichos vectores para que
generen conjuntos good lattice point.|Fang and Wang| (1993| Apéndice A) proporciona tablas con
vectores generadores para obtener conjuntos con baja discrepancia para algunos valores de n. Por

ejemplo, el vector (101;1,40,85) genera el conjunto de puntos que se muestra en la Figura[2.1]

2.3.3. Algoritmo LBG para generar disefios uniformes con factores inde-

pendientes

En el campo de procesamiento de sefiales y compresion de datos existe un proceso llamado

cuantificacion (quantization en inglés). Este consiste en dos funciones: una codificadora y una

ISi gi; = 0, entonces se sustituye por gi; = k

13



X1 ° %, %, %, %, %

00 02 04 06 08 1.0

!

%o

oo °o

o o ) o
o

!

L

00 02 04 06 08 1.0

T

T

00 02 04 06 08 1.0

o
© o
oo °o
oo °o 3
o %05, 00,
°o
o
°

T

T

Figura 2.1: Conjunto good lattice point generado con el vector(101; 1,40,85).

decodificadora. La funcién codificadora divide el intervalo de valores de entrada en un nimero
finito de intervalos. Cada intervalo representa a todos los valores que se encuentran dentro de él.
Como es posible que exista un nimero demasiado grande de valores dentro de cada intervalo, la
funcién de codificacion es irreversible (Sayood, 2012). Un dispositivo o algoritmo para llevar a
cabo la cuantificacion se conoce como cuantificador (quantizer en inglés).

Las condiciones necesarias para un cuantificador 6ptimo son las siguientes:

= asociado con cada quantizer de salida y; existe una particién S;, i = 1,...,n, que satisface;
Si={x:|x—yill <[lx=yjll, j #i}, (2.19)
= para cada particion S;, los y; deben ser iguales a la media condicional

yi = E[x|x € Sil. (2.20)

Cuando el numero de vectores cuantificadores n no es muy grande, Linde et al.| (1980) pro-
pusieron un algoritmo iterativo para encontrar vectores cuantificadores (algoritmo LBG) que se
basa en una secuencia de entrenamiento. Las condiciones necesarias en las expresiones[2.19]y[2.20]

proporcionan la base para el algoritmo LBG a continuacién (tomado de Fang and Wang (1993))):

1. Iniciar con t = 0; proporcionar un conjunto inicial de vectores de salida Y; = {y,...,¥m}
que define la particiones S, = (S;1,...,S;,) mediante la expresién [2.19]

2. Generar una sucesion de vectores de entrenamiento Xi,...,Xy, N >> n, mediante el método

Monte Carlo que represente la distribucion del vector aleatorio Xx.
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Figura 2.2: Conjunto good lattice point de tamafio N = 610 en s = 2 dimensiones.

3. Asignar cada x; al vector mas cercano de la particion ;.

4. Calcular la media muestral y; de x; dentro de cada particion S; j, j = 1,...,n. Se define
Y1 =A{Yi+1.1,---,¥i+1n}; 81 Yrp1 =Y, entonces Y, es el vector de salida final, de otro

modo
5. Hacert =t + 1,y volver al paso 3.

De acuerdo con Fang and Wang| (1993)), el algoritmo LBG tiene la ventaja de ser un algoritmo

general que puede generar vectores cuantificadores, pero también tiene las siguientes desventajas:

1. Los vectores cuantificadores de salida s6lo son 6ptimos locales y dependen del conjunto

inicial de vectores de salida.

2. La sucesidon de entrenamiento se basa en el método Monte Carlo. Por lo tanto, la velocidad

de convergencia del método Monte Carlo es O(n_l/ 2) en probabilidad y es lento.

Actualmente se han creado versiones modificadas de este algoritmo, como el NTLBG de Ning
et al. (2011a), que se basa en método Cuasi-Monte Carlo, para generar vectores cuantificadores
con una distribucién uniforme en el Simplex T;. En la siguiente seccion se explica la variante del
algoritmo LBG.

Por ejemplo, en la Figura[2.4]se muestra el resultado del algoritmo en el espacio Euclidiano ge-
nerado a partir del conjunto good lattice point que se muestra en la Figuracon h=(610;1,377),
y el conjunto de vectores con distribucién y; ~ U(f?) que se muestra en la Figura Se puede

observar como los puntos (vectores) que inicialmente aparecen juntos, i.e. 10y 19; 8y 14; 7y 1 en
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Figura 2.3: Vectores de entrenamiento. Distribucion inicial de los puntos en s = 2 dimensiones
seleccionados aleatoriamente.

la Figura [2.3] se separan y redistribuyen mas uniformemente después ser sometidos al algoritmo
LBG en la Figura[2.4]

2.3.4. Diseiios experimentales clasicos para experimentos con mezclas

En los disefios experimentales para mezclas se asume que la respuesta depende de la proporcién
de los componentes de la mezcla pero no asi de la cantidad total de 1a mezcla. Sin embargo, también
existen experimentos donde la cantidad de mezcla es de interés. Por ejemplo, durante el desarrollo
de un nuevo fertilizante, donde no sélo la proporcién N-P-K es de interés, sino también la cantidad
o la concentracién del fertilizante. Los disefios experimentales para mezclas se caracterizan por
imponer algunas restricciones lineales sobre las proporciones de los componentes de las mezclas.
Suponiendo una mezcla de ¢ componentes en proporciones x;, i = 1,2,. .., g, la principal restriccion
es que las proporciones de los g componentes deben sumar a una constante k, generalmente, k = 1

0 k = 100 %; como por ejemplo

]
4|
W
I
7=

xi=1, 2.21)
1

como en T en la Subseccion j" =(1,...,1) es un vector de unos de dimensién g. Al dominio

T, dado en la Seccién [2.3.1] se le conoce como Simplex.

Adicionales a la restriccion lineal en [2.21] pueden existir otras restricciones lineales en un solo
componente
Oﬁaigxiﬁbiﬁl,i:LL...,q (2.22)
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Figura 2.4: Vectores quantizers. Distribucion final de los puntos en s = 2 dimensiones después de
redistribuir los puntos mediante el algoritmo LBG.

o en multiples componentes
q
L, <Y Cxi<Uy,v=12,....V (2.23)
i=1

donde V es el ntimero de restricciones lineales en multiples componentes (Cornell, 2002; Ning
et al.,[2011a). El caso particular en el que a; =0y b; = 1 para todos los componentes, corresponde
al Simplex T,.

Los disefios clasicos para disefios con mezclas sin restricciones son Simplex-Centroid 'y Simplex-
Lattice, este dltimo se representa mediante {g,m} donde ¢ es el nimero de componentes de la
mezcla y m es el nimero de niveles de cada componente. La cardinalidad de los disefios Simplex-

qtm= 1) , respectivamente.
m

Centroid y Simplex-Latticeesn =29—1yn= (
Los algoritmos cldsicos para generar disefios experimentales para mezclas, por ejemplo, Simplex-
Centroid, Simplex-Lattice, y con base en algun criterio de optimizacién, por ejemplo, D-optimal,
de acuerdo con Ning et al.| (2011b) tiene al menos dos desventajas. En primer lugar tienden a
seleccionar mezclas en los limites de la region experimental, y en segundo, el disefio 6ptimo no
es robusto ante la seleccion del modelo. Por ejemplo, en el disefio Simplex-Centroid en la Figu-
ra los n =23 — 1 = 7 puntos estan distribuidos en los vértices {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, en
el centro de los lados {(1/2,1/2,0),(1/2,0,1/2),(0,1/2,1/2) y en el centroide (1/3,1/3,1/3),
es decir, s6lo 1 de 7 puntos estd dentro del Simplex. En el disefio Simplex-Lattice en la Figura[2.6|

3+5-1)!
{3,5},conn= % = 21 puntos, tiene 15 puntos de un total de 21 puntos en los extremos

de la region experimental, y s6lo 6 puntos en el interior del Simplex.
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Figura 2.5: Disefio Simplex-Centroid con g = 3 componentes y 2 niveles.

2.3.5. Algoritmo NTLBG para generar disefios uniformes con mezclas

Se han propuesto métodos para crear disefios uniformes para experimentos con mezclas (tam-
bién llamados disefios uniformes de mezclas). Por ejemplo, el método de transformacién inversa
mencionado en la Seccion m para generar puntos en T a partir del hipercubo [ 9-1, Mediante
estos métodos se crean disefios que son robustos ante la seleccion del modelo al repartir 1os puntos

uniformemente dentro del Simplex.

Se debe notar que el método de transformacion inversa no garantiza la uniformidad dentro del
Simplex aun cuando los puntos sean uniformes dentro del hipercubo del que provienen (Ning et al.,
2011a)), por lo que se ha desarrollado algoritmos para redistribuir los puntos de un disefio uniforme
y mejorar asi su uniformidad, i.e., algoritmos para ajustar un disefio experimental con base en

algun criterio o medida de discrepancia.

Uno de los algoritmos para mejorar la uniformidad de los puntos dentro del Simplex es el
algoritmo propuesto por Ning et al.[(2011a) conocido como algoritmo NTLBG (Number-Theoretic

LBG), llamado asi porque es la version deterministica del algoritmo LBG propuesto por Linde et al.
(1980).

El algoritmo NTLBG propuesto por Ning et al.|(2011a)) es el siguiente:

1. Generar un conjunto good lattice point de tamafio N >>n, M = (m;;)nx4—1, en el hipercubo
I7~! como se indica en la Seccién

2. Mapear el conjunto good lattice point al Simplex T;, T = (t;j)nxg, utilizando el método de
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Figura 2.6: Disefio Simplex-Lattice con g = 3 componentes y m = 5 niveles.

transformacion inverseﬂ (Fang and Wang, |1993):

i = (1=m) i=1, (2.24)

fi = (1 . m,il./(”’")) il m 4 =2, g1, (2.25)
q—1 .

g = j1:]1 my) 4 k=1,....N. (2.26)

3. Generar aleatoriamente un disefio experimental de tamafio n en la region experimental 7,

que se denomina disefio experimental original Dy para calcular el criterio rmsd(D) dado por:

N
rmsd(D) = Z r<mn d2(x;,t), (2.27)

donde d(-,-) es la distancia euclidiana.

4. Crear n particiones de T de la siguiente manera:

SeaT = {ty, k=1,...,N} y el disefio actual x € Dy = (xi,...,X,)’, entonces

ij:{tk:d(tk,x): min d(t;,x;)}, j=1,...,n (2.28)

/ED()

La particién {ij, j=1,...,n} tiene dos propiedades: 1) Uxep,Px =Ty 2) P, NP, =0

Xj Xj,

2También podria se necesario utilizar otro método cuando existan otras restricciones lineales.
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para todo j; # j».

5. Calcular la media muestral de Py, mediante

_ 1
Xj = Y .
J tePy;
donde Nj es la cardinalidad de Py;. Tomar D = (Xi,...,X;,) como el nuevo disefio y calcular

el criterio rmsd(D).

6. Verificar si rmsd (Do) — rmsd(D) > o. > 0 (o establecido previamente), entonces Dy = D,

repetir pasos 4 a 6. De otro modo detener el algoritmo y tomar Do como el disefio final.

Fraction x3

Figura 2.7: Conjunto good lattice point mapeado al simplex mediante el método de transformacion
inversa.

En la Figura[2.2] se muestra un conjunto good lattice point de tamaiio 610 en ¢ — 1 = 2 dimen-
siones generado mediante el vector (610; 1, 377) (Fang and Wang, 1993, Tabla A.2), cuyo mapeo
al Simplex T3 mediante el método de transformacién inversa se muestra en la Figura A partir
del conjunto de n = 20 vectores de entrenamiento de dimensién g — 1 = 2, generados de manera
aleatoria en el plano I? y mapeados al Simplex T3 que se muestra en la Figura (Disefio inicial
Dy), se genera el diseflo final que se muestra en la Figura 2.9 mediante el algoritmo NTLBG.

Para la generacion del diseio en la Figura se utilizo el siguiente criterio que difiere del

criterio original dado en el paso 6 del algoritmo:
n
Y d2(x;,x)) > 0.00001,
j=1
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donde x; representa el j-€simo punto en el disefio actual y x; el j-ésimo punto en el nuevo disefo.

Fraction x3

Figura 2.8: Vectores de entrenamiento. Disefio inicial Dy generado de manera aleatoria en el plano
I? y mapeado al Simplex T; mediante el método de transformacion inversa.

Fraction x3

Figura 2.9: Vectores quantizers. Disefio final dentro del Simplex T3 generado mediante el algoritmo
NTLBG.

Se puede observar que el disefio generado mediante el algoritmo NTLBG (Figura [2.9) posee
puntos mds uniformemente distribuidos dentro de la region experimental 73 que los puntos en el
diseflo aleatorio inicial Dy (Figura [2.8). Ademas, a diferencia del disefio Simplex-Lattice en la
Figura[2.6] todas las mezclas seleccionadas se encuentran dentro del Simplex.

Debido a la restriccion lineal en la expresion [2.21] la matriz disefio de un modelo lineal con

intercepto no es de rango completo. Cornell| (2002) presenta varios métodos para lidiar con dicha
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deficiencia del rango. Por ejemplo, el método Slack-variable elimina una variable de la matriz
disefio; esta variable generalmente es el componente que se encuentra en mayor proporcién > 0.8
o el mds inerte o inactivo, por ejemplo H>O. Por otro lado, existe también el método de|Claringbold
(1955) que transforma los niveles de las g variables dependientes a ¢ — 1 variables independientes

mediante una matriz de transformacion ortogonal; este método consiste en dos pasos:

1. Cambiar el origen del sistema hacia el centroide del simplex, i.e., el punto en el que las
proporciones de los componentes son 1/g. Mediante esta simple transformacién se cambia

la escala para que los vértices no tengan coordenadas fraccionarias en el nuevo sistema X:

i} 1 )

Xi=¢q Xi_a =qXi—}, (2.29)
donde j es un vector de unos de dimension g.

2. Girar los ejes para que uno de los componentes, por ejemplo, el g-ésimo componente, sea

ortogonal al Simplex. Esto se logra mediante una matriz ® de transformacién ortogonal.
X; = ¢X;0, (2.30)

conq = Q(qT_]) y ©® como se define en Claringbold| (1955)).

Siguiendo la idea de [Claringbold (1955), el mapeo utilizado en el método de transformacién

inversa en el algoritmo NTLBG es facilmente invertible para mapear del Simplex T, al espacio
ortogonal I%~!, invirtiendo las expresiones a

My = (1—1)7" i=1, (2.31)
q—i
Ti :
My = 1— P i=2,...,q. (2.32)
1=} #;
j=1

Mediante esta transformacion, es posible trabajar con variables independientes de un modo similar

al propuesto por Claringbold (1955).

En la Figura[2.10]se muestra el mapeo de los puntos en el Simplex T, de la Figura[2.9al espacio
ortogonal J47 1.
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Figura 2.10: Mapeo del Simplex T al espacio ortogonal I°~!

2.4. Modelo estadistico

2.4.1. Proceso Gaussiano

El modelo estadistico mds usado para modelar la salida de experimentos por computadora es
el Proceso Gaussiano (Santner et al., |2003; Fang et al., |2005). Este modelo es conceptulamente
sencillo y permite incorporar informacion a priori de la correlacién espacial a través de la matriz

de correlacion.

Formalmente, un proceso Gaussiano es una coleccion de variables aleatorias, Z(x), indexadas
por X, que tienen una distribucidén conjunta normal multivariada para cualquier subconjunto finito
de indices (Stein, |1999). Este proceso estd especificado por una funcién de media u(x) y una

funcién de correlacion, K (x,X;), dada por:

p(x) = E(Z(x) 233
K00 = o ([206) —(x))] [200) —x0)] ") (.34

La funcién u(x) generalmente se especifica como u(x) = B’ f(x) pero se puede especificar de

manera mds general como &(x, ).

Tipicamente, la funcién de correlacion se puede descomponer en

K(x;j,xk|g) = K*(xj,%t) + 881, (2.35)
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donde 8.7. es la funcidn delta de Kronecker

ik
)k = o (2.36)
Osij#k

y K*(+,-) es una funcién de correlacién generalmente paramétrica adecuada, i.e., simétrica, positiva
semidefinida y continua en K*(x;,Xx). Ademds debe cumplir con K*(x;,x;) = 1 (Santner et al.,
2003, P4ag. 33-34). El término de error puro g (también conocido como nugget) siempre debe ser
positivo (g > 0) y tiene dos propdsitos. En primer lugar proporciona un mecanismo para introducir

un término de error puro en el proceso estocdstico

Z(x) = &§(x,B) +w(x) +n(x) (2.37)

donde w(+) es un proceso con correlaciones gobernadas por la funcion K*(-,-) y n(-) es simple-
mente ruido blanco (ruido Gaussiano) que introduce el término g en el modelo. En segundo lugar,

previene que la matriz de correlacion K(x;,X;) sea singular.

La funcién de correlaciéon K*(-,-) generalmente se especifica a través de una estructura para-
métrica de baja dimension, que garantiza que sea simétrica y positiva definida. Por ejemplo, la

familia Matérn que incluye a la exponencial, Gaussiana, etc.

La funcion de correlacion de Matérn entre dos puntos X; y X, separadas a una distancia a’(xj’xk)

€S

1 dXX v dX‘.X
K*(x,-,xk|v,e):w(\/ﬁ (é”‘)> Ky <@ (ék)> (2.38)

donde I'(-) es la funcién gama, Ky(-) es la funcién de Bessel modificada de segundo tipo, 6 y v
son pardmetros no negativos de la correlacion. Si la distancia d(xj,xk) es Euclideana, entonces la
funcién de correlacion de Matérn también es isotropica. En general, los modelos isotrépicos no

son utiles cuando los factores (variables de entrada) se encuentran en diferentes escalas (Santner
et al., 2003)).

Cuando v — oo la funcién de correlaciéon de Matérn converge a la funcidén de covarianza expo-

nencial cuadratica (funcidn de correlacion Gaussiana)

d2
* (X j X )
K*(x;,xx|0) = exp (— 26; ) . (2.39)
Cuando v = 1/2 la funcién de correlacion de Matérn es idéntica a la funcion de correlacién expo-
nencial
. ix; x,)
K*(x;,x(|0) =exp | — o . (2.40)
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Siguiendo el desarrollo de Gramacy and Lee (2008a, [2009), si los vectores x de variables

explicativas tienen dimension my, se especifica la funcién de correlacion exponencial separable:

\ W i — X
K*(x;,x¢|0) = exp _ZT (2.41)
i=1 i
con0 < pp<2y0; >0parai=1,...,my, que se utiliza cominmente para modelar experimentos

por computadora. En la literatura, la potencia py se le conoce como parametro de forma y 6 se
conoce como parametro de escala (Santner et al., 2003).

En la préctica, los procesos Gaussianos son no singulares, i.e., para cualquier eleccion de fac-
tores, la matriz de correlacion de la distribucion normal multivariada de Z(x) es no singular.

Un caso particular del proceso Gaussiano es el proceso con u(x) = f(x) ' B y funcién de corre-

lacién Gaussiana (2.39) y que se representa como
Z(x) = f(x) " B+w(x)+n(x), (2.42)

donde f(x) es un vector definido en funcién de las coordenadas de x, w(x) ~ N(0,K*(X;, X)) y
n(x) ~N(0,gI).

2.4.2. Proceso Gaussiano arbolado

En aplicaciones, el proceso Gaussiano se asume estacionario, i.e., una misma estructura de
covarianza dentro de todo el espacio B de los factores se considera vélida (Gramacy and Lee,
2008a, 2009). Debido a esta suposicion todos los puntos de respuesta contribuyen a la estimacion
del error local a través de la funcién de correlacién K(-,-). Sin embargo, esta es una suposicion
muy fuerte que facilita la estimacion debido a la estacionalidad de la matriz de correlacion, pero
no permite incluir matrices de covarianza distintas dentro del espacio factorial.

Por esta razon, Gramacy and Lee| (2008a)) y Konomu et al.| (2014a)) proporcionan una forma de
lidiar con procesos Gaussianos no estacionarios a través de la creacion de particiones del espacio
factorial utilizando un 4rbol de particiones similar al modelo de Arbol de clasificacién y regresién
(CART) (Breiman et al., [1984; Chipman et al., |1998) y al modelo arbolado Bayesiano (Chip-
man et al., 2002) para determinar particiones; tipicamente, en cada particion se ajusta un proceso
Gaussiano estacionario independiente con una cantidad minima de datos. Este modelo tiene dos
componentes: un arbol 7 con R > 1 nodos terminales, y un parametro ® = {Gv}fz | que asocia el
pardmetro 6, con el v-ésimo nodo terminal. Si X se encuentra dentro de la regién correspondiente
al v-ésimo nodo, entonces y|x tiene distribucién f(y|6,) donde f representa la familia paramétrica

indexada por 0,, (Chipman et al.,|1998|, 2002). Este enfoque ademds reduce la carga computacional
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(en relacion a un solo proceso Gaussiano para todos los datos) porque en cada particion se invierte
una matriz con un menor nimero de puntos (Gramacy and Leel 2008a).

Un arbol binario 7 subdivide el espacio de la siguiente manera: cada nodo interno (represen-
tado en la Figura 2.12 como {u, s, }) tiene asociada una regla de particion que utiliza un factor (la
u-ésima dimension) para asignar las observaciones a sus nodos hijos. De este modo, los nodos ter-
minales son particiones del espacio de las observaciones de acuerdo con las subdivisiones definidas

por las reglas de particion. Para factores cuantitativos, la regla de particion es la siguiente:

= six, <s,, entonces asigna las observaciones que cumplen con la condicién a su nodo hijo

izquierdo;
= ]as observaciones que no cumplen con la condicion, i.e., x,, > s, a su nodo hijo derecho.

De este modo las particiones resultantes son paralelas a los ejes de los factores y recursivas, es
decir, cada nueva particioén es una subparticién de otra existente. Esta forma es suficientemente
general como para manejar cualquier funcién de particién de la forma h(x) < s, y h(x) > s, al
tratar 4(x) como un factor. De modo similar, para factores categdricos, la regla de particion es la

siguiente:

= si x, € C, entonces asigna las observaciones que cumplen con la condicién a su nodo hijo

izquierdo;
= las observaciones que cumplen con la condicidn, i.e., x, ¢ C, a su nodo hijo derecho.

(Breiman et al., 1984} |(Chipman et al., |1998,[2002).

Por ejemplo, la Figura[2.11|muestra graficamente un drbol 7 con R = 3 particiones binarias en
el espacio I2. Los puntos X; = (x;1 ,xiz)T corresponden al disefio de las Figuras y

Para crear las primeras dos particiones se aplica la regla x; < 0.2, y se obtiene las particiones
a={x:0<x<02,0<x <1} (partici(’)naenlaFigurayd:{x:0.2<x1 <1,0<
xp < 1} (no se muestra). Para la segunda y tercera particién se aplica la regla x, < 0.5 dentro
de la particion d y se obtiene las particiones b = {x: 0.2 < x; <1, 0 < xp < 0.5} (particién b
en la Figura yc={x:02<x <1, 05<x; <1} (particién ¢ en la Figura 2.11). La
representacion gréfica del drbol de particiones binarias correspondiente a la Figura[2.11]se muestra
en la Figura 2.12.

Las particiones binarias son preferidas sobre otro tipo de particiones multiples porque pueden
ser obtenidas a partir particiones binarias recursivas (Breiman et al., |1984)). Aunque el método es
bastante bueno para ajustar modelos en los que la no estacionalidad es paralela a los ejes, Gramacy
and Lee (2008a,b) mostraron que también es adecuado en casos donde la no estacionalidad es mas

general.
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Figura 2.11: Espacio creado por los factores x = (x1,x2) " € I? con tres particiones binarias.

{1,02}

x1 <0.2 \cl >0.2

{2, 0.5}

x2<0.5; Ex2>0.5

Figura 2.12: Arbol de particiones binarias en el espacio creado por x = (x,x2) " € I%. Los nodos
internos {u, s, } corresponden a la regla de particién x, < s, en la u-ésima dimensién u = {1,2}.

Modelo jerarquico

Para el proceso Gaussiano arbolado con {rv}§:1 particiones (Gramacy and Lee, [2008a, 2009),

{mw j}le son las observaciones dentro cada una de las v particiones j =1,...,n,, entonces se define

Y=(Y,....Yg) ", donde ¥, = (yo1,...,ywm,) |, (2.43)
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y X y X, de manera andloga. Dado (®,7T), los valores de y dentro de cada nodo terminal son
independientes e idénticamente distribuidos y los valores de y entre nodos son independientes. De
tal forma que

R
p(Y|X,0,7) =[] f(l0)) HHf vjl6y) (2.44)
v=1

v=I1j=

El modelo condicionado en [2.44] queda completamente especificado si se asume una distribu-
cion a priori para los pardmetros @ y 7, p(®,7') (Gramacy and Lee, [2008a; Chipman et al.,|1998)).
Siguiendo (Chipman et al.| (1998) la distribucion conjunta de ® y 7, esta dada por

p(©,T) = p(6|T)p(T), (2.45)

para especificar p(7) y p(®|7) por separado. Una caracteristica de este enfoque es que es po-
sible especificar una distribucion a priori para ® que permita formas analiticas y que facilite la
estimacion de la distribucion a posteriori (Chipman et al., 1998} |Gramacy and Leel 2008a).

El proceso Gaussiano se especifica con media u(x) =F,B,, F, = (1;X,), y matriz de covarian-
zas 6°K,, independientes entre las particiones, con K, = K(x j»Xk|g) como en la expresion y

K*(x;,X) en la familia exponencial separable como en la expresién m

Las distribuciones se especifican de la siguiente manera:

Yy|By, 62, Ky ~ Ny, (F,By, 67K,), (2.46)
Bo ~ Ni(1,B), 62 ~ IG (0 /2,q5/2), (2.47)
Buloy, T W, Bo ~ Nu(Bo, 0,1y W), y (2.48)
W~ w((pV) '), T ~ 1G(0/2,45/2) (2.49)

donde W es una matriz de dimensién m x m; m = m,+ 1; N, IG y W son las distribuciones Normal
(multivariada), Gamma Inversa y Wishart, respectivamente. Los datos {X,Y}, en la region r, se
utilizan para estimar los pardmetros 6, = {B,0,K,t}, del modelos dentro de cada regién; los
pardmetros en las distribuciones a priori s6lo dependen de {8, } _;-(Gramacy and Lee, 2009)
Con las distribuciones a priori especificadas, la prediccion de la respuesta en una nueva confi-

guracion de los factores x € r,, sigue una distribucién normal, con media y varianza:

$(x) =E[Y )|V, x € r,] =£(x) "By + k| (x)K ' (¥, —F,B,), (2.50)
6%(x) = Var[Y (x)|Y,,x € ] = 6, [k(x,%) — q, (x)C; 'qy(x)]. (2.51)

Donde
C!'=(K,+tF,WF ) !, (2.52)
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qv(x) =k (x) + ToF, W,f(x), y (2.53)
K(x,y) = K, (x,y) + Tof | (x)WH(y). (2.54)

Con f(x)" = (1,x") y ky(x) un vector de dimensién n, con k,;(x) = K, (x,x;) para toda x; € X,
y BV como la estimacion promedio de la distribucién a posteriori de B,. El proceso global no es
estacionario debido al arbol 7, por lo tanto 62(x) es especifica para cada regién (Gramacy and
Leel, | 2008a, 2009).

Proceso para generar el arbol

El enfoque de Chipman et al.| (1998, 2002) requiere la especificacién de una distribucion a prio-
ri sobre la distribucién condicional en los nodos terminales del drbol (expresion [2.43)) que, junto
con la verosimilitud del modelo arbolado (expresién [2.44), produce una distribucién a posteriori

sobre el conjunto de modelos arbolados:
p(®,T|Y,X) = p(Y|X,0,T)p(®|T)p(T). (2.55)

Aunque es posible que dicha distribucion a posteriori no se pueda calcular en problemas no trivia-
les, se puede utilizar el algoritmo de Metropolis-Hastings para explorar la distribucion a posteriori
y guiar la busqueda estocéstica hacia modelos prometedores, i.e., modelos con alta probabilidad a

posteriori.

Especificacion de la distribucién de p(‘7).

En lo sucesivo se sigue el desarrollo de (Chipman et al.| (1998, 2002). En lugar de especificar
una expresion en forma cerrada para p(‘7), esta se especifica implicitamente mediante un proce-
so estocdstico para generar el arbol. Cada realizaciéon de dicho proceso es una muestra de esta
distribucioén a priori.

Para muestrear de p(7), se inicia con un drbol sin particiones. El drbol crece partiendo alea-
toriamente los nodos terminales mediante reglas de particién. Por lo tanto, el proceso de creci-
miento estd especificado por dos funciones: una funcién que asigna probabilidades a los factores
que se pueden partir pspr;7(M,Z), y una funcién que asigna probabilidades a los valores dispo-
nibles dado el factor que se partird, pryre (PN, Z). En otras palabras, para un drbol intermedio
T, pspriT(M,T) es la probabilidad de que el nodo terminal M sea dividido, y pryre(pn,T) es la
probabilidad de asignar la regla de particién p a1, si el nodo se divide.

El proceso estocdstico para muestrear un arbol a partir de esta distribucién a priori se describe

de la siguiente manera:
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1. Comenzar con un drbol 7 con un solo nodo, .
2. Proponer dividir el nodo terminal 1 con probabilidad psprir(M, 7).

3. Asignar una regla de particién p de acuerdo con la distribucién pryre(pn,Z) para crear
los nodos hijos izquierdo y derecho. Se acepta la division de 1 con probabilidad o. Denotar
como ‘7 al nuevo arbol y aplicar los pasos 2 y 3 con n igual a los nuevos nodos hijos

izquierdo y derecho.

Mediante la funcion psprrr(n,Z) es posible controlar el tamafio especifico del drbol. Por ejem-

plo, Chipman et al.| (1998)) propone la distribucién a priori conjunta param 'y 7 dada por:

pspr(M, T) = a1 +gy) P, (2.56)

donde gy € Ny denota la profundidad dem € 7,0 < o < 1y B > 0 son pardmetros seleccionados
para dar un tamafio adecuado y propagacion a la distribucién de los drboles. El pardmetro o se
interpreta como una probabilidad “base” de crecer un 4rbol mediante la particiéon de un nodo

terminal, y B como la velocidad con la que decrece conforme crece el arbol.
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Figura 2.13: Distribucién a priori p(‘I') con oo = 0.95, B = 0.5. Izquierda: diagrama de densidad
discreta; Derecha: histograma de una muestra tamafo 100,000.

Bajo esta especificacion, pspy 7 €s una funcion decreciente en gn y B, que asigna menos densi-
dad a los nodos mds profundos, tal como se muestra en la Figura [2.13] que representa la densidad
pspir(M,T) = 0.95(1 + gn) %2, donde la media de la distribucién es 3.41 nodos terminales.

Como se describi6 al inicio de esta seccion, una regla de corte p se determina mediante la se-

leccion de una dimension x, y un valor de corte s, ({u,s,}) o un subconjunto C de una categoria
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({u,C}), si la dimensi6n x,, es cuantitativa o categérica, respectivamente. Por lo tanto, la funcién
pruLe(PIM,T) se puede describir por una distribucién sobre el conjunto de dimensiones disponi-
bles {x;}_, y, condicional en la dimension x,,, una distribucion para el conjunto de valores de corte
sy, 0 subcategorias, disponibles. Por “disponibles” se entiende aquellos valores s, o subconjuntos
C que no produzcan nodos terminales vacios.

En la préctica se considera sélo la especificacion de una distribucion a priori para la cual el
conjunto de posibles valores de corte es finito. Por lo tanto, cada pryre(pn,7) siempre es una
distribucién discreta. Por consiguiente, el soporte de p(7) siempre tendrd un nimero finito de
arboles. Nétese que como las reglas de corte dependen de X, la distribucion a priori también
dependerd de X.

La distribucion pryre(pn,7) utilizada por Chipman et al. (1998, [2002) y Gramacy and Lee
(2008a), es una distribucion uniforme para seleccionar x,, y una distribucién uniforme para se-
leccionar s,, o C si es cuantitativa, sobre los valores observados de la dimension x, seleccionada

previamente.

Busqueda estocastica de la distribucion a posteriori

Con el desarrollo de los modelos arbolados no es posible obtener formas cerradas para la dis-
tribucién a posteriori en[2.55] Sin embargo es posible integrar analiticamente con respecto al para-
metro ©, i.e., p(Y|X,T)= [ p(Y|X,0,7)p(®|7)dO, y obtener un forma cerrada (Chipman et al.,
2002; |Gramacy and Lee, |2008a). Una vez marginalizada, p(Y|X,7T) se puede combinar con una
distribucién a priori p(T) para explorar la distribucion a posteriori utilizando el algoritmo de

Metropolis-Hastings; dicho algoritmo simula una cadena de Markov para los drboles
70 7! 7%, .., (2.57)

que convergen a la distribucién a posteriori p(‘T|Y,X) (Chipman et al., [1998). Como dicha si-
mulacién tiende a gravitar hacia regiones con alta probabilidad a posteriori, se puede utilizar la
simulacién para hacer una busqueda estocéstica de los arboles con alta probabilidad a posteriori.
Chipman et al. (1998)) presentan el siguiente algoritmo para simular la cadena de Markov
70 a1 72 .. Iniciar con un drbol 70, simular iterativamente la transicién de 7@ a 7! me-

diante los dos pasos siguientes:

1. Generar un candidato 7* con distribucién de probabilidad (7%, 7*).

2. Establecer 7! = T* con probabilidad

(2.58)

(T T%) = min{a(T*,Ti) p(Y|X7T*)p(T*)}

q(T',T*) p(Y|X,T")p(T")
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de otro modo, establecer Tit! = 7,

Bajo condiciones débiles (Tierney| (1994) en Chipman et al. (1998))), la sucesién en obte-
nida mediante este algoritmo converge en distribucion a p(7'|Y,X). En este algoritmo, la constante
de normalizacion no es necesaria para calcular[2.58

Para implementar el algoritmo, Chipman et al. (1998)) consideraron kernels ¢(‘7,7*) que per-
miten generar 7" a partir de 7 seleccionando de manera aleatoria entre cincoE] movimientos posi-

bles que consisten en:

GROW: Seleccionar aleatoriamente un nodo terminal. Dividirlo en dos nuevos nodos asigndndole
aleatoriamente una regla de particién de acuerdo con la regla de particiéon pgyrg utilizado

en la distribucion a priori.

PRUNE: Seleccionar aleatoriamente un padre de dos nodos terminales y convertirlo en un nodo

terminal colapsando los nodos hijos.

CHANGE: Seleccionar aleatoriamente un nodo interno y reasignar aleatoriamente una regla de

particién de acuerdo con pgryrg utilizado en la a priori.

SWAP: Seleccionar aleatoriamente un par de nodos internos padre-hijo. Intercambiar las reglas
de particién a menos que el otro hijo tenga una regla idéntica, en cuyo caso, intercambiar la

regla de particion del padre con la de ambos hijos.

ROTATE: Seleccionar aleatoriamente dos nodos padre-hijo internos y rotar la regla de particién.
Gramacy and Lee| (2008b) propuso este movimiento como alternativa a SWAP cuando este
ultimo se aplica a pares padre-hijo que tienen reglas de particion en la misma dimensioén x,, y
que generan, por tanto, nodos vacios. En este movimiento las particiones en los nodos termi-
nales no se modifican, y por lo tanto la razén de verosimilitudes de una particién propuesta
siempre es 1 en la expresion La unica parte “activa” del algoritmo de Metropolis-
Hastings en este movimiento es el cociente de distribuciones a priori sobre 7, que favorece

particiones con menor profundidad.

Los movimientos GROW, CHANGE y SWAP se restringen a reglas de particion que no produ-
cen arboles con nodos terminales vacios y que tienen un nimero minimo de observaciones en cada
nodo terminal. (Chipman et al., 1998, [2002; Gramacy and Lee, [2008a)

El kernel de transicion produce una cadena de Markov reversible, lo cual es una caracteristica
deseable, ya que se interpreta como que la cadena consiste de movimientos antagénicos. De he-
cho, el movimiento GROW tiene su contraparte PRUNE, y CHANGE tiene su contraparte SWAP.

3Gramacy and Lee|(2008b) propuso el quinto movimiento, ROTATE
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(Chipman et al., |[1998) El movimiento ROTATE propuesto por (Gramacy and Leel | 2008b) no tie-
ne contraparte. Otra caracteristica deseable es que o+, -) del algoritmo de Metropolis-Hastings es
facil de calcular, i.e., al utilizar pgyrr en el movimiento GROW se cancelan varios términos entre
p(T*)y q(T,T*) en la expresion Asimismo, para el movimiento PRUNE, se cancelan tér-
minos entre p(7) y q(T*,T). En los movimientos CHANGE y SWAP el cociente que involucra a
g siempre es 1 (Chipman et al., |1998)).

La dependencia en la estructura del arbol, 7, se puede integrar sobre todos los arboles posibles
mediante reversible—jump MCMC (RJ-MCMC) (Gramacy and Leel [2008a; Greenl, |1995). La pre-
diccidén se condiciona en la estructura del drbol y se promedia con las distribuciones a posteriori
para considerar completamente la incertidumbre de la seleccion del modelo (Gramacy and Lee,
2008a; |[Hoeting et al., [ 1999).

2.4.3. Diseiios adaptativos

Gramacy and Lee| (2009) propusieron un enfoque novedoso que permite “crecer” los disefios
experimentales. Esta caracteristica ademds permite considerar los casos en los que los datos pro-
vienen de un proceso no estacionario. Dicho enfoque “aprende activamente” de los datos y explora
mas intensamente las regiones del espacio que son mas complicadas o interesantes, i.e., regiones
donde existe mayor incertidumbre o estructuras mas complejas.

El Aprendizaje activo incluye dos componentes: un disefio experimental inicial y el ajuste de un
modelo para los datos obtenidos en el disefio. Adicionalmente, se requiere una lista de condiciones
experimentales X en las que se predice la respuesta usando el modelo ajustado y de los cuales se
debe afiadir al disefio si cumplen con ciertas caracteristicas. Las condiciones experimentales que
se afladirdn al disefio experimental X € X se seleccionan mediante uno de los siguientes criterios
(Gramacy and Lee, 2008b, [2009)):

ALM Active Learning MacKay: trata de maximizar la informacién obtenida sobre los pardmetros
del modelo seleccionando las condiciones experimentales X € X que tiene la mayor des-
viacién estdndar de prediccion (MacKay, 1992). Las muestras MCMC de la distribucién
a posteriori proporcionan una estimacion adecuada de la varianza en puntos especificos, a

través del rango de los cuantiles de prediccion.

ALC Active Learning Cohn: selecciona las condiciones experimentales % € X que maximizan la
reduccion esperada del error cuadrado promediado sobre el espacio de las variables de entra-
da (Cohn et al.,|1996). |Gramacy and Lee|(2009) proporcionan el desarrollo para obtener las
expresiones para calcular el estadistico ALC: 1) bajo el modelo especificado en [2.46]a[2.49]
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y 2) bajo un modelo lineal. Estas se muestra en las expresiones[2.59]y respectivamente.

o[qy (y)Cx'an(x) — k(x,y)]?

A2X:
A% 1) = ) — ay ()G ()

(2.59)

S2[f (y)Vig, E(x) 2

AG2(x) =
&) =17 g+ 1T (x) Vg f(x)°

y

(2.60)

donde C~!, qy y %(-,-) son como se define en las expresiones [2.52} [2.53|y [2.54] dentro de
cada particion; y Vg = (F JK'F, +W1/12)~! como en Gramacy and Lee|(2008b).

Se debe notar que el desempeio del proceso de aprendizaje activo depende de la calidad de
la lista de candidatos X. Esta puede ser generada utilizando cualquier método, como por ejemplo
disefio hipercubo latino, good lattice point, méxima entropia, etc. Ademds, la lista de candidatos
no debe ser muy densa porque tenderd a seleccionar candidatos muy cercanos entre si debido a que
los criterios arriba mencionados generardn resultados muy similares (Gramacy and Lee, 2009).

Finalmente, el disefio inicial debe tener suficientes observaciones para ajustar un modelo dentro
de cada particién. Konomi et al.| (2014b)) sugieren que dentro de cada particion exista un minimo
de n, = m+k observaciones, donde m = m, + 1 es la dimensién del vector de variables explicativas

x més el intercepto y k es el nimero de respuestas.
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Capitulo 3

Objetivos e hipotesis

3.1. Objetivo general.

1. Proponer una metodologia que permita explorar el espacio experimental (ortogonal y Sim-

plex) de manera inteligente utilizando el menor nimero de experimentos en el laboratorio.

2. Ajustar modelos estadisticos para las respuestas mecdnicas de geles de pectina en funcién

de los componentes de la mezcla y las variables de proceso.

3.2. Objetivo especifico.

1. Generar un diseno experimental para los componentes de la mezcla y las variables de proceso

que permita ajustar modelos estadisticos para la respuesta mecdnica de geles de pectina.
2. Simular la respuesta mecanica de geles de pectina en el espacio Ri X Ty xTh x Ts.

3. Ajustar un Proceso Gaussiano Arbolado para predecir la respuesta del sistema en una nueva

configuracion de las condiciones experimentales.
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Capitulo 4

Materiales y métodos

Para la formulacién de geles de pectina se propone estudiar una mezcla base de componentes en
proporciones y condiciones fisicoquimicas establecidas a fin de modelar la(s) respuesta(s) de inte-
rés y poder disefiar productos con caracteristicas especificas. Se asume que los diversos productos

saborizantes no influyen sobre la respuesta y no se consideran dentro del disefio experimental.

Para evaluar la metodologia propuesta se simulara el modelo ficticio en las expresiones a
.6 que considera los componentes de tres mezclas distintas (Cationes divalentes + monovalentes,
Pectina de alto + bajo metoxilo, sacarosa + glucosa), y las condiciones fisicoquimicas que producen

geles de pectina (pH, fuerza idnica, concentracion de pectina y concentracion de solidos solubles).

La concentracién de solidos solubles (SS) y pectina (Pect), la fuerza iénica (/) y el pH (pH) se
trataran como factores independientes y definen un espacio ortogonal R* = [0.25,0.75] x [0,1] x
[0,100] x [2.5,4.5]. La proporcién de los cationes [Ca™ ] : [Mg™™]: [Na™]: [K] con los que se
ajusta la fuerza iénica, la proporcién de pectina de bajo y alto metoxilo [LM] : [HM], y la proporcién
de sacarosa y glucosa [Sac] : [Glu|, forman mezclas que definen tres Simplices distintos, Ty, T», T».

La combinacién de estos cuatro espacios definen el espacio experimental ]Ri X Ty X T X T.

Se genera un disefio experimental en el hipercubo I°. Cuatro columnas de la matriz disefio
corresponden al espacio ortogonal R% , y cinco columnas se utilizan en los tres mapeos I9~! — 1,
de cada una de las tres mezclas. Se hace una transformacién de I* — Ri para definir los niveles de
los factores independientes. Asimismo, se utiliza un mapeo de I° — T4 y dos mapeos de I' — T»
para definir las proporciones de los componentes de cada una de las tres mezclas. Sin embargo, el
modelo se ajusta dentro del hipercubo I° debido a que es posible y necesario trabajar dentro de un

espacio ortogonal.
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4.1. Componentes de la mezcla base.

El Cuadrof.T|muestra los factores y los componentes que definen el espacio experimental. Los
factores independientes se muestran en la columna izquierda, y los componentes de las distintas
mezclas se muestran en la columna derecha. El agua también es un componente de la mezcla pero

se asume que tiene un efecto de dilucién, por lo tanto se considera como variable Slack.

Variable independiente | Componentes

Solidos solubles -SS- (T») Sacarosa y Glucosa [Sac| : [Glu]
Polisacdridos -Pect- (T7) Pectina de alto metoxilo y

bajo metoxilo [HM]| : [LM]
Fuerza ionica -1- (Ty) NaCl, KClI, CaCl, y MgCl,

[Na*]: [K*]: [Ca™™]: [Mg™*™]
pH -

Cuadro 4.1: Factores y componentes que definen el espacio experimental. La concentracién de
Sélidos solubles (SS) y Polisacaridos (Pect), la fuerza iénica (/) y el pH (pH) son factores inde-
pendientes. 7, indica a qué Simplex pertenecen los componentes de las mezclas.

4.1.1. Restricciones lineales.

De acuerdo con su funcidn para la formacion de geles, los Solidos solubles (SS) y Polisacari-
dos (Pect) (como componentes de una mezcla acuosa) estan sometidos a las restricciones que se
muestran en el Cuadro 4.2. Sin embargo, como forman parte de una solucién acuosa, donde el agua
es una variable Slack, estas restricciones s6lo sirven para definir los limites superior e inferior de

cada factor.

Inferior  Superior

Agua - -
Sélidos solubles 25.0 75.0
Polisacaridos 0.0 1.0

Cuadro 4.2: Limites superiores e inferiores para los Sélidos solubles (SS) y los Polisacaridos (Pect)
en %p/p. La proporcién de agua es libre y suficiente para completar el 100 %.

4.1.2. Restricciones lineales para los componentes de cada Simplex.

La tnica restriccion para los componentes de cada Simplex es que sumen 100 % de su concen-

tracion, o fuerza idnica, en las proporciones establecidas en el disefio experimental.
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4.2. Variables de proceso.

La fuerza idnica I se define como

1S
1:§Zcizi;i:1,2,3,...,n
~

1

donde n es el numero total de iones en solucion, ¢; y z; representan la concentracion molar (mol -
dm™3) y la carga, respectivamente, del i-ésimo i6n. Para facilitar el estudio, s6lo se consideran
sales en forma de cloruros (C/™). De la definicién de fuerza idnica, resulta claro que los iones
forman una mezcla que corresponde al Simplex T4 en el disefio experimental.

La concentracién de los cationes es importante porque:

1. Se espera que los cationes divalentes (con carga 2+) produzcan geles con las pectinas de bajo

metoxilo.

2. Los cationes monovalentes (con carga 1+) compiten con los cationes divalentes por las cargas

negativas de la cadena de pectina. Esto modifica las caracteristicas de los geles.

Dado que la pectina es un polisacarido polianiénico con una constante de acidez pK, ~ 3.4, se
espera una interaccion entre la pectina, el pH y la fuerza idnica. Se asume que el pH se ajustard con
una solucién amortiguadora (buffer) de acido citrico/citrato de sodio en una concentracion fija.

En el Cuadro 4.2 y 4.3 se muestra los niveles minimo y mdximo para los factores independien-

tes.

Variables de proceso Inferior Superior
pH (adimensional) 2.4 4.4
Fuerza iénica (mM) 0.0 100.0

Cuadro 4.3: Intervalo de valores que pueden tomar los factores independientes pH y Fuerza iénica.

4.3. Modelo simulado

El drbol que se simula se presenta en la Figura[d.3] Las particiones representan las condiciones
reales en las cuales se espera obtener geles con caracteristicas muy distintas en cuanto a la res-
puesta. Dicho édrbol tiene un total de 8 particiones en el espacio Ri x Ty X T> X T, pero en realidad

sOlo se esperan tres regimenes distintos, a saber;
1. Cuando no forma geles.
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{Pectina, 0.1}

Pectina < 0.1

Pectina > 0.1
{LM, 0.5}
{pH., 3.4} {CaCly, 10mM}

pH <34 pH >34 CaCly / xomw[
{Ss, 0.5} {MgCly, 20mM} {NaCl, 30mM}
SS<0.5
= ; \35>05 MgCl, < 20mM \ MgCl, > 20mM NaCl < 30mM / ;NaCl >30mM

Figura 4.1: Arbol simulado en el espacio experimental. Los nodos marcados con “Gel” y “No Gel”
indican cuando existen las condiciones de gelificacion.
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2. Cuando forma geles donde domina la pectina de alto metoxilo “HM”.

3. Cuando forma geles donde domina la pectina de bajo metoxilo “LM”.

En el disefio inicial creado mediante el algoritmo NTLBG, en nimero de puntos dentro de cada
una de las 8 particiones con 20 puntos en total, es: ny =0,ny =5, n3 =2, n4 =1,ns =1, ng = 2,
ny =6,ng =3.

Ademads, cada una de las pectinas gelifican bajo condiciones fisicoquimicas distintas:

LM: Solo requiere Cat™ para gelificar. El pH acido (pH < pK,) neutraliza las cargas negativas
de la cadena y reduce el efecto gelificante del Ca™™; se espera que los cationes Na™ y K™

tengan un efecto similar al H™ cuando el pH es 4cido.

HM: Requiere una concentracién alta de sélidos solubles y pH < pK, = 3.4. El Ca™™ tiene un
ligero efecto gelificante en concentraciones muy altas [Ca™t] > 50mM. A diferencia de la
pectina LM, se espera que los cationes Na™ y K™ tengan un efecto en favor de la gelificacion,

al neutralizar las cargas de la cadena de pectina similar al efecto de [H "] en pH 4cido.

Con esta informacidn, el modelo que se simula es una mezcla de ambos regimenes ponderado
por la proporciéon LM:HM y una region lineal cuando la concentracion de pectina no es suficien-
te para producir geles [Pect] < 0.1. Ademads, se incluird interacciones entre los componentes del
Simplex y las variables independientes, i.e., pH x [LM], I x [LM] y [Cat™] % [LM] a fin de afiadir
una curvatura en la superficie de respuesta. Finalmente, dado que las concentraciones de pectina y
de sdlidos solubles son las que mads afectan la respuesta mecénica, se afiade un coeficiente global
“\/Pect + SS € [0,+/2]” para considerar un efecto de dilucién.

La magnitud y el signo de los coeficientes del modelo se proponen subjetivamente con base en

el efecto esperado en cada régimen. Los modelos a simular son:

Yim =2pH + 514 28S +0Pect +10[Cat ™| +9[Mg™+] —4[Na™] — 2[K ] + 1[Sac]

+ 1[{Glu] +O0[HM] +O[LM] + 2(pH * [LM)) +7([I) * [LM]) +7([Ca™ ] % [LM]) @D

Yum = —4pH + 51+ 9SS +OPect +3[Ca™ ]+ 1[Mg™ "] +4[Na™] +3[K 1]+ 10[Sac]

+ 10[Glu] +O[HM] +O[LM] + 1(pH * [LM)) + 1([I] ¥ [LM]) + 1([Ca™ "] x [LM]) “2

En cada particion, se simula uno de los tres regimenes distintos. Los subindices del vector Y

indican en qué nodos del drbol en la Figura[4.3|aplica dicho modelo.

Y(1} = V/8S+ Pect * (unoGer + 1 + SS+ Pect) + € (4.3)
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Y{2,3,5,8} =SS+ Pect * (,uNoGel —+ [LM] * Y+ [HM] * YHM) + € “4.4)

Y{677} =+/SS + Pect % (.uGelLM + [LM] * Y+ [HM] * YHM) +e (4.5)
Y{4} =SS + Pect (IuGelHM + [LM] *Yrm + [HM] * YHM) +€ (4.6)

Con unoGer = 10, pGer;y, = 100y UGery,, =300y & ~ N(0,1).

4.4. Diseno experimental.

Se comparan dos enfoques:

Inteligente: comenzar con un disefio experimental pequeio ny = 20 y utilizar la estadistica ALC
para crecer el disefio en cada iteracién. En cada iteracion se selecciona los 3 o 4 puntos con

mayor ALC.

Estatico: comenzar con un disefio experimental igual al tamafio que toma »n; en la i-ésima iteracion

del enfoque inteligente. Por ejemplo, ng = {20,23,26,...}.

Para el disefio inicial tamafio ng de ambos enfoques, primero se genera un conjunto glp con
el vector generador h = (3997, 1,3888,3564,3034,2311,1417,375,3211,1962) (matriz de dimen-
sion 3997 x 9) como se explica en la Seccion Las columnas 1,3,4,5 del conjunto glp se
utilizan para las variables de proceso en el espacio I*, las columnas 6,7, 8 para el Simplex Ty de
[Ca™]:[Mg"™*]: [Na"]:[K"]; la columna 2 para el Simplex T> de [Sac] : [Glu]; y la columna 9
para el Simplex T, de [HM] : [LM]. El conjunto glp generado de este modo se utiliza para generar
los disefios experimentales iniciales en el espacio I* x Ty x T» x T> = I'> mediante el algoritmo
NTLBG.

Para evaluar la conveniencia de iniciar con un disefio experimental pequefio y hacerlo crecer
inteligentemente, se compara el error cuadrado medio de predicciéon del modelo obtenido en cada
iteracion del enfoque inteligente contra el de un disefio nuevo generado mediante el algoritmo
NTLBG en cada iteracion del enfoque estatico. En ambos casos, se simula la respuesta Y mediante
el modelo en las expresiones a y el arbol en la Figura 4.1 en cada una de las condiciones
experimentales X € I” que se alimentan al paquete.

4.4.1. Diseio experimental adaptativo.

Para el andlisis del disefo inteligente, se utilizan las siguientes condiciones:
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= disefio inicial: np = 20, generado mediante el algoritmo NTLBG;

= Burn-in: 1000; tamafio de la cadena: 4000; muestreo: cada 3 eslabones para adelgazar la

muestra y disminuir la autocorrelacién de la misma;

= correlacion Gaussiana isotrépica: po = 2, 6; = 6;

= pspur = 0.95(1 — gn)?;

= vector Y estandarizado con media O y varianza 1;
» densidades a priori impropias (uniformes);

= reiniciar la cadena 20 veces con las mismas condiciones para garantizar la convergencia de

las mismas;

= disefio hipercubo latino: n;;,; = 600; este disefio proporciona una lista de puntos candidatos

de los que se preselecciona un subconjunto de tamafo np_,, en el siguiente paso;

= disefio D-6ptimo: np_,, = 400; este disefio representa la lista de puntos para las que se hara

prediccion de la respuesta y se calculard el estadistico ALC;
= calcular ALC y seleccionar los 3 0 4 puntos con ALC mads grande para la siguiente iteracion;
= 40 iteraciones en total.

En cada iteracion, dado los datos {X, Y}, el paquete hace una exploracion estocdstica de la
distribucién a posteriori. Tras dicha exploracion inicial, es necesario generar una lista de puntos

candidatos de la siguiente forma:
1. Generar un disefio hipercubo latino de tamafio n;;,; = 600 en r.

2. Dada la estructura del arbol y el modelo ajustado en cada particién durante la exploracién
inicial del espacio, generar un disefio D-6ptimo de tamafo np_,,400 con los puntos del

disefio hipercubo latino.

Se calcula ALC para todos los puntos del disefio D-6ptimo a fin de seleccionar los 3 o 4 puntos
con mayor ALC y afiadirlos al disefio experimental de la siguiente iteracion. Este método busca

sacar provecho del active learning para crecer el experimento de manera inteligente.
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4.4.2. Diseiio experimental mediante el algoritmo NTLBG.

Para el andlisis de los disefios generados mediante el algoritmo NTLBG, se utiliza las condi-

ciones siguientes:

= disefio inicial de tamafio igual al del disefio aumentado en cada iteracién del enfoque inteli-

gente;

= Burn-in: 1000; tamafio de la cadena: 4000; muestreo: cada 3 eslabones para adelgazar la

muestra y disminuir la autocorrelacion de la misma;
= correlaciéon Gaussiana isotropica: pg = 2, 0; = 6;
= pspur = 0.95(1 —gn)*;
= vector Y estandarizado con media O y varianza 1;

= densidades a priori impropias (uniformes);

= reiniciar la cadena 20 veces con las mismas condiciones para garantizar la convergencia de

las mismas;
= 40 iteraciones en total.

El disefio en cada iteracion se genera mediante el algoritmo NTLBG igualando el tamafio del

disefio en cada iteracion del enfoque inteligente, y se considera un ajuste fijo.

4.5. Ajuste del modelo

Para el ajuste del modelo, se utilizard la biblioteca tgp (Gramacy, |2007)) de R. Esta biblioteca
tiene todas las funciones para explorar el espacio del 4rbol, ajustar un proceso Gaussiano en cada
particion y calcular los estadisticos ALM y ALC. Ademads, cuenta con las funciones lhs (), para

generar disefios hipercubo latino, y tgp.design (), para generar disefios D-Optimos.

43



Capitulo 5
Resultados y discusion

La matriz disefio inicial con n = 20 y con los elementos de cada Simplex T, mapeados al
hipercubo 79~ se muestra en el Cuadro Cada vector (fila) de la matriz X € I’ se gener
utilizando algoritmo NTLBG en el hipercubo I* y en los Simplex, Ty, T> y T>. Una vez generada
la matriz disefio en I'2 = I* x Ty x T» x T», se hizo una transformacién lineal para obtener la
misma matriz disefo inicial » = 20, en escala real Ri x Ty x T, x T,. Esta matriz se muestra en el
Cuadro

pH I SS  Pectina f(I).1 fI).2 fI).3 £(SS) f(Pectina)

1 0230 0.791 0.738 0.768 0350 0.720 0.845 0.982 0.636
2 0763 0.248 0.226 0.784 0.732 0457 0.164 0.327 0.682
3 0425 0.752 0.243 0.831 0.125 0.639 0.759 0.391 0.879
4 0.230 0.157 0.316 0229 0.737 0.197 0.751 0.188 0.726
5 0757 0.248 0.716 0.764 0304 0.407 0.231 0.689 0.165
6 0.808 0.488 0.764 0.356 0348 0.319 0.717 0.259 0.949
7 0230 0.212 0.807 0229 0.705 0.212 0.246 0.604 0.533
8 0.827 0.725 0.230 0.619 0.739 0.046 0.495 0.114 0.477
9 0213 0.819 0.260 0436 0.127 0.154 0.493 0.802 0.843
10 0.740 0.159 0.735 0.250 0.711 0.451 0.496 0.838 0.983
11 0.759 0.237 0.244 0.237 0.108 0.672 0.253 0.873 0.358
12 0.262 0.223 0.148 0.742 0339 0.760 0.508 0.557 0.586
13 0.692 0.751 0.287 0.193 0.735 0.794 0.380 0.945 0.419
14 0232 0.739 0.764 0.198 0344 0.081 0.467 0.038 0.806
15 0.267 0.505 0.181 0223 0.022 0419 0521 0450 0.295
16 0.756 0.758 0.746 0.788 0.753 0.807 0.886 0.648 0.231
17 0.727 0.846 0.779 0.229 0368 0.773 0.160 0.765 0.767
18 0.264 0.278 0.865 0.751 0.743 0.786 0.633  0.506 0914
19 0382 0451 0.596 0449 0.733 0.445 0.837 0.728 0.033
20 0.230 0.270 0.499 0.768 0.762 0.816 0.119 0.909 0.100

Cuadro 5.1: Matriz disefio X € I°. Las columnas f(-) representa el mapeo inverso del Simplex T,
al hipercubo /971
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pH I SS  Pect [Ca++] [Mg++] [Na+] [K+] [Sac] [Glu] [HM] [LM]

1 276 &87.00 63.10 0.77 29.50 10.67 9.27 50.57 1.83 98.17 36.43 63.57
2 393 2730 3490 0.78 9.87 29.20 5097 996 6730 3270 31.77 68.23
3 319 8270 3590 0.83 50.05 10.01 9.63 3030 6091 39.09 12.08 87.92
4 276 1720 3990 0.23 9.68 50.24 997 30.10 81.22 1878 27.41 72.59
5 392 2730 6190 0.76 32.74 2434 33.02 990 31.11 68.89 8346 16.54
6 403 53.60 6450 0.36 29.68 30.59  11.25 2848 74.09 25091 5.12  94.88
7 276 2330 6690 0.23 11.00 48.04 30.89 10.07 3958 6042 46.69 5331
8 4.07 79.80 3520 0.62 9.58 71.00 9.80 9.62 88.62 1138 5228 47.72
9 272 90.00 36.80 0.44 49.68 30.59 10.00 9.73 19.83 80.17 15.69 84.31

10 3.88 1750 6290 0.25 10.74 29.33  30.22 29.70 16.24 83.76 1.70  98.30
11 392 2610 3590 0.24 52.44 859 29.10 987 12.67 8733 6422 3578
12 2.83 24.60 30.60 0.74 30.28 893 29.88 3090 4431 55.69 4139 58.61
13 3.77 82.60 3830 0.19 9.77 9.81 49.83 30.60 547 9453 58.13 41.87
14 276 8130 64.50 0.20 29.95 50.10 10.64 932 96.18 3.82 1941 80.59
15 2.84 5550 3240 0.22 71.97 9.88 8.69 946 5495 45.05 70.50 29.50
16 391 8330 6350 0.79 9.01 9.26 9.32 7241 3520 64.80 7693 23.07
17 3.85 93.00 6530 0.23 28.31 8.66 5294 10.08 2348 76.52 2330 76.70
18 2.83 30.60 70.10 0.75 9.44 10.29 2948 50.79 4942 5058 857 9143
19 3.09 49.60 5530 045 9.84 30.02 9.81 5033 2722 7278 96.67 3.33
20 276 2970 4990 0.77 8.65 884 7265 9.85 9.08 90.92 90.04 9.96

Cuadro 5.2: Matriz disefno X € Rﬁ x Ty x T, x T». Las columnas se encuentran en escala real. Las
columnas [-] (5 a 12) son %p/p dentro de cada Simplex.

5.1. Error cuadrado medio.

Utilizando el modelo ajustado en cada iteracion, se interpola la respuesta de un disefio hiper-

cubo latino de tamafio 100 y se calcul6 la raiz del error cuadrado medio mediante:

1 100

o5 L= 6.0

RMSE; =

Donde ¥; ; es la respuesta interpolada utilizando el modelo ajustado en la j-€sima iteracion y Y; es
la respuesta real simulada.

En la Figura5.1|se muestra el cociente RMSE;*LC /RM SE;V TLBG para cada iteracion en funcién
del tamao del disefio. En 9/40 (22.5%) ocasiones no se pudo generar un disefio experimental
utilizando el algoritmo NTLBG debido a que las funciones programadas, las semillas y el al-
goritmo no lo permitieron (j = {13,14,17,18,34,35,36,38,39}). En todo momento, fue posible
utilizar una semilla distinta para poder generar el disefio, sin embargo, se decidi6 utilizar la misma
semilla para generar todos los disefios de este estudio. En 6/40 (15%) ocasiones, RMSE;‘LC <
RMSEYT!EG (j = {3,4,6,21,22,24}). En el resto de las iteraciones 25/40 (62.5 %), RMSE}™C >
RMSEYTEPG (j={1,2,5,7,8,9,10,11,12,15,16,19,20,23,25,26,27,28,29,30,31,32,33,37,40}).

A pesar de que un disefio de tamaiio 20 es demasiado pequeio para modelar la respuesta en un
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Figura 5.1: Cociente de la raiz del error cuadrado medio (RMSE) de prediccion: ALC/NTLBG.

espacio con 9 dimensiones, estos resultados sugieren que es mejor comenzar con un disefilo muy
pequeiio y dejar que los resultados vayan guiando la exploracién del espacio experimental como

en el enfoque inteligente.

5.2. Cobertura del espacio experimental.

pH I SS Pectina f(I).1 f().2 f().3 f(SS) f(Pectina)
Min. 0.213 0.157 0.148 0.193 0.022 0.046 0.119 0.038 0.033
IstQu. 0.232 0.245 0.244 0.229 0330 0.292 0.251 0.375 0.342
Median 0.404 0.469 0.547 0.443 0537 0454 0495 0.626 0.611
Mean 0.490 0.483 0.507 0.492 0.489 0498 0.498 0.581 0.569
3rd Qu. 0.756 0.751 0.750 0.765 0.735 0.763 0.725 0.811 0.815
Max. 0.827 0.846 0.865 0.831 0.762 0.816 0.886 0.982 0.983
Cuadro 5.3: Resumen del disefio inicial por columna, n = 20.
pH T SS Pectina f(I).1 f().2 f().3 f(SS) f(Pectina)
Min. 0.002 0.002 0.001 0.004 0.006 0.004 0.002 0.004 0.009
IstQu. 0.137 0.222 0.464 0.132 0.180 0.232 0.179 0.153 0.154
Median 0.382 0.531 0.675 0.391 0514 0.623 0.508 0.452 0.413
Mean 0401 0.525 0.614 0.441 0.498 0.557 0.500 0.463 0.421
3rd Qu. 0.593 0.820 0.849 0.760 0.763 0.873 0.788 0.731 0.627
Max. 0.999 0.998 0.999 0.994 0995 0.990 0.994 0.995 0.996

Cuadro 5.4: Resumen del disefio final generado utilizando ALC, n= 151

En las Tablas [5.3] a[5.5] se muestran algunas estadisticas del disefio experimental incial y los

disefios finales de ambos enfoques. Se puede observar que el disefio inicial no alcanza los limites
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pH I SS  Pectina f(I).1 f(I1).2 fI).3 £(SS) f(Pectina)

Min. 0.062 0.008 0.015 0.030 0.005 0.010 0.045 0.007 0.002
IstQu. 0.197 0.248 0.223 0.265 0.261 0.266 0.245 0.224 0.287
Median 0.497 0.505 0.491 0.536  0.523 0.501 0.490 0.486 0.523

Mean 0.498 0.497 0.487 0.510 0.510 0.497 0.506 0.485 0.509
3rdQu. 0.782 0.779 0.777 0.770 0.812 0.734 0.772 0.725 0.731

Max. 0991 0.955 0.958 0.966 0915 0.967 0966 0.996 0.999

Cuadro 5.5: Resumen del diseno final generado utilizando el algoritmo NTLBG, n= 151

del hipercubo I°, lo cual es un efecto del algoritmo NTLBG. Sin embargo, conforme el disefio
crece inteligentemente utilizando ALC, la cobertura del disefio experimental tiende a extenderse
hacia dichos limites. Esto era de esperarse porque el error de prediccion es mayor en los limites de
la region experimental y de las particiones.

Al comparar los disefos finales, se puede observar que el disefio que se generd utilizando ALC
tiene una mayor cobertura del espacio experimental, i.e., salvo en la columna de f(Pectina), los

intervalos entre el minimo y el maximo son mds amplios en el enfoque inteligente.

5.3. Arbol.

Como no fue posible generar disefios mediante el algoritmo NTLBG para algunas iteraciones,
s6lo se compara los resultados de ambos enfoques en las dltimas 6 iteraciones en las que si fue
posible generar disefios, i.e., j = {30,31,32,33,37,40}. En cada iteracién, se muestra el &rbol
que corresponde a la muestra con méxima probabilidad a posteriori (MAP) encontrado después de
reiniciar la cadena 20 veces. Los nodos “{u, s, }”” corresponden a los nodos en el arbol simulado. Se
debe notar que los valores de corte s, € [0, 1], esto es debido a que la funcién btgpllm() requiere

que la matriz disefio X € I’ esté escalada para el anélisis.

Iteracion 30.

Para los disefos con tamafio n = 114, mediante el enfoque inteligente, el arbol con MAP logré
identificar 6 particiones, mientras que el enfoque estdtico s6lo logré identificar 4 particiones. Estos

arboles se muestran en las Figuras[A.Ty[A.2]
En esta iteracion, el cociente de los RMSE fue de 1.95.

Iteracion 30, ALC (RMSE=34.106). En el 4rbol con MAP en la Figura se identifican los

nodos siguientes:

» X9 = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};

= X3 =85 <= 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};
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= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};

= Xy = Pectina <~ (.5; no corresponde a ningtin nodo, pero podria corresponder a un cambio

en el régimen de gelificaciéon cuando domina una pectina sobre la otra;
» X, = Pectina <~ 0.3; no corresponde a ningtin nodo.

En esta iteracion se logré identificar mds nodos que los existentes en el arbol simulado. Es posi-
ble que el nodo {X4,0.3} sea producto de la exploracidn estocéstica de la distribucién a posteriori

y no tenga mejor explicacion que esa.
Iteracion 30, NTLBG (RMSE=66.468). En el arbol con MAP en la Figura se identifican
los nodos siguientes:

» X9 = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};

= X3 =SS5 <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4}.

En esta iteracion, solo se logré identificar algunos de los nodos existentes en el arbol simulado.
Sin embargo, todos los nodos encontrados se encuentran en el arbol simulado.
Iteracion 31.

Para los disefios con tamafio n = 118, mediante el enfoque inteligente, el arbol con MAP logré
identificar 5 particiones, mientras que el enfoque estdtico s6lo logré identificar 4 particiones. Estos
arboles se muestran en las Figuras[A.3]y[A.4]

En esta iteracion, el cociente de los RMSE fue de 1.15.

Iteracion 31, ALC (RMSE=53.655). En el darbol con MAP en la Figura se identifican los

nodos siguientes:
» X9 = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};
» X4 = Pectina <~ 0.1; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};
= X3 =SS5 <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};
= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};

En esta iteracion el enfoque inteligente logré identificar menos nodos que en la iteracion previa.

Ademads, todos los nodos encontrados se pueden localizar en el arbol simulado.
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Iteracion 31, NTLBG (RMSE=61.967). En el arbol con MAP en la Figura se identifican

los nodos siguientes:

» X9 = f(Pectina) <= 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};
» X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4}.

= X3 =SS5 <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

Por su parte, el enfoque estdtico identificé los mismos 4 nodos que en la iteracion anterior. Sin
embargo, a diferencia de la iteracién anterior, debe notar que los nodos tienen la misma estructura

que en el arbol simulado.

Iteracion 32.

Para los disefios con tamafio n = 121, mediante el enfoque inteligente, el drbol con MAP logré
identificar 5 particiones, mientras que el enfoque estdtico s6lo logré identificar 4 particiones. Estos
arboles se muestran en las Figuras[A.5|y[A.6]

En esta iteracion, el cociente de los RMSE fue de 1.28.

Iteracion 32, ALC (RMSE=54.128). En el arbol con MAP en la Figura se identifican los

nodos siguientes:
» X9 = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};
» X4 = Pectina <~ 0.1; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};
= X3 =85 <= 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

= X = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};

En esta iteracion, se logré identificar los mismos nodos que en la iteracion previa.

Iteracion 32, NTLBG (RMSE=69.132). En el arbol con MAP en la Figura se identifican

los nodos siguientes:
» Xg = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};
= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4}.

= X3 =SS5 <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

En esta iteracion se logro identificar los mismos nodos y la misma estructura que en la itera-
cién previa. Nuevamente, se debe notar que los nodos tienen la misma estructura que en el arbol

simulado.
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Iteracion 33.

Para los disefios con tamafo n = 125, mediante el enfoque inteligente, el arbol con MAP logré
identificar 6 particiones, mientras que el enfoque estdtico s6lo logré identificar 4 particiones. Estos
arboles se muestran en las Figuras y

En esta iteracion, el cociente de los RMSE fue de 1.99.

Iteracion 33, ALC (RMSE=38.661). En el drbol con MAP en la Figura se identifican los

nodos siguientes:

» X9 = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};

X3 =SS <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};

X4 = Pectina <= 0.2; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};

» X4 = Pectina <~ 0.5; no corresponde a ninguin nodo, pero si a un cambio en el régimen de

gelificacién cuando domina una pectina sobre la otra.

En esta iteracidn, se logré identificar mas nodos que en la iteracion previa. Ademas, la estruc-
tura del drbol MAP no corresponde a la del drbol simulado.
Iteracion 33, NTLBG (RMSE=76.863). En el arbol con MAP en la Figura |A.8| se identifican
los nodos siguientes:

» X9 = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};

= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4}.

= X3 =SS5 <= 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

En esta iteracion se logré identificar los mismos nodos y la misma estructura que en las dos
iteraciones previas. Nuevamente, se debe notar que los nodos tienen la misma estructura que en el

arbol simulado.

Iteracion 37.

Para los disefios con tamafio n = 140, ambos enfoques lograron identificar 5 particiones con
estructuras distintas. Estos drboles se muestran en las Figuras [A.9]y[A.1I0]

En esta iteracion, el cociente de los RMSE fue de 3.53.
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Iteracion 37, ALC (RMSE=40.475). En el drbol con MAP en la Figura se identifican los

nodos siguientes:

» X9 = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};

X3 =SS <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};
» X| = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};
» Xy = Pectina <~ 0.25; correspondiente al nodo {Pectina,0.1}.

En esta iteracion, se logré identificar un nodo menos que en la iteraciéon 33. Ademads, la estruc-

tura del arbol con MAP no corresponde a la del arbol simulado.

Iteracion 37, NTLBG (RMSE=143.073). El arbol con MAP en la Figura identifica los

nodos siguientes:
» X9 = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};
= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4}.

= X3 =85 <= 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

X, =1 <~ 0.5; este nodo no se encuentra dentro de la estructura del arbol simulado;

En esta iteracién se logré identificar un nodo mds que en la iteracién 33. El nodo {7,0.5}
no se encuentra dentro del arbol simulado y tampoco ha sido identificado mediante el enfoque
inteligente. Este nodo no tiene mucho sentido de acuerdo con el modelo y la estructura del arbol
que se simuld. Es posible que este nodo sea una consecuencia de la exploracion estocdstica de la

distribucién a posteriori del modelo.

Iteracion 40.

Para los disefios con tamafio n = 151, mediante el enfoque inteligente, el arbol con MAP logré

identificar 6 particiones, mientras que el enfoque estdtico s6lo logré identificar 4 particiones. Estos
arboles se muestran en las Figuras[A. TT]y[A.12]

En esta iteracion, el cociente de los RMSE fue de 1.42.
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Iteracion 40, ALC (RMSE=43.914). En el arbol con MAP en la Figura se identifican los

nodos siguientes:
= X3 =85 <= 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

= dos particiones distintas cercanas a Xg = f(Pectina) <~ 0.5; alguna de ellas corresponde al
nodo {LM,0.5};

» X4 = Pectina <~ 0.2; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};
= X| = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};

En esta iteracion, se logré identificar un nodo mds que en la iteraciéon 37. Un segundo nodo
{f(Pectina),0.5} no tiene mucho sentido de acuerdo con el modelo y la estructura del drbol que
se simuld. Este nodo adicional puede ser una consecuencia de la exploracion estocéstica de la
distribucién a posteriori del modelo. Claramente, la estructura del drbol con MAP no corresponde

a la del arbol simulado.

Iteracion 40, NTLBG (RMSE=62.178). En el arbol con MAP en la Figura se identifican

los nodos siguientes:
» Xg = f(Pectina) <~ 0.5 correspondiente al nodo {LM,0.5};
= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4}.
= X3 =SS5 <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

Nuevamente, en esta iteracidn se logré identificar los mismos nodos y la misma estructura del

arbol con MAP que en las iteraciones 32, 32, 33 y 37.

5.4. Otros arboles con MAP; iteraciones 34, 35, 36, 38, 39.

En esta seccion se analiza los drboles encontrados en las iteraciones 34, 35, 36, 38, 39 para
compararlos entre si, ya que no es posible compararlos contra los disefios generados mediante el
algoritmo NTLBG.

Iteracion 34 (RMSE=81.605).

Para el disefo con tamafio n = 129, mediante el enfoque inteligente, el drbol con MAP logré
identificar 6 particiones. Este drbol se muestran en la Figura[A.13]

En el drbol con MAP en la Figura[A.13]se identifican los nodos siguientes:
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X3 = 8§ <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

= dos particiones distintas cercanas a Xg = f(Pectina) <~ 0.5; alguna de ellas corresponde al
nodo {LM,0.5};

= X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};
» X4 = Pectina <~ 0.1; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};

En esta iteracion, se logré identificar dos nodos cercanos a f(Pectina),0.5. Es posible que una
corresponda al nodo {LM,0.5}, sin embargo, el otro no tiene sentido, pues no existe en el drbol
simulado. También es posible que este nodo sea producto de la exploracion estocdéstica de la distri-
bucién a posteriori y no tenga mejor explicacion que esa. Ademads, esta particion adicional no ha
sido encontrada en ninguna otra iteracion. Claramente, la estructura del arbol MAP no corresponde

a la del arbol simulado.

Iteracion 35 (RMSE=40.379).

Para el disefio con tamafio n = 133, mediante el enfoque inteligente, el arbol con MAP logré
identificar 5 particiones. Este drbol se muestran en la Figura[A.14]

En el drbol con MAP en la Figura[A.14]se identifican los nodos siguientes:
» X9 = f(Pectina) <= 0.5; correspondiente al nodo {LM,0.5};

= X4 = Pectina <= 0.1; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};

= X3 =SS5 <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

» X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};

Nuevamente, la estructura del drbol MAP no corresponde a la del 4rbol simulado.

Iteracion 36 (RMSE=54.407).

Para el disefno con tamafio n = 136, mediante el enfoque inteligente, el arbol con MAP logré
identificar 6 particiones. Este drbol se muestran en la Figura[A.13]

En el 4rbol con MAP en la Figura[A.T5|se identifican los nodos siguientes:
» X9 = f(Pectina) <~ 0.5; correspondiente al nodo {LM,0.5};

= X; = pH <~ 0.5; correspondiente al nodo {pH,3.4};

= X4 = Pectina <= 0.1; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};
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= X3 =SS5 <= 0.5; correspondiente al nodo {SS,0.5};
» Xo=f(I).2<~0.7.

En esta iteracion se logré identificar por primera y dnica ocasién un nodo en Xg = f(I).2.
Como se puede observar en la Expresion f(I).2 sélo es una funcién de la proporcion de los
cationes [Ca™ "]y [Mg™™] del Simplex Ty, y por lo tanto es posible que corresponda a la particién
5 en la Figura[4.3] i.e., {Ca,Cl, 10mM} y {MgCl,, 20mM}. Alternativamente, es posible que este
nodo sea producto de la exploracién estocdstica de la distribucién a posteriori y no tenga mejor
explicacién que esa.

La particiones paralelas a los ejes dentro del Simplex se distorsionan al mapearlas hacia el
espacio ortogonal de una manera dependiente del componente en el que se encuentre la regla de
particién. Por ejemplo, en una mezcla de tres componentes X = {X},X>,X3} € T3, donde existe una
particion en X7 < 0.5, 0 X5 < 0.5, 0 X3 <0.5, cada una de estas particiones mapeadas al espacio

ortogonal I? se observan como se muestra en la Figura[5.2}

X2
X2
X2

Figura 5.2: Particiones del simplex 73 mapeadas al espacio ortogonal /2. Izquierda: Particién en
X1 <0.5; Centro: Particién en X, < 0.5; Derecha: Particion en X3 < 0.5. Los ejes corresponden a
las transformaciones f(X).

Por lo tanto, en caso de que la exploracion del espacio experimental identifique particiones en
f(I), dichas particiones no necesariamente existen dentro del Simplex Tj, ni corresponden a las

particiones simuladas.

Iteracion 38 (RMSE=50.414).

Para el disefo con tamafio n = 144, mediante el enfoque inteligente, el arbol con MAP logré

identificar 5 particiones. Este drbol se muestran en la Figura[A.16]
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En el drbol con MAP en la Figura se identifican los nodos siguientes:

» Xg = f(Pectina) <~ 0.5; correspondiente al nodo {LM,0.5};

X = pH <= 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};

X4 = Pectina <= 0.1; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};

X3 = 8§ <= 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

Nuevamente, la estructura del arbol con MAP no corresponde a la del arbol simulado.

Iteracion 39 (RMSE=45.382).

Para el disefo con tamafio n = 148, mediante el enfoque inteligente, el arbol con MAP logré
identificar 5 particiones. Este drbol se muestran en la Figura[A.T7]
En el 4rbol con MAP en la Figura se identifican los nodos siguientes:

» X9 = f(Pectina) <~ 0.5; correspondiente al nodo {LM,0.5};
» X4 = Pectina <~ 0.1; correspondiente al nodo {Pectina,0.1};
= X3 =SS5 <~ 0.5 correspondiente al nodo {SS,0.5};

» X; = pH <~ 0.5 correspondiente al nodo {pH,3.4};

Nuevamente, la estructura del arbol MAP no corresponde a la del 4rbol simulado.

5.5. Exploracion exhaustiva de la distribucion a posteriori.

Para hacer una bisqueda mds exhaustiva del drbol con MAP, se volvié a correr el andlisis con
el disefio experimental de tamafio n = 151 de la iteracion 40 del enfoque inteligente y del enfoque
estdtico. De los 151 puntos en el disefio experimental en el enfoque inteligente en la 40¢ iteracion,
el nimero de puntos dentro de cada una de las particiones simuladas es: ny =32, np =21, n3 = 14,
ng =40, ns = 6, ng = 6, n7 = 23 y ng = 9. En esta ocasion, se permitié que la cadena reiniciara un
total de 50 veces. Los resultados se muestran en las Figuras[A. 18]y [A.T9]

El RMSE para el enfoque inteligente y estdtico fueron 54.282 y 81.945, respectivamente. En

esta ocasion, el enfoque inteligente resultd ser 1.51 veces mejor que el enfoque estdtico.
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Estructura del arbol

De los 151 puntos en el disefio experimental en el enfoque estitico en la 40“ iteracion, el
numero de puntos dentro de cada una de las particiones simuladas es: ny = 14, np =32, n3 = 19,
ng =14, ns = 8, ng = 10, n; =43 y ng = 11. En cuanto a la estructura del arbol, el enfoque estdtico
nuevamente identificé los mismos nodos y la misma estructura que habia identificado previamente
en las iteraciones 31, 32, 33, 37 y 40. Estos nodos junto con esta estructura se logran identificar
por primera vez a partir de la iteracion 31, n = 118. Este disefio tiene una mejor distribucion de
los puntos en la particiones simuladas que el disefio bajo el enfoque inteligente. A pesar de esto,
no fue posible identificar las particiones correctamente utilizando este disefio. Aparentemente, este
enfoque tiene limitaciones para poder identificar correctamente todas las particiones.

Por su parte, el enfoque inteligente logré identificar correctamente hasta 5 particiones con la
estructura correcta del drbol, i.e., nodo hijo izquierdo de {LM,0.5}, ([LM] < 0.5). En ningtn caso
fue posible identificar correctamente las particiones del nodo hijo derecho de {LM,0.5}, ([LM] > 0.5),
las cuales se encuentran dentro del Simplex Ty de los cationes.

En cuanto a la eficacia de ambos enfoques para identificar las particiones, el enfoque inteligente
comenz0 a identificar 4 particiones (con nodos correctos pero una estructura erronea) a partir de la
iteracion 16, n = 65. En contraste, el enfoque estdtico, comenz6 a identificar 4 particiones a partir
de la iteracién 20, n = 78 (con nodos incorrectos {X7,~ 0.5} en la iteracién 20 y {Xs,~ 0.5} en la
iteracion 21, ademas de una estructura errénea).

Se debe notar que el disefio experimental en la 40 iteracion, bajo el enfoque estdtico, tiene una
mejor distribucién de los puntos dentro del espacio experimental que el disefio bajo el enfoque in-
teligente. Esta caracteristica es deseable cuando se espera que las irregularidades sean homogéneas
dentro de todo el espacio experimental. Sin embargo, en este problema, esta caracteristica resulta
futil porque se explora excesiva e inttilmente las regiones poco interesantes del espacio.

Al analizar la cantidad de puntos dentro de cada particién bajo el enfoque inteligente, se puede
concluir que la simulacién finalizé antes de poder detectar todas las particiones y, si se hubiera
corrido durante un nimero mayor de iteraciones, es posible que se hubieran identificado las parti-
ciones faltantes. Es de notar que el disefio inteligente tiene un nimero muy reducido de puntos en
las particiones 3, 5, 6 y 9, lo cual es posible que sea insuficiente para identificar dichas particiones.
Sin embargo, no hay forma de garantizar que dichas particiones serdn identificadas con un nimero
razonable de corridas experimentales.

Finalmente, aunque un disefio experimental de tamafio 151 es un disefio de gran tamafio que en
ocasiones podria no ser prictico o posible. Lo importante en este ejercicio de simulacion no sélo

es identificar las particiones, sino ajustar un modelo de predicciéon adecuado.
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Capitulo 6
Conclusiones

En esta investigacion se evalué la aplicacion del método propuesto por Gramacy and Lee
(2008a, 2009) en experimentos con mezclas y variables de proceso. Para este fin, fue necesario
mapear los componentes de las mezclas de g componentes al hipercubo unitario de ¢ — 1 dimen-
siones mediante la inversion de las expresiones del método de transformacion inversa propuesto
por|Fang and Wang|(1993)). Se evalu6 también la conveniencia de iniciar la experimentacién con un
nimero muy reducido de experimentos y posteriormente hacer crecer el disefio contra un enfoque
estatico que utiliza disefio experimental inicial de diferentes tamafos.

Si se utiliza un enfoque estdtico, es preferible extender los limites del disefio experimental para
que dichos limites sean mayores a los limites de la regién de interés. Por otro lado, si se utiliza
un enfoque inteligente, los limites del disefio experimental pueden ser iguales a los limites de la
region de interés, pues conforme crezca el disefio experimental en cada iteracion, se afadirdn mds
puntos (condiciones experimentales) en las regiones de mayor incertidumbre, como por ejemplo,
los limites de la region experimental y los limites de las particiones.

El enfoque inteligente que utiliza ALC logr6 identificar mds rdpidamente las particiones durante
el andlisis, i.e., puede comenzar a identificar particiones con un disefio de menor tamafio.

Por su parte, el enfoque estdtico logr6 identificar en varias ocasiones, para los nodos identifica-
dos, la misma estructura presente en el arbol simulado. Aunque esta consistencia es deseable, este
enfoque parece estar limitado para identificar las particiones, atin con un nimero relativamente
grande de experimentos.

En la metodologia propuesta con un enfoque inteligente, no = 20 y ALC, pareceria inadecuado
pretender modelar un espacio con alta dimensionalidad utilizando un niimero tan pequefio de pun-
tos en el espacio. Sin embargo, al seleccionar las corridas experimentales subsecuentes a partir de
los resultados ya obtenidos, se hace mads eficiente el disefio experimental, pues solo se exploran las
regiones mas interesantes del espacio.

No se encontré una sola referencia bibliografica que utilice las expresiones invertidas del mé-

57



todo de transformacion inversa propuesto por |Fang and Wang| (1993)) para mapear del Simplex al
espacio ortogonal, T, — [ ~1. En este caso, estas expresiones fueron utilizadas para romper la de-
pendencia lineal entre los componentes de cada Simplex y asi poder utilizar el proceso Gaussiano
arbolado y modelar una respuesta en un espacio distinto al espacio euclidiano.

La transformacioén 7, — [97" permite romper la dependencia lineal entre los componentes
de la mezcla pero, al igual que la transformacién propuesta por Fang and Wang| (1993)), tiene la
desventaja de ser dependiente de orden de los componentes de la mezcla en la matriz disefio. Por
este motivo, su uso se debe limitar a situaciones en las que esta caracteristica no representa un
problema.

Una dificultad que resulta de utilizar la transformacién T, — I ~! en la metodologia del presen-
te estudio, es que no es posible identificar facilmente en el espacio ortogonal aquellas particiones
dentro de Simplices con dimensién mayor o igual a tres. Sin embargo, la metodologia si permite
modelar satisfactoriamente una respuesta dentro de espacios distintos al espacio euclidiano, como
el espacio *xTyxTh xTenel presente estudio.

Finalmente, este estudio proporciona una metodologia adecuada y eficiente para experimentos
que involucran mezclas y factores independientes. Como siguiente paso, es necesario llevar a cabo
un andlisis de sensibilidad para probar la significancia de los términos en el modelo. Adicional-
mente, para los estudios que requieran maximizar, minimizar, u optimizar la respuesta dentro de

un intervalo predeterminado, es necesario desarrollar un profiler con el modelo obtenido.
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Apéndice A

Arboles con maxima probabilidad a

posteriori en cada iteracion

height=6, log(p)=287.751

X9 <> 0.497431

x3 <> 0.501732 ®
\ 0.0038
@ x1 <> 0.506835 39 0bs
2200bs ‘ ‘
x4 <> 0.52851 ®
1e-04
x4 <> 0.267931 4 16 obs
0
5 3 13 obs
8e-04 0
12 obs 12 obs

Figura A.1: Arbol con MAP en la iteracién 30, encontrado mediante un enfoque inteligente (ALC).
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height=4, log(p)=195.03

X9 <> 0.494294

x3 <> 0.480566 ©)
8e-04
63 obs
@ x1 <> 0.503594
0
22 obs
2 3
0.0091 1e-04
16 obs 13 obs

Figura A.2: Arbol con MAP en la iteraci6n 30, encontrado mediante un enfoque estdtico (NTLBG).

height=5, log(p)=330.027

x9 <> 0.531722

x4 <> 0.111254 ®
0.0012
37 obs
@ x3 <> 0.512456
0
19 obs
2 X1 <> 0.494881

0
19 obs

3 @
1e-04 3e-04
31 obs 12 obs

Figura A.3: Arbol con MAP en la iteracién 31, encontrado mediante un enfoque inteligente (ALC).
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height=4, log(p)=238.935

X9 <> 0.506452

x1 <> 0.521573 @
0.0026
63 obs
x3 <> 0.451352 3
0
26 obs
@ 2
0 0.0059
13 obs 16 obs

Figura A.4: Arbol con MAP en la iteraci6n 31, encontrado mediante un enfoque estdtico (NTLBG).

height=5, log(p)=355.136

x9 <> 0.531722

x4 <> 0.110434 ®
0.0016
37 obs
@ x3 <> 0.51023
0
19 obs
2 x1 <> 0.526877

0
22 obs

3 @
1e-04 6e-04
31 obs 12 obs

Figura A.5: Arbol con MAP en la iteracién 32, encontrado mediante un enfoque inteligente.
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height=4, log(p)=241.825

X9 <> 0.494294

x1 <> 0.507157 O]
5e-04
67 obs
x3 <> 0.529476 3
1e-04
24 obs
@ 2
0 0.005
18 obs 12 obs

Figura A.6: Arbol con MAP en la iteracién 32, encontrado mediante un enfoque estdtico (NTLBG).

height=6, log(p)=323.31

X9 <> 0.506338
X3 <> 0505517 (JD
\ 0.002
@ x1 <> 0.497757 43 obs
251 |
5 obs x4 <> 0.2187 ®
| 8%
2 X4 <> 0.536861
20-04
13 obs 3 a
16-04 0
15 obs 13 obs

Figura A.7: Arbol con MAP en la iteracién 33, encontrado mediante un enfoque inteligente.
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height=4, log(p)=263.674

X9 <> 0.470978

x1 <> 0.528758 @
0.007
71 obs
x3 <> 0.546075 3
0
23 obs
@ 2
1e-04 1e-04
16 obs 15 obs

Figura A.8: Arbol con MAP en la iteraci6n 33, encontrado mediante un enfoque estdtico (NTLBG).

height=5, log(p)=310.601

X9 <> 0.494023
X3 <> 0.499233 ®
0.0035
46 obs
@ x1 <> 0.499999
0
25 obs
x4 <> 0.251776 @
0
18 obs
2 3
0.0065 1e-04
20 obs 31 obs

Figura A.9: Arbol con MAP en la iteracién 37, encontrado mediante un enfoque inteligente.
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height=5, log(p)=292.291

x9 <> 0.502252

x1 <> 0.590072 ®
0.0011
73 obs
x3 <> 0.465989 O]
0
30 obs
[©) x2 <> 0.420527
0
13 obs
2 3
0.0015 4e-04
12 obs 12 obs

Figura A.10: Arbol con MAP en la iteracién 37, encontrado mediante un enfoque estdtico
(NTLBG).

height=5, log(p)=432.506

x3 <> 0.514941

x9 <> 0.502013 X9 <> 0.494581
@ 2 X4 <> 0.102056 ®
0 7e-04 0.003
27 obs 13 obs 39 obs
3 x1 <> 0.522797
0
18 obs
4 ®
1e-04 0
40 obs 14 obs

Figura A.11: Arbol con MAP en la iteracién 40, encontrado mediante un enfoque inteligente.
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height=4, log(p)=272.627

X9 <> 0.506452

x1 <> 0.517336 O]
0.0027
78 obs
x3 <> 0.523317 3
0
34 obs
@ 2
0 0.0355
21 obs 18 obs

Figura A.12: Arbol con MAP en la iteracién 40, encontrado mediante un enfoque estdtico
(NTLBG).

height=5, log(p)=336.215

x3 <> 0.506652

x9 <> 0.463258 x9 <> 0.492729
@ 2 x1 <> 0.494661 ®
0 3e-04 0.0013
21 obs 12 obs 35 obs
x4 <> 0.0951028 ®
1e-04
16 obs
3 4
0 1e-04
13 obs 32 obs

Figura A.13: Arbol con MAP en la iteracién 34, encontrado mediante un enfoque inteligente.
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height=5, log(p)=418.881

x9 <> 0.494023
X4 <> 0.112086 ®
0.0048
43 obs
[©) x3 <> 0.51447
0
22 obs
2 x1 <> 0.49582
0
21 obs
3 @
1e-04 0
34 obs 13 obs

Figura A.14: Arbol con MAP en la iteracién 35, encontrado mediante un enfoque inteligente.

height=6, log(p)=334.247

x9 <> 0.502518

x1 <> 0.567693 ®
‘ 0.0019
x4 <> 0.0947615 ® e
‘ 0
@ x3 <> 0.49869 28 00
0 \
16 obs 2 x6 <> 0.676715
0 [
16 obs 3 4
1e-04 0.0034
19 obs 18 obs

Figura A.15: Arbol con MAP en la iteracin 36, encontrado mediante un enfoque inteligente.
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height=5, log(p)=391.972

X9 <> 0.494023

x1 <> 0.517712 ®
0.002
48 obs
x4 <> 0.0947615 @
0
25 obs
[©) x3 <> 0.513187
0
16 obs
2 3
0 1e-04
15 obs 40 obs

Figura A.16: Arbol con MAP en la iteracién 38, encontrado mediante un enfoque inteligente.

height=5, log(p)=456.563

x9 <> 0.506314

X4 <> 0.100944 ®

0.0012
51 obs

2 x1 <> 0.524515
0
obs
3 ©)

0 0
40 obs 14 obs

@ x3 <> 0.50402

Figura A.17: Arbol con MAP en la iteracién 39, encontrado mediante un enfoque inteligente.
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height=5, log(p)=487.762

x4 <> 0.102056

[©) x9 <> 0.494023
0
32 obs
x1 <> 0.49567 ®
0.0014
44 obs
X3 <> 0.49869 @
0
21 obs
2 3
0 1e-04
14 obs 40 obs

Figura A.18: Busqueda exhaustiva del arbol con MAP después de reiniciar la cadena 50 veces. El
disefio experimental corresponde a la iteracion 40 del enfoque inteligente (ALC).

height=4, log(p)=275.712

x9 <> 0.488491

X1 <> 0.439084 @
0.0046
80 obs
x3 <>0.518014 3
0
37 obs
@ 2
0 0.0174
17 obs 17 obs

Figura A.19: Busqueda exhaustiva del arbol con MAP después de reiniciar la cadena 50 veces. El
disefio experimental corresponde a la iteracion 40 del enfoque estdtico (NTLBG).
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