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INSTITUCIÓN DE ENSEÑANZA E INVESTIGACIÓN
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T E S I S

PRESENTADA COMO REQUISITO PARCIAL PARA
OBTENER EL GRADO DE:

DOCTOR EN CIENCIAS

MONTECILLO,TEXCOCO, EDO. DE MÉXICO
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Regresión de Mı́nimos Cuadrados Parciales para Datos
Variedad-Valuados

Raúl Alberto Pérez Agámez

Colegio de Postgraduados, 2012

En esta tesis se desarrolla la metodoloǵıa de regresión de mı́nimos cuadrados parciales
(PLS) para datos variedad-valuados. Primero se realiza una revisión sobre algunos méto-
dos modernos de regresión no-lineal, luego se continúa con una exploración de la metodoloǵıa
de regresión para datos variedad-valuados y finalmente se desarrolla una nueva metodoloǵıa
de regresión para datos variedad-valuados, para la cual se demuestra que en ciertas situa-
ciones especiales, produce mejores resultados que las técnicas tradicionales de regresión
que son aplicables a este tipo de datos.

Aunque la metodoloǵıa desarrollada es aplicable a variedades generales, esta se ilustra en
aplicaciones de conjuntos de datos de ciertas estructuras orgánicas que son representadas
geométricamente utilizando la representación medial axial (m-rep) de objetos geométri-
cos y a matrices simétricas positivas definidas (PD) que se obtienen a partir de Imágenes
de Resonancia Magnéticas (MRI) por tensor de difusión (DT). Se comparan las técnicas
clásicas de regresión que existen para este tipo de datos con la nueva metodoloǵıa de
regresión PLS y se observa un mejor desempeño de este último modelo, con lo cual se
muestra que la nueva técnica tiene algunas ventajas sobre las ya existentes.

Palabras clave: Variedad Riemanniana, datos variedad-valuados, regresión sobre var-
iedades, imágen de resonancia magnética, imágen por tensor difusión, regresión PLS.
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Partial Least Squares Regression (PLS) for Manifold-Valued
Data

Raúl Alberto Pérez Agámez

Colegio de Postgraduados, 2012

In this dissertation I develop the methodology of partial least squares regression (PLS)
for manifold-valued data. First, makes a review of some modern methods of nonlinear
regression, then continues with an exploration of regression methodology for manifold-
valued data and finally develops a new methodology of regression for manifold-valued
data for which is shown that in certain special situations produces better results than
traditional regression techniques that are applicable to this type of data.

Although the methodology developed is applicable to general manifolds, this is illustrated
in applications of datasets of certain organic structures that are represented geometrical-
ly using the axial medial representation (m-rep) of geometric objects and at symmetric
positive definite matrices (PD) obtained from Magnetic Resonance Imaging (MRI) diffu-
sion tensor (DT). We compared different techniques are classic regression for these data
with the new methodology and PLS regression showed a better performance This lat-
ter model, which shows that the new technique has several advantages over existing ones.

Key words: Riemannian manifold, manifold-valued data, regression on manifolds, Mag-
netic Resonance Imaging (MRI), Diffusion Tensor Imaging (DTI), PLS regression.
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desde mis compañeros de trabajo de la Escuela de Estad́ıstica de la sede Medelĺın hasta
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Agradezco a todo el personal del postgrado de Estad́ıstica del Colegio de Postgraduados:
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4.3. Geometŕıa de Sym+(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.3.1. Modelo de Regresión Para datos Respuesta en el espacio Sym+(m) 64

4.4. El Modelo de Regresión PLS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.4.1. Evaluación del modelo de Regresión PLS mediante Datos simulados 67

5. Conclusiones y Trabajos Futuros 73

xi
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los recientes avances en f́ısica, ingenieŕıa biomédica y ciencias de la computación, han
generado el desarrollo de varias técnicas no invasivas, seguras y relativamente absequibles
a imágenes médicas. Estas técnicas producen imágenes de alta resolución que le permiten
a los médicos explorar en la búsqueda de enfermedades del ser humano. Los análisis cuida-
dosos de imágenes médicas extienden su utilidad más allá de una simple inspección visual,
dando respuesta a preguntas cŕıticas acerca de la anatomı́a, fisioloǵıa y enfermedades hu-
manas.

Entre las áreas de investigación que componen el campo del análisis de imágenes médicas
están la caracterización de formas anatómicas, la cual estudia la variabilidad en la forma
geométrica de los objetos que describen la imágen.

1.1. Caracterización de Formas Anatómica

El término caracterización de formas puede ser definido como la aplicación de metodoloǵıas
estad́ısticas enfocadas a medir y describir la variabilidad sobre formas geométricas de
objetos, dicha forma puede caer dentro de un número de categoŕıas conocidas. La carac-
terización de formas anatómicas estudia objetos biológicos, tales como los órganos del ser
humano y calcula la forma geométrica de dichos órganos a partir del análisis de imágenes
médicas.
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1.1. Caracterización de Formas Anatómica

Una motivación para la caracterización de formas anatómicas recae en el potencial que
tienen al servir como una herramienta de diagnóstico. Existen diversas enfermedades de
las cuales se sabe que alteran la forma de ciertos órganos. Por ejemplo, se ha reporta-
do que la forma de los hipocampos va cambiando con el progreso de la esquizofrenia.
Al caracterizar las diferencias de formas entre hipocampos saludables (sanos) y enfer-
mos y teniendo en cuenta la variabilidad normal en la forma de los hipocampos sobre
la población humana, puede ser posible derivar un conjunto de reglas de decisión que
pueden clasificar nuevos hipocampos, tanto sanos como enfermos, en distintos instantes
de tiempo, dichas reglas pueden luego ser adicionadas a los diagnósticos iniciales de es-
quizofrenia.

Más allá de proporcionar diagnósticos, la caracterización de formas también puede ofrecer
pistas importantes acerca de la naturaleza de ciertas enfermedades, determinando cuándo,
donde y cómo es afectada la forma de los distintos órganos involucrados en la enfermedad.
Aunque la naturaleza de la esquizofrenia no es totalmente entendida, evidencias recientes
sugieren que la esquizofrenia afecta la forma de algunas partes de los hipocampos más que
a otras. Si confirmamos tales evidencias, podŕıamos permitir a los neuro cient́ıficos enfocar
sus investigaciones sobre las celdas contenidas en esa área particular de los hipocampos.

La caracterización de formas también puede sumarse al campo médico produciendo at-
las anatómicos estad́ısticos. En la actualidad los libros de anatomı́a muestran algunos
instantes t́ıpicos de la anatomı́a humana al igual que algunos instantes de anormalidades
anatómicas. Los investigadores están usando técnicas de caracterización de formas para
estimar la variabilidad sobre la forma de distintas partes del cuerpo humano, con el objeti-
vo de construir atlas que puedan mostrar muchas variaciones reales de la anatomı́a. Estos
atlas no son solamente hechos para propósitos educacionales, sino que también propor-
cionan algoritmos de segmentación automática de imágenes, generando un conocimiento
inicial sobre la forma de los objetos que están siendo segmentados.

Para llevar a cabo un estudio de caracterización de forma, los investigadores seleccionan
un grupo de individuos calificados y adquieren imágenes médicas de las áreas anatómi-
cas de interés. En estudios que involucran una enfermedad, se selecciona un grupo de
pacientes que han sufrido la enfermedad a lo largo del tiempo y un grupo de sujetos
de control sanos con caracteŕısticas similares a los pacientes. Los grupos de pacientes
son alguna veces divididos dentro de subgrupos separados por pacientes en las diferentes
etapas de la enfermedad o separados por diferentes tipos de tratamientos que se están
llevando a cabo. La composición de los grupos en el estudio de caracterización de forma,
debeŕıan reflejar la variabilidad intra-población debido a ciertas covariables tales como la
edad, el sexo, grupo étnico y otros factores. Frecuentemente es dif́ıcil y costoso encontrar
a un número grande de individuos calificados, por lo que los métodos de caracterización
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1.1. Caracterización de Formas Anatómica

de forma están forzados a trabajar con tamaños muestrales pequeños.

La metodoloǵıa de caracterización de formas establece un v́ınculo entre los métodos
estad́ısticos de imágenes médicas y los métodos estad́ısticos estándar. Los métodos es-
tad́ısticos estándar requieren que la información acerca de la forma sea representada por
un conjunto fijo de variables aleatorias, llamadas caracteŕısticas. Cada individuo en una
muestra debe ser representado por una lista de números, los cuales son realizaciones de
las caracteŕısticas para ese individuo particular. El desaf́ıo de la caracterización de forma
es derivar un conjunto apropiado de caracteŕısticas que representen la información rele-
vante relacionada a la forma contenida en una colección de imágenes médicas y describir
cada imagen como una lista de realizaciones de caracteŕısticas.

La transición de las imágenes a las caracteŕısticas está basada en áreas del análisis de
imágenes. Los algoritmos de segmentación automática pueden ser usados para hallar y
extraer objetos de interés sobre imágenes médicas.

Los objetos extráıdos necesitan ser representados de manera tal que reflejen sus propiedades
geométricas. Por ejemplo, es común representar un objeto como una malla de puntos so-
bre la frontera. La estructura de la malla debeŕıa ser la misma para todos los instantes
del objeto en la muestra y los puntos de las mallas correspondientes a diferentes instan-
cias debeŕıan ser colocados sobre las correspondientes ubicaciones en el objeto. Aunque
es posible usar todos los parámetros que definen una representación de objeto como
caracteŕısticas, tal elección nos lleva frecuentemente a desarrollos estad́ısticos pobres.
Usualmente es ventajoso desarrollar procedimientos adicionales y filtrados para derivar
caracteŕısticas a partir de la representación de objetos.

Los trabajos de caracterización de forma hacen uso de las técnicas estad́ısticas estándar
tales como clasificación y estimación de densidades. La clasificación es usada en aplica-
ciones que estudian los efectos de enfermedades sobre la forma anatómica y se sitúa en el
centro de las aplicaciones de diagnósticos basadas en formas. La estimación de densidades
es usada para tareas tales como la construcción de atlas y la segmentación automática,
donde es necesario evaluar la validez de un objeto asignándole una puntuación de densi-
dad de probabilidad.

Ambas tareas de clasificación y estimación de densidades consisten de 4 fases: (i) selec-
ción del modelo, (ii) el entrenamiento del modelo, (iii) pruebas del modelo y (iv) la apli-
cación del modelo. La fase de selección del modelo involucra elegir un modelo estad́ıstico
apropiado para la tarea a mano. En estimación de densidades; la selección del modelo
involucra elegir una distribución de probabilidad que pueda describir razonablemente la
variabilidad presente en los datos. En clasificación, la selección del modelo significa elegir

3



1.1. Caracterización de Formas Anatómica

uno entre muchos métodos de clasificación competentes. Los modelos estad́ısticos son
frecuentemente seleccionados emṕıricamente, usando algunos conocimientos heuŕısticos
acerca de la naturaleza del problema. Durante la fase de entrenamiento, los parámetros
del modelo estad́ıstico son entrenados usando una “muestra de entrenamiento”. En clasi-
ficación, la muestra de entrenamiento consiste de múltiples instancias de cada una de las
clases con miembros de cada clase conocida. Para estimación de densidad, el conjunto
de entrenamiento simplemente contiene múltiple instancias válidas. Durante la fase de
pruebas, la calidad del modelo estad́ıstico entrenado es evaluada, aplicando éste modelo
a otra muestra, la cual es similar a la muestra de entrenamiento, pero definitivamente es
una muestra nueva. Las pruebas pueden ser usadas no solamente para validar el modelo
estad́ıstico, sino también para re-entrenar sus parámetros. Finalmente, la etapa de apli-
cación, involucra aplicar el modelo estad́ıstico a nuevas instancias de datos para lo cual
no se conoce su validez ni a qué clase pertenecen.

Un conjunto bien seleccionado de caracteŕısticas es de importancia cŕıtica para la clasifi-
cación y estimación de densidad. Por ejemplo, una buena elección de caracteŕıstica puede
llevarnos a que la Distribución Gaussiana sea apropiada para describir la variabilidad en
una muestra, mientras que una mala elección de caracteŕısticas puede llevarnos a datos
asimétricos o multimodales. En clasificación, un buen conjunto de caracteŕısticas incluye
aquellas que reflejan las diferencias entre clases, mientras que excluyen las que capturan
variabilidad intra-población y ruido. Un buen conjunto de caracteŕısticas lleva a clasifi-
cadores que se comportan bien durante las fases de pruebas y aplicaciones.
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Caṕıtulo 2

Elementos Básicos de Geometŕıa
Diferencial

En este caṕıtulo se hace una revisión sobre las propiedades matemáticas de ciertos entes
geométricos que se considerarán en esta tesis, como lo son los modelos de forma mediante
representación medial axial, m-rep y los tensores de difusión, los cuales son elementos
de ciertas variedades curvadas de alta dimensión, o más exactamente, son elementos
de espacios simétricos Riemannianos. En este sentido es útil pensar un punto sobre un
espacio simétrico como una transformación a partir de un punto base fijo. Por ejemplo
al construir el espacio de tensores de difusión, el punto base es elegido como la matriz
identidad y cualquier tensor de difusión se trata como una transformación a partir de la
matriz identidad. Los espacios de transformación que se están usando se conocen como
Grupos de Lie, los cuales son asimismo variedades suaves. La utilidad de estudiar estos
Grupos de Lie de transformaciones de espacios simétricos es debido a que ellos tienden
a ser algebraicos en naturaleza y por lo tanto ciertos cálculos sobre espacios simétricos,
tales como distancias y trayectoria más cortas entre dos puntos, tienen frecuentemente
soluciones cerradas. Estos mismos cálculos pueden requerir de la solución de ecuaciones
diferenciales complejas si la variedad considerada no es un espacio simétrico. Debido a
que la distancia y trayectoria más corta entre dos puntos son esenciales en la definición
de ciertas estad́ısticas para variedades, los espacios simétricos son particularmente útiles
para hacer análisis estad́ıstico.

Muchos objetos geométricos son representables como Grupos de Lie (es decir, como es-
pacios simétricos). Las transformaciones de espacios euclideanos tales como traslaciones,
rotaciones, escalamientos y transformaciones afines aparecen como elementos de Gru-
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pos de Lie. Las primitivas geométricas tales como vectores unitarios, planos orientados
y matrices simétricas positivas definidas (PD), pueden ser vistas como puntos sobre es-
pacios simétricos. Aqúı se hace una revisión de la teoŕıa matemática básica de Grupos
de Lie y espacios simétricos. El estudio de tales espacios requiere inicialmente de algún
conocimiento sobre topoloǵıa básica y teoŕıa de variedades, lo cuál tratará en las sec-
ciones que siguen. Los distintos espacios descritos en este caṕıtulo son todos, de una u
otra forma, generalizaciones del espacio eucĺıdeo Rn. El espacio eucĺıdeo es un espacio
topológico, como variedad Riemanniana es un Grupo de Lie y un espacio simétrico.

2.1. Conceptos básicos de Topoloǵıa

El estudio de un espacio topológico surgió de la necesidad de generalizar la noción de
continuidad en espacios eucĺıdeos a espacios más generales. La topoloǵıa es fundamental
para construir la teoŕıa de espacios de variedades y funciones. En esta sección se revisan
los conceptos básicos necesarios para el estudio de variedades diferenciales. Para ver más
al respecto puede ir a cualquier libro básico de topoloǵıa, como por ejemplo, Munkres
1975.

2.1.1. Elementos Básicos de topoloǵıa

Recuerde que la continuidad de una función sobre los reales es formulada en términos
de intervalos abiertos, es decir, mediante la definición ε − δ usual. Una topoloǵıa define
cuáles subconjuntos de un conjunto abierto X son abiertos, en la misma forma que un
intervalo es abierto. Como se verá al final de esta subsección, los conjuntos abiertos en
Rn son construidos como uniones de bolas abiertas de la forma, B(x, r) = {y ∈ Rn :
‖x − y‖ < r}. Para un conjunto general X, este concepto de conjuntos abiertos puede
ser formalizado mediante el siguiente conjunto de axiomas.

Definición 2.1. Una Topoloǵıa sobre un conjunto abierto X es una colección τ de
subconjuntos de X, tales que cumple las siguientes condiciones:

1. El vaćıo Φ y X están en τ .

2. La unión de una colección arbitraria de elementos de τ también está en τ .

3. La intersección de una colección finita de elementos de τ también está en τ .
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A la pareja (X,τ ) se le llama un Espacio topológico. Los elementos de τ se llaman
conjuntos abiertos.

Ejemplo 2.1. Dado un conjunto X, se define la topoloǵıa trivial de X, como τ =
{X,φ}.

Ejemplo 2.2. Dado un conjunto X, se define la topoloǵıa discreta de X, como τ =
P(X), es decir el conjunto de partes de X o colección de todos los subconjuntos de X.

Ejemplo 2.3. Dado el conjunto X = R, se define la topoloǵıa usual τ de R, como la
colección de todos los conjuntos que son intervalos abiertos o uniones arbitrarias de ellos.
De manera similar se define la topoloǵıa usual τ de R2 como la colección de todos los
rectángulos abiertos o uniones arbitrarias de ellos.

Definición 2.2. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Un conjunto C ⊆ X es un conjunto
cerrado si su complemento es abierto, es decir, si X −C = {x ∈ X : x /∈ C} es abierto.

Pueden haber conjuntos abiertos y cerrados al mismo tiempo y conjuntos que no son ni
abiertos ni cerrados. Los conjuntos Φ y X son ambos abiertos y cerrados.

Definición 2.3. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Una vecindad abierta de x ∈ X, es
un abierto U tal que x ∈ U .

Definición 2.4. Dado un espacio topológico (X,τ ). Una base topológica es un con-
junto B ⊆ τ tal que todo abierto (no vació) U ∈ τ se puede expresar como una unión
de elementos de B.

2.1.2. Espacio Métrico

La topoloǵıa sobre Rn es definida completamente mediante la distancia eucĺıdea entre
puntos. Este método para definir una topoloǵıa puede ser generalizado a cualquier espacio
en donde una distancia es definida.

Definición 2.5. Un Espacio Métrico es un conjuntoX con una función d : X×X → R
que cumple lo siguiente:

1. d(x, y) ≥ 0 y d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

2. d(x, y) = d(y, x).
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3. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z).

A la función d anterior se llama una métrica o función distancia sobre X y a al par
(X, d) espacio métrico.

Usando la función distancia de un espacio métrico, una base para una topoloǵıa sobre X
puede ser definida como la colección de bolas abiertas B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}
para todo x ∈ X, r ∈ R. Una propiedad importante de los espacios métricos en la revisión
de la teoŕıa de variedades es la que sigue.

Definición 2.6. Una métrica d sobre un conjunto X se llama completa si cualquier
sucesión de Cauchy converge en X. Una sucesión de Cauchy es una sucesión x1, x2, . . . ∈
X tales que para todo ε > 0 existe un entero N talque d(xi, xj) < ε para todo i, j > N .

2.1.3. Continuidad

Como se mencionó inicialmente, la topoloǵıa se desarrolló con el deseo de generalizar la
noción de continuidad de mapeos o aplicaciones de espacios eucĺıdeos. La generalización
se hace como sigue.

Definición 2.7. Sean X y Y espacios topológicos. Un mapeo f : X → Y es continuo
si para cada conjunto abierto U ⊂ Y , el conjunto f−1(U) es abierto en X.

Es fácil verificar que para un mapeo f : Rd → Rn, la anterior definición es equivalente
a la definición ε, δ estándar.

Definición 2.8. Sean X y Y espacios topológicos. Un mapeo f : X → Y es un
homeomorfismo si es biyectivo y tanto f como f−1 son continuas. En este caso se dice
que X y Y son homeomórficos.

Cuando X y Y son homeomórficos, hay una correspondencia biyectiva tanto entre puntos
como entre conjuntos abiertos de X y Y . Por lo tanto, como espacios topológicos X y
Y son indistinguibles, lo que significa que cualquier propiedad o teorema que sea cierto
para el espacio X basado únicamente en la topoloǵıa de X también es cierto para Y .
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2.1.4. Algunas propiedades de Espacios Topológicos

Definición 2.9. Un espacio topológico X se dice que es Hausdorff, si para cualesquiera
dos puntos distintos x, y ∈ X existen conjuntos abiertos disjuntos U y V con x ∈ U y
y ∈ V .

Notar que cualquier espacio métrico es un espacio de Hausdorff. Dados dos puntos cua-
lesquiera x, y en un espacio métrico X, se tiene que d(x, y) > 0. Luego las dos bolas
abiertas B(x, r) y B(y, r), donde r = 1

2
d(x, y), son conjuntos disjuntos abiertos que con-

tienen a x y a y respectivamente. Sin embargo, no todos los espacios topológicos son de
Hausdorff. Por ejemplo, al tomar cualquier conjunto X con más de un punto y dotarlo
de la topoloǵıa trivial, se tiene que Φ y X son los únicos conjuntos abiertos.

Definición 2.10. Sea X un espacio topológico. Una colección de subconjuntos abiertos
O de X se dice que es un cubrimiento abierto, si X =∪U∈OU . Un espacio topológico
X se dice que es compacto, si para cualquier cubrimiento abierto O de X existe una
subcolección finita de conjuntos de O que cubre a X.

En el teorema de Heine-Borel, ( Rudin 1976 ), se dan criterios intuitivos para que un
subconjunto de Rn sea compacto. Este teorema dice que cualquier subconjunto cerrado y
acotado de Rn es compacto. De donde por ejemplo, una bola cerrada B̄(x, r) es compacta,
como lo es la esfera unitaria Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}. La esfera, como espacio
eucĺıdeo, es un ejemplo importante en lo que sigue, ya que es un ejemplo simple de
espacio simétrico y además es parte integral de la representación medial de objetos que
se usará en esta tesis.

Definición 2.11. Una separación de un espacio topológico X es un par de conjuntos
disjuntos U, V tales que X = U ∪ V . Si no existe ninguna separación de X se dice que es
conectado.

2.2. Variedades Diferenciales

Las variedades diferenciables son espacios que localmente se comportan como espacios
eucĺıdeos. En la mayoŕıa de ellas al igual que en los espacios topológicos, es natural hablar
de continuidad. Las variedades diferenciales son un entorno natural para el cálculo. No-
ciones tales como diferenciación, integración, campos vectoriales y ecuaciones diferen-
ciales tienen sentido sobre variedades diferenciables. Ahora se dará una revisión básica
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de los resultados que se necesitarán más adelante. Para una visión más general de ge-
ometŕıa diferencial pueden ver, Spivak 1999, Milnor 1997, Helgason 1978, Auslander and
MacKenzie 1977.

2.2.1. Variedades Topológicas

Una variedad es un espacio topológico que es localmente equivalente a un espacio eu-
clideano.

Definición 2.12. Una variedad topológica es un espacio topológico Hausdorff M con
una base contable tal que para cada p ∈M existe una vecindad U de p que es homeomorfo
a Rn para algún entero n. Es decir, existe un homeomorfismo x : U → Θ ⊆ Rn, para
un abierto Θ de Rn.

En cada punto p ∈ M la dimensión n de Rn en la definición anterior, es única. Si el
entero n es el mismo para cualquier punto en M , entonces M se llama una variedad
n-dimensional. El ejemplo más simple de una variedad es Rn, ya que es trivialmente
homeomorfo a śı mismo. De la misma forma, cualquier conjunto abierto de Rn también
es una variedad.

2.2.2. Estructura Diferenciable sobre una Variedad

Lo que sigue en el desarrollo de la teoŕıa de variedades es definir la noción de diferenciación
de mapeos en variedades. La diferenciación de mapeos en espacios eucĺıdeos es definida
como una propiedad local. Aunque una variedad es localmente homeomórfica a un espacio
eucĺıdeo, se requiere de más estructuras para hacer posible la diferenciación. Primero,
recordemos que una función sobre un espacio eucĺıdeo f : Rn → R es suave o C∞

si existen todas sus derivadas parciales. Un mapeo o aplicación de espacios eucĺıdeos
f : Rm → Rn se puede pensar como una n-tupla de funciones real-valuadas sobre Rm,
es decir, f = (f 1, f 2, . . . , fn) y f es suave si cada una de las f i lo es.

Dado dos vecindades U y V en una variedad M , se dice que dos homeomorfismos x :
U → Rn y y : V → Rn están C∞-relacionados si el mapa x◦y−1 : y(U∩V )→ x(U∩V )
es C∞.

A la pareja (x, U) se le llama un entorno coordenado de p ( o sistema de coorde-
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nadas locales alrededor de p) y se puede considerar como la asignación de un conjunto
de coordenadas a los puntos en la vecindad U de p, ver figura 2.1. Es decir, a cualquier
punto p ∈ U le son asignadas las coordenadas x1(p), x2(p), . . . , xn(p). Como se verá más
adelante, los entornos coordenados son importantes para escribir expresiones locales para
derivadas, vectores tangentes y métricas Riemannianas sobre una variedad. Una colec-
ción de entornos coordenados cuyo dominio cubre a M se le llama un atlas, es decir,
A = {(xα, Uα) : α ∈ I} es un atlas si M = ∪α∈IUα.

U

M

x(U)

x

Figura 2.1: Gráfico de coordenadas locales en R2

Definición 2.13. Un atlas A sobre una variedad M se dice que es maximal si para
cualquier otro atlas A′ sobre M , cualquier entorno de coordenadas locales (x, U) ∈ A′
también es miembro de A, es decir, A contiene a A′ .

Definición 2.14. Una estructura suave sobre una variedad M es un atlas maximal A
sobre M .

La variedad M en conjunto con dicho atlas se denomina una variedad suave.

Teorema 2.1. Dada una variedad M con un atlas A, existe un único atlas A′ tal que
A ⊂ A′ .

Ejemplo 2.4. Considere la esfera unitaria S2 como un subconjunto de R3. El hemisferio
superior U = {(x, y, z) ∈ S2 : z > 0} es una vecindad abierta de S2. Ahora, se considera
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el homeomorfismo
φ : S2 −→ R2

(x, y, z)→ φ(x, y, z) = (x, y).

Este homeomorfismo origina un entorno de coordenadas locales (φ, U).

Entornos de coordenadas similares se pueden producir para el hemisferio inferior y para
los hemisferios sobre las dimensiones x y y. Se puede verificar que dichos entornos están
C∞-relacionados y que cubren a S2. Por lo tanto, estos atlas forman un atlas sobre S2 y
por el teorema anterior existe un único atlas maximal que contiene a estos atlas y hacen
de S2 una variedad suave.

Ahora, se considera la función f : M → R sobre una variedad suave M . Esta función se
dice que es una función suave si para cualquier entorno de coordenadas locales (x, U)
sobre M , la función f ◦ x−1 : U → R es suave.

Más generalmente, un mapeo f : M → N de variedades suaves se dice que es un mapeo
suave, si para cada entorno de coordenadas locales (x, U) sobre M y cada entorno de
coordenadas locales (y, V ) sobre N , el mapeo

y ◦ f ◦ x−1 : x(U) ⊆ Rn → y(V ) ⊆ Rn
′

es una mapeo suave. Notar que el mapeo de variedades fue convertido localmente a un
mapeo de espacios eucĺıdeos, en donde la diferenciabilidad es fácilmente definida, ver
figura 2.2.

Como en el caso de espacios topológicos, existe el deseo de saber cuando dos variedades
suaves son equivalentes, lo que quiere decir que ellas son homeomorfas como espacios
topológicos y también que tienen estructuras suaves equivalentes.

Teorema 2.2. Dadas dos variedades suaves M y N , una mapeo biyectivo f : M → N
se llama un difeomorf́ısmo si tanto f como f−1 son mapeos suaves. En este caso se dice
que M y N son difeomorfas.

2.2.3. Espacio Tangente

Dada una variedad M ⊂ Rd, es posible asociar un subespacio lineal de Rd a cada punto
p ∈ M , llamado el espacio tangente en p. El espacio tangente a M en p se denota
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U V

f(p)p f

x y
x−1

y ◦ f ◦ x−1

M
N

Rn

Rn
′

b b

b
b

x(U) y(V )

Figura 2.2: Mapeo diferenciable entre variedades

por TpM y puede ser considerado intuitivamente como el subespacio lineal que mejor se
aproxima a M en una vecindad del punto p. Los vectores en el espacio tangente se llaman
vectores vectores tangentes en p, ver figura 2.3.

Los vectores tangentes se pueden considerar como derivadas direccionales. Considere una
curva suave γ : (−ε, ε) → M , con γ(0) = p. Entonces dada cualquier función suave
f : M → R, la composición f ◦ γ : (−ε, ε) → R, es una función suave y existe la
siguiente derivada:

d

dt
(f ◦ γ)(0).

Esto conduce a una relación de equivalencia ∼ entre las curvas suaves que pasan por p
en t = 0, es decir, Cp = {γ : (−ε, ε) → M : εγ > 0, γ(0) = p, γ es diferenciable}, a
saber, si γ1 y γ2 son dos curvas suaves que pasan a través del punto p en t = 0, entonces

γ1 ∼ γ2 , si para algún entorno de coordenadas (x, U) = ((x1, x2, . . . , xn), U) de p

se cumple que,
d

dt
(f ◦ γ1)(0) =

d

dt
(f ◦ γ2)(0),

es decir, las curvas son equivalentes si los vectores tangentes en Rn de ambas curvas vistas
en coordenadas locales coinciden, para cualquiera función suave f : M → R, ver figura
2.4. Notar que f ◦γ1(0) = f(γ1(0)) = f(γ2(0)) = f ◦γ2(0) = p. Ahora un vector tangente

13



2.2. Variedades Diferenciales

b
p

M

TpM
X

γ

Figura 2.3: Espacio tangente a M en p

se define como una de estas clases de equivalencias de curvas.
Se puede mostrar, ver Auslander and MacKenzie 1977, que estas clases de equivalencia
forman un espacio vectorial, a saber, el espacio tangente TpM , el cual tiene la misma
dimensión que M . Dado un sistema de coordenadas locales (x, U) que contiene a p, una
base para el espacio tangente TpM esta dada por los operadores derivadas parciales ∂/∂xi,
las cuales son los vectores tangentes asociados con las curvas coordenadas de x.

Ejemplo 2.5. Nuevamente, se considera la esfera S2 como un subconjunto de R3. El
espacio tangente en un punto p ∈ S2 es el conjunto de todos los vectores en R3 que son
perpendiculares a p, es decir, TpS

2 = {v ∈ R3 : 〈v, p〉 = 0}. Este espacio es en realidad
un espacio vectorial bi-dimensional, el cual es el espacio de todos los vectores tangentes
en el punto p para curvas suaves a lo largo de la esfera y que pasan a través del punto p.

Un campo vectorial sobre una variedad M es una función que asigna de manera suave
a cada punto p ∈ M un vector tangente Xp ∈ TpM . Este mapeo es suave en el sentido
de que las componentes de los vectores pueden ser escritas como funciones suaves en
cualquier sistema de coordenadas locales. Es decir, un campo vectorial es una aplicación
X : M → TM , tal que, π ◦X = IdM , en donde, π : TM → M , Xp 7→ π(Xp) = p, es
la proyección canónica y TM = ∪p∈MTpM : es la variedad tangente de M .

Un campo vectorial se puede ver como un operador X : C∞(M) → C∞(M), el cual
mapea una función suave f ∈ C∞(M) a una función suave Xf : M → M tal que,

14
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b

b

M

U

f

γ1

γ2

p

f ◦ γ1
f ◦ γ2

Rn

Figura 2.4: Vectores tangentes a M en P

p→ Xpf , en otras palabras, la derivada direccional es aplicada en cada punto sobre M ,
con C∞(M) = {f : M → R : f es diferenciable o suave}.

Para dos variedades M y N , un mapeo suave φ : M → N induce un mapeo lineal de
los espacios tangentes

φ? : TpM → Tφ(p)M,

dicho mapeo es llamado la diferencial de φ en p. Esta diferencial esta dada por φ?(Xp)f =
Xp(f ◦ φ), para cualquier Xp ∈ TpM y para cualquier función suave f ∈ C∞(M). Un
mapeo suave de variedades no siempre induce a un mapeo de campos vectoriales (por
ejemplo, cuando el mapa no es sobre). Sin embargo, un concepto relacionado esta dado
en la definición que sigue.

Definición 2.15. Dado un mapeo de variedades suaves φ : M → N , se dice que un
campo vectorial X sobre M y un campo vectorial Y sobre N están φ−relacionados, si
φ?(X(p)) = Y (q) es cierto para cada q ∈ N y para cada p ∈ φ−1(q).

2.3. Geometŕıa Riemanniana

Como se mencionó inicialmente, la idea de distancias sobre una variedad es importante en
la definición de estad́ısticas sobre variedades. La noción de distancia sobre una variedad
cae en el ámbito de la geometŕıa Riemanniana, la cual se relaciona con la teoŕıa de
variedades suaves. En esta sección se revisan algunos conceptos necesarios para lo que
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2.3. Geometŕıa Riemanniana

sigue. Para ver más sobre geometŕıa Riemanniana pueden revisar Boothby 1986, Spivak
1999 y Lee 1997.

Recordemos la definición de longitud de un curva suave sobre un espacio euclideano. Sea
γ : [a, b] → Rd un segmento de curva suave. Entonces en cualquier punto t0 ∈ [a, b],
la derivada de la curva γ

′
(t0) da la velocidad de la curva al tiempo t0. La longitud del

segmento de curva γ está dada por la integral de la velocidad de la curva, es decir,

L(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt.

Esta definición de longitud requiere la habilidad de tomar la norma de los vectores tan-
gentes. En el entorno de variedades, esto es tratado por la definición de una métrica
Riemanniana.

2.3.1. Métrica Riemanniana

Definición 2.16. Una métrica Riemanniana sobre una variedad M es una función
que asigna suavemente a cada punto p ∈ M un producto interno 〈. , .〉 sobre el espacio
tangente TpM . Una variedad Riemanniana es una variedad suave equipada con una
métrica Riemanniana.

Ahora la norma de un vector tangente v ∈ TpM se define como ‖v‖ = 〈v , v〉 12 . Dada
las coordenadas locales x1, x2, . . . , xn sobre una vecindad de p, los vectores coordenados
vi = ∂/∂xi en p, forman una base para el espacio tangente TpM . La métrica Riemanniana
se puede expresar en esta base como una matriz n×n denotada por g, llamada el tensor
métrico, cuyas entradas están dadas por

gij = 〈vi , vj〉.

Las gij son funciones suaves de las coordenadas x1, x2, . . . , xn.

Dado un segmento de curva suave γ : [a, b] → M , la longitud de γ se puede definir de
forma similar al caso euclideano como sigue

L(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt, (2.1)

en donde ahora el vector tangente γ
′
(t) es un vector sobre Tγ(t)M y la norma esta dada
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por la métrica Riemanniana en γ(t).

Dada una variedad M y una variedad N con métrica Riemanniana 〈. , .〉, un mapeo
φ : M → N induce una métrica φ?〈. , .〉 sobre M definida por:

φ?〈Xp , Yp〉 = 〈φ?(Xp) , φ?(Xp)〉.

Esta métrica se llama la métrica pull-back inducida por φ, ya que ésta mapea la métrica
en la dirección opuesta del mapa φ.

2.3.2. Geodésica

Sobre espacios eucĺıdeos la trayectoria más corta entre dos puntos es una ĺınea recta y
la distancia entre los puntos es medida como la longitud de ese segmento de ĺınea recta.
Esta noción de trayectoria más corta puede ser extendida a variedades Riemanniana
considerando el problema de hallar el segmento de curva suave más corta entre dos puntos
sobre la variedad. Si γ : [a, b]→M es una curva suave sobre la variedad Riemanniana M
con puntos finales γ(a) = x y γ(b) = y, una variación de γ que mantiene los puntos
finales fijos es una familia α de curvas suaves

α : (−ε, ε)× [a, b]→M,

tal que

1. α(0, t) = γ(t),

2. α̃(s0) : t 7→ α(s0, t), es un segmento de curva suave para s0 ∈ (−ε, ε),

3. α(s, a) = x y α(s, b) = y para todo s ∈ (−ε, ε).

Ahora la trayectoria suave más corta entre los puntos x, y ∈ M puede ser vista como
hallar un punto cŕıtico para la función longitud de la ecuación 2.1, donde la longitud de α̃
es considerada como una función de s. La trayectoria γ = α̃(0) es una trayectoria cŕıtica
para L si

dL(α̃(s))

ds
= 0.
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Resulta más fácil trabajar con la trayectoria cŕıtica del funcional enerǵıa, el cual esta
dado por

E(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖2dt.

Se puede demostrar, ver Spivak 1999, que una trayectoria cŕıtica para E también es cŕıtica
para L. Rećıprocamente, una trayectoria cŕıtica para L, una vez parametrizada de forma
proporcional a la longitud de arco, es una trayectoria cŕıtica para E. Luego, al asumir
curvas que están parametrizadas proporcional a la longitud de arco, no hay diferencia
entre curvas con longitud mı́nima y aquellas con mı́nima enerǵıa. Una trayectoria cŕıtica
del funcional E se llama una geodésica.

Dado un gráfico (x, U), una curva geodésica γ ⊂ U se puede escribir en coordenadas lo-
cales como γ(t) = (γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t)). Usando algún sistema de coordenadas locales,
γ cumple la siguiente ecuación diferencial, ver Spivak 1999:

d2γk

dt2
= −

n∑
i,j=1

Γkij(γ(t))
dγi

dt

dγj

dt
. (2.2)

Los śımbolos Γkij se llaman los śımbolos de Christoffel y se definen como sigue:

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl
(
∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
,

en donde, gij denota las entradas de la matriz inversa g−1 de la métrica Riemanniana.

Ejemplo 2.6. Sobre el espacio eucĺıdeo Rn, la métrica Riemanniana está dada por la
matriz identidad en cada punto p ∈ Rn. Debido a que la métrica es constante, los śımbolos
de Christoffel son cero, por lo tanto la ecuación geodésica en 2.2 se reduce a

d2γk

dt2
= 0.

Las únicas soluciones de esta ecuación son ĺıneas rectas, por lo tanto las geodésicas sobre
Rn deben ser ĺıneas rectas.

Dados dos puntos sobre una variedad Riemanniana, no hay garant́ıa de que exista una
geodésica entre ellos. También pueden existir múltiples geodésicas uniendo los puntos, es
decir, no existe garant́ıa de que la geodésica sea única. Además, una geodésica no tiene
que ser un mı́nimo global de la longitud funcional, es decir, pueden existir geodésicas de
diferentes longitudes entre los mismos dos puntos.
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2.3. Geometŕıa Riemanniana

Ejemplo 2.7. Considere el plano con el origen removido, R2−{0}, con la misma métrica
como en R2. La geodésicas aun están dadas por ĺıneas rectas. No existe una geodésica
entre los puntos (1, 0) y (−1, 0).

Ejemplo 2.8. Las geodésicas sobre la esfera S2 están dadas por los ćırculos mayores,
es decir, ćırculos sobre la esfera con diámetro máximo. Existen un número infinito de
geodésicas de igual longitud entre los polos norte y sur, es decir, los meridianos. Además,
dados dos puntos cualesquiera sobre S2 que no son puntos antipodales, existe un único
ćırculo mayor entre ellos. El ćırculo mayor es separado por dos segmentos geodésicos
entre los dos puntos. Uno de estos segmentos geodésicos es más grande que el otro.

La idea de mı́nimo global de la longitud, nos lleva a la definición de una distancia
métrica d : M ×M → R (no se puede confundir con la métrica Riemanniana). Esta
distancia métrica se define como sigue:

d(p, q) = Inf{L(γ) : γ es una curva suave entre p y q}.

Si existe una geodésica entre los puntos p y q que cumple esta distancia, es decir, si L(γ) =
d(p, q), entonces a γ se le llama una geodésica minimal. Las geodésicas minimales
existen bajo ciertas condiciones.

Definición 2.17. Una variedad Riemanniana M se dice que es completa si cualquier
segmento geodésico γ : [a, b] → M se puede extender a una geodésica desde los reales
R a M .

Teorema 2.3. (Hopf-Rinow). Si M es una variedad Riemanniana completa y conec-
tada, entonces la distancia métrica d(. , .) inducida sobre M es completa. Además, entre
cualesquiera dos puntos sobre M existe una geodésica minimal.

Ejemplo 2.9. Tanto el espacio euclideano Rn y la esfera S2 son completa. Una ĺınea
recta sobre Rn puede extenderse en ambas direcciones indefinidamente. También, un
ćırculo mayor sobre S2 se extiende indefinidamente en ambas direcciones (aunque estas
se traslapan sobre śı mismo). Como se garantiza por el teorema de Hopf-Ronow, existe una
geodésica minimal entre cualesquiera dos puntos sobre Rn, es decir, el único segmento de
ĺınea recta entre los puntos. También entre cualesquiera dos puntos sobre la esfera existe
una única geodésica minimal, a saber, el más corto de los dos segmentos del ćırculo mayor
entre los dos puntos. De hecho, para puntos antipodales sobre S2 la geodésica minimal
no es única.

Dadas las condiciones iniciales γ(0) = p y γ
′
(0) = v, la teoŕıa de ecuaciones diferenciales

parciales de segundo orden garantiza la existencia de una única solución a la ecuación
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2.3. Geometŕıa Riemanniana

de la definición de γ en 2.2, al menos localmente. Aśı, existe una única geodésica γ con
γ(0) = p y γ

′
(0) = v definida en algún intervalo (−ε, ε). Cuando la geodésica γ existe en

el intervalo [0, 1], el mapa exponencial Riemanniano en el punto p, ver figura 2.2, se
define como sigue:

Expp : TpM →M

v −→ Expp(v) = γ(1).

b b

Expp(v) p

M

TpMv

γ

Figura 2.5: Mapa exponencial Riemanniano

Si M es una variedad completa, el mapa exponencial Riemanniano esta definido para
todos los vectores v ∈ TpM .

Teorema 2.4. Dada una variedad Riemanniana M y un punto p ∈M , el mapa ExppM
es un difeomorfismo sobre alguna vecindad U ⊆ TpM que contiene al cero.

Este teorema implica que el Expp tiene una inversa definida por lo menos sobre una
vecindad Expp(U) de p, donde U es lo mismo que en el teorema 2.4. A esta inversa se le
llama el mapa logaŕıtmico Riemanniano y es definido por

Logp(U) : Expp(U) ⊆M → TpM

X −→ Logp(X) = v.
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Definición 2.18. Una isometŕıa es un difeomorfismo φ : M → N de variedades
Riemannianas que preserva la métrica Riemanniana. Es decir, si 〈. , .〉M y 〈. , .〉N son
las métricas para M y N , respectivamente, entonces φ?〈. , .〉N = 〈. , .〉M .

De la definición anterior se sigue que una isometŕıa preserva longitudes de curvas. Es
decir que, si c es una curva suave sobre M , entonces la curva φ ◦ c es una curva de la
misma longitud sobre N . Además, la imagen de una geodésica bajo una isometŕıa es
nuevamente una geodésica.

2.4. Grupos de Lie

El conjunto de todas las posibles traslaciones del espacio eucĺıdeo Rn es nuevamente el
espacio Rn. Un punto p ∈ Rn es transformado por el vector v ∈ Rn, mediante la suma de
los vectores p+ v. Esta transformación tiene una única transformación inversa, llamada
traslación por el vector negativo, -v. La operación de traslación es un mapeo suave del
espacio Rn. La composición de las dos traslación (es decir, suma en Rn) y una traslación
invertida (es decir, el negativo en Rn) también es un mapeo suave. Un conjunto de
transformaciones con estas propiedades, es decir, una variedad suave con operaciones de
grupo suaves, se conoce como un grupo de Lie. Muchas otras transformaciones de interés
de espacios eucĺıdeos también son grupos de Lie, incluyendo las rotaciones, reflexiones
y magnificaciones. Sin embargo, los grupos de Lie aparecen más generalmente como
transformaciones suaves de variedades. Ahora se hace un breve introducción sobre grupos
de Lie. Más acerca del tema se puede encontrar en: Boothby 1986, Duistermaat and Kolk
2000, Hall 2003, Helgason 1978, Kawakubo 1991 y Spivak 1999, entre otros. Se asume
que el lector conoce las base de teoŕıa de grupos de Lie, puede ver más a cerca de esto
en Herstein 1975.

Definición 2.19. Un grupo es un conjunto G con una operación arbitraria, denotada
aqúı por ?, tal que:

1. (x ? y) ? z = x ? (y ? z), para todo x, y, z ∈ G,

2. Existe un elemento identidad, e ∈ G, que cumple x ? e = e ? x = x para todo
x ∈ G,

3. Cada x ∈ G tiene un inverso, x−1 ∈ G, que cumple x ? x−1 = x−1 ? x = e.

Como se mencionó al inicio de esta sección, un grupo de Lie le da la estructura de variedad
suave a un grupo.
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2.4. Grupos de Lie

Definición 2.20. Un grupo de Lie G, es una variedad suave que también forma un
grupo, donde las dos operaciones de grupo multiplicación e inversa son mapeos suaves
de variedades.

Es decir,
Multiplicacion : G×G→ G

(x, y) 7−→ x ? y.

y
Inversa : G→ G

x 7−→ x−1.

son mapeos suaves de variedades.

Ejemplo 2.10. El espacio de todas las matrices no-singulares n× n forma un grupo de
Lie llamado grupo de Lie general y se denota por GL(n). La operación de grupo es la
multiplicación de matrices y GL(n) puede ser dotado de una estructura de variedad suave
como un subconjunto abierto de Rn2

. Las ecuaciones para la multiplicación de matrices
e inversa son operaciones suaves sobre las entradas de las matrices. Por lo tanto, GL(n)
satisface los requerimientos de un grupo de Lie según la definición (2.19). Un grupo de
matrices es cualquier subgrupo cerrado de GL(n).

Los grupos de matrices heredan la estructura de suavidad del grupo GL(n) como un
subconjunto de Rn2

y por lo tanto también son grupos de Lie. Para ver más acerca de la
teoŕıa de grupo de matrices, consultar a Curtis 1984 y Hall 2003.

Ejemplo 2.11. Las matrices de rotación n×n, forman un subgrupo cerrado de matrices
del grupo GL(n) y por lo tanto forman un grupo de Lie. Este grupo se llama el grupo
ortogonal especial y se define como

SO(n) = {R ∈ GL(n) : RTR = I, y det(R) = 1}.

Este espacio es un subconjunto acotado y cerrado de Rn2
, por lo tanto es compacto por

el teorema de Heine-Borel.

Dado un punto y sobre un grupo de Lie G, es posible definir los siguientes dos difeomor-
fismos:

Multiplicacion por la Izquierda G→ G , x 7→ yx

y
Multiplicacion por la Derecha G→ G , x 7→ xy.
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Un campo vectorial X sobre un grupo de Lie G, se llama invariante izquierda si dicho
campo es invariante bajo la multiplicación por la izquierda, es decir, Ly?X = X para
cualquier y ∈ G. Los campos vectoriales invariante derecha son definidos de manera
similar. Un campo vectorial invariante izquierda (o invariante a derecha) es únicamente
definido mediante sus valores sobre el espacio tangente en la identidad, es en TeG.

Recordemos que los campos vectoriales sobre G pueden ser vistos como operadores sobre
el espacio de funciones suaves, C∞(G) = {f : G→ R : f es suave o diferenciable}. Por
lo tanto dos campos vectoriales X y Y pueden ser compuestos para formar otro operador
XY sobre C∞(G). Sin embargo, el operadorXY no es necesariamente un campo vectorial.
Sin embargo, el operador XY −Y X si es un campo vectorial sobre G. Esto nos lleva a la
definición del corchete de Lie de los campos vectoriales X y Y sobre G, definido como

[X, Y ] = XY − Y X. (2.3)

Definición 2.21. Una álgebra de Lie es un espacio vectorial V equipado con un pro-
ducto bilineal [. , .] : V × V → V , llamado un corchete de Lie, que cumple

1. [X, Y ] = −[Y,X],

2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0, para todo X, Y, Z ∈ V .

El espacio tangente de un grupo de Lie G, que se denota por g, forma una álgebra de Lie.
El corchete de Lie sobre g es inducido mediante el corchete de Lie sobre el correspondiente
campo vectorial invariante a izquierda. Si X, Y son dos vectores en g, entonces sean X̃, Ỹ
los únicos campos vectoriales invariante a izquierda correspondientes sobre G, entonces
el corchete de Lie sobre g está dado por

[X, Y ] = [X̃, Ỹ ](e).

El corchete de Lie proporciona una prueba para saber si el grupo de Lie G es conmutativo.
Un grupo de Lie G es conmutativo si y sólo si el corchete de Lie sobre la correspondientes
álgebra de Lie g es cero, es decir, si [X, Y ] = 0 para todo X, Y ∈ g.

Ejemplo 2.12. El álgebra de Lie para el espacio eucĺıdeo Rn es nuevamente Rn. El
corchete de Lie es cero, es decir, [X, Y ] = 0 para todo X, Y ∈ Rn. En realidad el corchete
de Lie para el álgebra de Lie de cualquier grupo de Lie conmutativo es siempre cero.

Ejemplo 2.13. El álgebra de Lie para GL(n) es gl(n), el espacio de todas las matrices
reales n× n. La operación corchete de Lie para X, Y ∈ gl(n), está dada por:

[X, Y ] = XY − Y X.
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Aqúı el producto XY denota la multiplicación real de matrices, el cual resulta ser lo
mismo que la composición de los operadores de campos vectoriales, (comparar con (2.3)).
Todas las álgebras de Lie correspondiente a grupos de matrices son sub-álgebras de gl(n).

Ejemplo 2.14. El álgebra de Lie para el grupo de rotaciones SO(n) es so(n), el espacio
de matrices cuasi-simétricas. Una matriz es cuasi-simétrica si A = −AT .

Teorema 2.5. Un producto directo G1 × G2 × . . . × Gn de grupos de Lie también es
grupo de Lie.

2.4.1. Mapa Exponencial y Logaŕıtmico de Grupos de Lie

Definición 2.22. Un mapeo de grupos de Lie φ : G1 → G2 se llama un homeomorfismo
de grupos de Lie, si es un mapeo suave y un homeomorfismo de grupos, es decir, φ(e1) = e2

cuando e1, e2 son los respectivos elementos identidad de G1 y G2 y φ(gh) = φ(g)φ(h),
para todo g, h ∈ G1.

La imagen de un homomorf́ısmo de grupos de Lie h : R → G, se llama un subgrupo
uni-paramétrico. Un subgrupo uni-paramétrico es al mismo tiempo una curva suave y
un subgrupo deG. Esto no significa, sin embargo, que cualquier subgrupo uni-paramétrico
es un subgrupo de Lie de G (puede fallar el hecho de ser una sub-variedad inmersa de
G, lo cual es requisito para ser un subgrupo de Lie de G). Existe una correspondencia
biyectiva entre el álgebra de Lie y los subgrupos uni-paramétricos.

Teorema 2.6. Sea g el álgebra de Lie de un grupo de Lie G. Dado cualquier vector X ∈ g,
existe un único homeomorfismo de grupos de Lie hX : R→ G, tal que h

′
X(0) = X.

El mapa exponencial de grupos de Lie, exp : g → G (no confundir con el mapa
exponencial Riemanniano) se define como sigue

exp(X) = hX(1).

Ejemplo 2.15. Para el grupo de Lie Rn, el único homeomorfismo de grupos de Lie,
hX : R → Rn, de acuerdo al teorema (6), está dado por: hX(t) = tX. Por lo tanto los
subgrupos uni-paramétricos están dados por ĺıneas rectas a través del origen. El mapa
exponencial de grupos de Lie es la identidad. En este caso el mapa exponencial grupo de
Lie es el mismo que el mapa exponencial Riemanniano en el origen. Pero esto, no siempre
es el caso.
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Para el grupo de matrices, el mapa exponencial de grupo de Lie de una matriz X ∈ gl(n)
se calcula mediante la fórmula

exp(X) =
∞∑
k=0

1

k!
Xk. (2.4)

Dicha serie converge absolutamente para todo X ∈ gl(n).

Ejemplo 2.16. Para el grupo de Lie de rotaciones 3D, SO(3), el mapa matriz exponencial
toma una forma simple. Para una matriz X ∈ so(3), la siguiente identidad es cierta:

X3 = −θX , donde θ =

√
1

2
tr(XTX).

Sustituyendo esta identidad dentro de la serie infinita (2.4), el mapa exponencial para
so(3) se puede reducir a

exp(X) =

{
I si θ = 0

I + sin θ
θ
X + 1−cos θ

θ2
X2 si θ ∈ (0, π).

El mapa logaŕıtmico de grupos de Lie para una matriz rotación R ∈ SO(3), está dado
por

log(R) =

{
I si θ = 0

θ
2 sin θ

(R−RT ) si |θ| ∈ (0, π),

donde, tr(R) = 2 cos θ + 1.

El mapa exponencial para rotaciones 3D tiene un significado intuitivo. Cualquier vector
X ∈ so(3), es decir, una matriz cuasi-simétrica, puede ser escrita en la forma siguiente

X =

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0

 .

Si v = (x, y, z) ∈ R3, entonces la matriz rotación dada por el mapa exponencial exp(X)
es una rotación 3D mediante un ángulo de θ = ‖v‖ alrededor del eje unitario v/‖v‖.
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2.4.2. Métricas Bi-Invariantes

Definición 2.23. Una métrica Riemanniana 〈. , .〉 sobre un grupo de Lie G, se dice
que es una métrica bi-invariante si es invariante tanto bajo multiplicación a izquierda
como a derecha, es decir, R?

g〈. , .〉 = L?g〈. , .〉 = 〈. , .〉 para todo g ∈ G.

Teorema 2.7. Para un grupo de Lie G con una métrica bi-invariante el mapa exponencial
de grupo de Lie coincide con el mapa exponencial Riemanniano en la identidad, es decir,
para cualquier vector tangente X ∈ g

exp(X) = Expe(X).

Usando la invarianza a izquierda de la métrica Riemanniana, cualquier geodésica en un
punto g ∈ G se puede escribir como la multiplicación a izquierda de una geodésica en la
identidad. Es decir, la geodésica γ con condición inicial γ(0) = g y γ

′
(0) = Lg?(X) esta

dada por
γ(t) = gexp(tX).

Teorema 2.8. Un grupo de Lie compacto G tiene una única métrica bi-invariante.

2.5. Espacios Simétricos

Un espacio simétrico Riemanniano es una variedad conectada M tal que en cada punto el
mapeo que regresa geodésicas a través de ese punto es una isometŕıa. Para un tratamiento
más detallado de espacios simétricos, ver Helgason 1978, Boothby 1986. Algunos ejemp-
los comunes de espacios simétricos son los espacios euclideanos Rn, esferas Sn y espacios
hiperbólicos Hn. Los espacios simétricos y los métodos para calcular geodésicas y distan-
cias sobre ellos, aparecen de forma natural a partir de ciertas acciones de grupos de Lie
sobre variedades.

Antes de definir lo que son los espacios simétricos, es necesario dar algunas definiciones
preliminares acerca de mapeos de conjuntos. SeaX y φ cualquier mapeo deX en śı mismo.
Un punto x ∈ X se llama un punto fijo de φ si φ(x) = x. El mapeo φ se llama involutivo
si φ no es el mapeo identidad pero su cuadrado si lo es, es decir, φ ◦ φ =id.

Definición 2.24. Un espacio simétrico es una variedad Riemanniana conectada M
tal que en cada punto p ∈ M existe una isometŕıa involutiva φp : M → M que tiene a
p como un punto fijo aislado.
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El término aislado significa que existe una vecindad U de p tal que p es el único punto
en U que es un punto fijo de φp. Esta definición es algo alusiva a lo dif́ıcil que es obtener
un sentido intuitivo para las clases de variedades que son espacios simétricos. Afortu-
nadamente, esta definición es suficiente para implicar algunas propiedades muy buenas
de espacios simétricos.

El siguiente teorema, ver Boothby 1986, muestra que la isometŕıa involutiva φp de la
definición 2.21, es más fácilmente vista como el mapeo que regresa geodésicas a través
del punto p.

Teorema 2.9. Un espacio simétrico Riemanniano es completo, y si φp es una isometŕıa
involutiva de M , entonces φp es una reflexión del espacio tangente TpM , es decir, φp(X) =
−X, y φp regresa geodésicas a través de p, es decir, φp(Exp(X)) = Expp(−X) para todo
X ∈ TpM tal que dicha geodésica exista.

Debido a que los espacios simétricos aparecen naturalmente a partir de ciertos grupos de
Lie de transformaciones de una variedad M . Ahora se darán algunas definiciones básicos
acerca de acciones de grupos de Lie.

2.5.1. Acciones de grupos de Lie

Definición 2.25. Dada una variedad suave M y un grupo de Lie G, una acción de
grupo suave deG sobreM , es una mapeo suaveG×M →M , definido como (g, p) 7→ g.p,
tales que para todo g, h ∈ G y todo p ∈M se cumple que:

1. e.p = p,

2. (gh).p = (g.(h.p)).

La acción de grupo se podŕıa pensar como una transformación de la variedad M , de la
misma forma que las matrices son transformaciones del espacio Euclideano.

La órbita de una punto p ∈ M se define como: G(p) = {g.p : g ∈ G}. En el caso de
que M tenga una sola órbita, entonces a M se le llama un espacio homogéneo y en
este caso se dice que la acción de grupo es transitiva. El sub-grupo de isotroṕıa de
p se define como: Gp = {g ∈ G : g.p = p}, es decir, Gp-es el subgrupo de G que deja
fijo al punto p.
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Sea H un subgrupo de Lie cerrado del grupo de Lie G. La cerradura izquierda de
un elemento g ∈ G se define como gH = {gh : h ∈ H}. El espacio de todas de tales
cerraduras se denota por G/H y es una variedad suave. Existe una biyección natural
G(p) ∼= G/Gp, dada por el mapeo g.p 7→ gGp, es decir,

G(p)→ G/Gp

g.p 7−→ gGp

Ahora, sea M un espacio simétrico y se elige un punto base arbitrario p ∈ M . Siempre
se puede escribir a M como un espacio homogéneo M = G/Gp, en donde G es un grupo
conectado de isometŕıas de M y el subgrupo de isotroṕıa Gp es compacto. El hecho de
que G es un grupo de isometŕıas significa que, d(p, q) = d(g.p, g.q), para todo p, q ∈M y
g ∈ G.

Un elemento g ∈ G induce una mapeo suave φg : M → M v́ıa la acción de grupo,
definido como, φg(p) = g.p. También, este mapeo tiene una inversa suave, a saber φg−1 .
Por lo tanto, φg-es un difeomorfismo.

Definición 2.26. Dada una acción del grupo de Lie G sobre una variedad M , una
métrica Riemanniana G-invariante 〈. , .〉 sobre M es una métrica tal que el mapeo φg
es una isometŕıa para toda g ∈ G, es decir que, φ?g〈. , .〉.
Ejemplo 2.17. La métrica eucĺıdea estándar sobre Rn es invariante bajo la acción de
grupo SO(n). En otras palabras, una rotación del espacio eucĺıdeo es una isometŕıa.
La acción de Rn sobre śı mismo mediante traslaciones, es otro ejemplo de un grupo de
isometŕıas. Estos dos grupos pueden ser combinados para formar el grupo especial
euclideano, denotado por SE(n) = SO(n) n Rn. El producto semi-directo n significa
que SE(n) como conjunto es el producto directo de SO(n) y Rn, pero la multiplicación
está dada por la fórmula

(R1, v1) ? (R2, v2) = (R1R2, R1.v2 + v1).

2.5.2. Espacios simétricos como grupos de Lie cocientes

El siguiente teorema, ver Boothby 1986, da un criterio para que una variedad posea un
métrica G-invariante.

Teorema 2.10. Considere un grupo de Lie G que actúa transitivamente sobre una var-
iedad M . Si para algún punto p ∈M el subgrupo de isotroṕıa Gp es un subgrupo de Lie
compacto conectado de G, entonces M tiene una métrica G-invariante.
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Los espacios simétricos aparecen naturalmente a partir de espacios homogéneos con métri-
cas G-invariantes, como lo muestra el siguiente teorema, ver Boothby 1986.

Teorema 2.11. Suponga que G, M y p cumplen las condiciones del teorema 2.10. Si
α : G→ G es un automorfismo involutivo (es decir, un isomorfismo de G en śı mismo)
con un conjunto fijado Gp, entonces M es un espacio simétrico.

El rećıproco del teorema anterior también es cierto, como lo dice el siguiente teorema,
ver Helgason 1978.

Teorema 2.12. Si M es un espacio simétrico y p es cualquier punto en M , entonces M
es difeomorfo al grupo de Lie cociente G/Gp, en donde, G = I0(M) es el componente
conectado del grupo de Lie de isometŕıas de M y Gp es el subgrupo de Lie compacto de
G que deja al punto p fijo. Además, existe un automorfismo involutivo α : G→ G que
deja fijo a Gp.

Teorema 2.13. Un grupo de Lie conectado G con métrica bi-invariante es un espacio
simétrico.

Ejemplo 2.18. El espacio eucĺıdeo Rn es un espacio simétrico, como puede verse por
teorema 2.13. La isometŕıa involutiva φp esta dada por la reflexión alrededor de p, es
decir, φp regresa ĺıneas a través de p mediante la ecuación

φp(q) = 2p− q.

Las geodésicas sobre un espacio simétrico M = G/Gp, son calculadas a través de la
acción de grupo. Debido a que G es un grupo de isometŕıas que actúa transitivamente
sobre M , es suficiente considerar únicamente geodésicas iniciando en el punto base p.
Para un punto arbitrario q ∈ M , las geodésicas que inician en q son de la forma g.γ,
donde g = g.p y γ es una geodésica con γ(0) = p. La geodésicas son la imagen de la
acción de un subgrupo uniparamétrico de G que actúa sobre el punto base p, como se
enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 2.14. Si M es un espacio simétrico con métrica G-invariante, como en el
teorema 2.11, entonces una geodésica γ que inicia en el punto p ∈M , es de la forma

γ(t) = exp(tX).p,

en donde, X es un vector sobre el álgebra de Lie g.

Ejemplo 2.19. La esfera S2 es un espacio simétrico. El grupo de rotación SO(3) actúa
transitivamente sobre S2, es decir, para cualesquiera dos vectores unitarios x, y, existe una
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2.5. Espacios Simétricos

rotación R tal que Rx = y. El polo norte p = (0, 0, 1) se mantiene fijo mediante cualquier
rotación del plano xy. Por lo tanto, el subgrupo de isotroṕıa para p es equivalente a SO(2).
Por lo tanto, la esfera puede ser escrita como el espacio homogéneo S2 = SO(3)/SO(2).
La isometŕıa involutiva φp esta dada por la reflexión alrededor de p, es decir, mediante
una rotación de la esfera al rededor del eje p por un ángulo de π.

Las geodésicas en el punto base p = (0, 0, 1) son los ćırculos mayores a través de p, es
decir, los meridianos. Las geodésicas en un punto arbitrario sobre la esfera S2, también son
los ćırculos mayores, es decir versiones rotadas de los meridianos. Como se muestra en el
teorema 2.14, estas geodésicas son realizadas mediante la acción de grupo de un subgrupo
uniparamétrico de SO(3). Tal subgrupo consiste de todas las rotaciones alrededor de un
eje fijo en R3 perpendicular a p. Se considera un vector tangente sobre TpS

2 como el
vector v = (v1, v2, 0) sobre el plano xy. Entonces, el mapa exponencial está dado por

Expp(v) =

(
v1.

sin ‖v‖
‖v‖ , v2.

sin ‖v‖
‖v‖ , cos ‖v‖

)
, (2.5)

en donde, ‖v‖ =
√
v2

1 + v2
2. Esta ecuación se puede derivar como una consecuencia de dos

rotaciones que rotan el punto base p = (0, 0, 1) al punto Expp(v). Primero, es una rotación
alrededor del eje y por un ángulo de φy = ‖v‖. Luego lo segundo, es un alineamiento
de la geodésica con el vector tangente v, esto es una rotación alrededor del eje z por un
ángulo de φz, donde, cos(φz) = v1/‖v‖ y sin(φz) = v2/‖v‖.

El mapa logaŕıtmico correspondiente para un punto x = (x1, x2, x3) ∈ S2, está dado por

Logp(x) =

(
x1.

θ

sin θ
, x2.

θ

sin θ

)
, (2.6)

en donde, θ = cos−1(x3), es la distancia esférica desde el punto base p al punto x. Notar
que el punto antipodal, −p, no esta en el dominio del mapa logaŕıtmico.
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Caṕıtulo 3

Modelos de Regresión y PLS

Los métodos clásicos de regresión están basados principalmente en el supuesto de obser-
vaciones independientes e idénticamente distribuidas normal, lo cuál en muchas aplica-
ciones es complicado de satisfacer, lo que ha llevado a la creación de diferentes métodos
de regresión sobre los cuáles se tiene un número mı́nimo de supuestos que deben de
cumplir las observaciones disponibles. Muchos de estos métodos caen en la parte de la
teoŕıa estad́ıstica no paramétrica, en la cual se desarrollan procesos de inferencia que no
necesitan supuestos expĺıcitos con respecto a la forma funcional de la distribución de las
observaciones disponibles.

Dentro de la teoŕıa estad́ıstica no paramétrica se encuentra la regresión no paramétri-
ca, que consiste de técnicas para el ajuste de funciones de regresión cuando se tiene
muy poco conocimiento apriori acerca de su forma funcional. Este método origina fun-
ciones suavizadas de la relación considerada. Los primeros métodos de suavizado fueron
los promedios móviles, luego aparecieron la estimación v́ıa kernel y la regresión local
ponderada. En lo que sigue, se discuten y comparan varios modelos no-paramétricos de
regresión no-lineal. En lugar de forzar una forma anaĺıtica predefinida sobre los datos,
estos métodos aproximan la función no-lineal subyacente usando funciones suavizadas
o splines sobre el conjunto de datos de entrenamiento. Por último se hace una breve
revisión acerca de la teoŕıa de modelos PLS.
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3.1. Modelos de Regresión

Los modelos de regresión describen la relación entre dos clases de mediciones: las medi-
ciones independientes o predictoras, denotadas por X, y las mediciones dependientes o
respuestas, denotadas por Y.

La forma general de un modelo de regresión es:

y = f(x) + e

La respuesta Y, esta compuesta de dos partes:

• La parte sistemática f(x), que depende de X.

• La parte aleatoria e, que es independiente de los predictores.

El primer paso en un análisis de regresión, es seleccionar la forma estructural de f y un
método de estimación para los parámetros.

El modelo de regresión más común es el modelo de regresión lineal múltiple, en donde la
función f es lineal. Uno de los métodos de estimación de parámetros más comunes es el
de mı́nimos cuadrados ordinario (OLS).

Se requiere alguna precaución con el término “Modelo Lineal”, debido a que este puede
tener diferentes significados, como lo son:

• Modelo lineal en los paŕametros. Un modelo es lineal en los parámetros cuando
la respuesta estimada ŷ es una función lineal de los parámetros.

• Modelo de Estructura Lineal. Un modelo es de estructura lineal si ŷ es función
lineal de los predictores, Xi’s.

• Modelo de Estimador Lineal. Un Modelo es de estimador lineal si cada ŷi es
función lineal de las respuestas yi’s.

El modelo de regresión ajustado mediante el método de OLS satisface las tres clases
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3.1. Modelos de Regresión

de linealidades y en la mayoŕıa de los casos, el ajuste da una primera aproximación
satisfactoria de la función subyacente.

El estimador de mı́nimos cuadrados es el mejor estimador lineal insesgado (en el sentido
de mı́nima varianza, es decir es el BLUE (por sus siglas en inglés)) cuando la relación
entre X e Y es lineal y se satisfacen algunas suposiciones sobre la distribución de los
errores. Sin embargo, el método de ajuste mediante OLS también puede ser aplicado a
otros tipos de modelos de regresión.

Metodos
OLS

Metodos
de Regresión
Sesgados

Metodos
de Regresión
No-Lineal

Metodos
de Regresión

Relación Lineal entre
X-Y.

b

Conjunto de datos
bien determinado.

b

Tasa de señal de ruído
de mediana a alta.

b

Lineales

Relación Lineal entre
X-Y.

b

Conjunto de datos
pobre o no detrminado.

b

Tasa de señal de ruído
Baja.

b

Relación No Lineal
entre X-Y.

b

Conjunto de datos muy
bien determinado.

b

Tasa de señal de ruído
alta.

b

RPLS
PCR RR

SR Metodos Metodos
Paramétricos NO-Paramétricos

Forma de la relación
X-Y es conocida

b

apriori, ie, la función f
tiene una forma ana-
lítica bien conocida.

Sólo los parámetros de

función son estimados.

b

Forma de la relación
X-Y es desconocida,

b

y tambien hay que

estimarla a partir de
los datos.
Usan técnicas de aproxi-
mación de funciones, NL.

b

S
u
av

iz
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o
re
s

S
p
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n
es

Figura 3.1: Representación Gráfica de Algunos Métodos de Regresión
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3.1.1. Métodos de regresión lineal sesgados.

Los métodos de regresión lineal sesgados son frecuentemente usados en análisis de datos
qúımicos y se caracterizan por: una relación lineal entre X e Y, un conjunto pobre de
datos (ie, número de observaciones

número de variables
< 1) y por una baja tasa de señal de ruido. En este grupo de

métodos de regresión estan: La regresión mediante mı́nimos cuadrados parciales (PLSR),
la regresión por componentes principales (PCR), la regresión de ridge (RR) y regresión
paso a paso (SR, stepwise regression), ver figura 3.1 sobre una clasificación de métodos
de regresión.

3.1.2. Métodos de regresión No-lineal.

Los métodos de regresión no-lineales se caracterizan por: una relación no-lineal entre X e
Y, un conjunto bien determinado de datos (ie, número de observaciones

número de variables
>> 1) y por una alta

taza de señal de ruido. Éstos métodos de regresión no-lineal se pueden dividir a su vez
en dos grupos:

Métodos de regresión no-lineal paramétricos.

Este grupo contiene métodos de regresión donde la forma de la relación entre X e Y
es conocida a priori, es decir, la función f tiene una forma anaĺıtica bien definida, y
sólamente los parámetros de la función son estimados a partir de los datos.

Métodos de regresión no-lineal no-paramétricos.

Este grupo contiene modelos no-lineales más flexibles, donde también la forma de la no-
linealidad es estimada a partir de los datos. En estos métodos de regresión, en lugar de
tratar con la forma anaĺıtica de la relación y con los parámetros de la función no-lineal,
se usan técnicas de aproximación de funciones no lineales.

En la siguiente sección se hace una breve descripción de métodos de regresión no-
lineales no-paramétricos que aproximan funciones no-lineales usando funciones suavizadas
y splines.
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3.2. Aproximación de Funciones

Cuando la forma anaĺıtica de la relación entre X e Y no es conocida, se debe aproximar
la función usando un conjunto de datos de entrenamiento. Una técnica bien conocida y
frecuentemente usada para lograr esto es la aproximación polinomial. Sin embargo, los
polinomios en la práctica frecuentemente no trabajan bien y su proceso de ajuste es global,
lo cual significa que una perturbación local afecta a toda la función estimada, debido a
esto, es mas exitoso usar el acercamiento de aproximación de funciones por tramos. En
este acercamiento, la idea es dividir el rango de X en tramos o intervalos, para tratar
de estimar la función en cada intervalo de manera independiente a la estimación sobre
los otros intervalos individuales. Las dos técnicas más usadas en este caso son: el uso
de suavizados y la regresión spline. La principal diferencia entre estas dos técnicas es la
forma en la que se realiza la partición del rango de X en intervalos. Ambas técnicas tienen
un número más pequeño de intervalos que el número de datos iniciales y usan criterios de
mı́nimos cuadrados para ajustar un polinomio local sobre cada tramo. Aunque existen
suavizadores y splines multivariados, a continuación se describe al caso bivariado, ie,
cuando solamente hay un predictor y una variable respuesta.

Tanto la técnica de suavizados como la regresión spline son técnicas aplicadas a datos
bivariados X e Y, que producen una descomposición de la forma

yi = f(xi) + ei , i = 1, · · · , n

donde f es una función suave (llamada función suavizada o spline). La función f es
usualmente ajustada basándose en el criterio de mı́nimos cuadrados.

Las técnicas de suavizados y splines se usan para aproximar funciones con el objetivo de
describir la asociación entre el predictor X y la respuesta Y y luego predecir Y a partir
de X.

3.2.1. Suavizados

Las funciones suavizadas pueden ser consideradas como estimadores de la esperanza
condicional

f(x) = E[y | x].

Existen dos clases básicas de suavizados: El suavizado kernel y el suavizado por ventanas.
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El suavizador kernel estima la esperanza condicional anterior en xi, mediante la asignación
de pesos a los puntos, ajustando un polinomio ponderado a todos los puntos y tomando
el valor de la respuesta ajustada en xi. El peso más grande es puesto en xi y el resto de
los pesos son simétricamente decrecientes a medida que los puntos están más alejados de
xi.

El suavizado por ventanas puede ser considerado como un caso especial del suavizado
kernel, donde todos los puntos dentro de un cierto intervalo Ni (o ventana) alrededor
de xi tienen peso 1 y todos los puntos fuera del intervalo tienen peso 0. De acuerdo al
grado del polinomio, el suavizado puede ser un promedio local (grado cero), un ajuste
local lineal (grado uno), un ajuste local cuadrático (grado dos), etc.

En los suavizados por ventana los intervalos se están moviendo de punto a punto, a
diferencia de los intervalos splines que son fijos. Esta es una de las principales diferen-
cias entre suavizados y splines. Debido a que existen tantos intervalos (ventanas) como
puntos datos, no es factible almacenar un suavizador en término de los coeficientes de
los polinomios ajustados. En lugar de eso, es costumbre tratar el suavizado en su forma
digital, es decir, como un conjunto de pares de puntos.

La regresión local promedio calcula el valor suavizado ŷi como el promedio de aquellos
yi’s con valores xi’s que están en un intervalo Ni alrededor de xi:

ŷi = f(xi) = E[yj | xj ∈ Ni].

La regresión local promedio, aunque es una técnica comúnmente usada, tiene algunas
serias deficiencias. Esta no reproduce una ĺınea recta si los valores de X no están equies-
paciados y tiene un mal comportamiento en las fronteras.

El ajuste lineal local alivia ambos problemas. Éste calcula el valor suavizado ŷi ajustando
una ĺınea recta (usualmente por mı́nimos cuadrados) a los puntos xj, yj en el intervalo
Ni y toma el valor de la respuesta ajustada en xi. Polinomios de grados superiores se
pueden ajustar en una forma similar.

Por ventajas computacionales, el intervalo es tomado tal que sea simétrico, ie, xi tiene
igual número de vecinos a la derecha y a la izquierda. Cuando se mueve al siguiente
valor xi, un punto queda en el intervalo a la izquierda y un punto entra al intervalo
sobre la derecha. Tanto la regresión local promedio como el ajuste lineal local pueden ser
calculados a través de los valores previos usando formulas de actualización.

Aunque la función suavizada final puede parecer continua, no hay ninguna restricción
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de continuidad sobre el ajuste de los polinomios locales. Esta es otra diferencia entre
suavizadores y splines.

En ambos suavizados, el punto clave es: cómo seleccionar el tamaño del intervalo, también
llamado parámetro generador. Este parámetro controla la cantidad de sesgo y varianza
del suavizado. El sesgo al cuadrado (B2) y la varianza V, son dos componentes del error
cuadrático medio (MSE) de un estimador.

MSE(ŷ) = B2(ŷ) + V (ŷ)

= (E(ŷ)− y)2 + E[ŷ − E(ŷ)]2.

El incremento de la complejidad de un modelo (disminuir el tamaño del intervalo) resulta
en el decrecimiento del sesgo y en un crecimiento de la varianza del estimador; lo que
se llama equilibrio sesgo-varianza. Uno debe hallar la complejidad óptima para obtener
el mı́nimo MSE. Al contrario, al incrementar el tamaño del intervalo, ie, decrecer la
complejidad del modelo, incrementa el sesgo y decrece la varianza del suavizado.

Un valor grande del generador hace menos ondulado el suavizado. En los casos extremos,
cuando el intervalo contiene todos los puntos, la regresión local promedio produce una
ĺınea recta con pendiente cero, mientras que el ajuste lineal, produce una ĺınea recta con
una pendiente distinta de cero. Tal suavizado tiene menos varianza, pero sesgo alto. En
el otro caso, un suavizado con intervalos que contienen solamente un punto yi dado como
el valor suavizado, tiene varianza muy alta pero no tiene sesgo.

Idealmente el valor del generador óptimo del suavizado, debeŕıa ser estimado v́ıa vali-
dación cruzada. Cada punto i es borrado (indicado por −i) y el valor del suavizado en xi
con valor generador J es calculado desde los otros (n− 1)-puntos. La bondad de ajuste
es calculada como:

e2
CV (J) =

1

N

N∑
i=1

[yi − f−i(xi | J)]2.

El parámetro generador estimado J mediante validación cruzada, es el valor que minimice
el criterio anterior. Este proceso resulta en un valor constante del generador sobre el rango
completo del predictor.

Esta no es una solución óptima si la varianza del error o la segunda derivada de la función
f cambia sobre el rango del predictor. Una varianza de error pequeña y una alta curvatura
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en f exigen un valor pequeño del generador, mientras que en el caso de una varianza de
error grande y baja curvatura, exigen un valor grande del generador. La solución es una
variable generadora de suavizados.

3.2.2. Splines

Los splines son funciones estimadas obtenidas mediante el ajuste de polinomios por trazos.
El rango de X es dividido dentro de intervalos fijos, lo cual es una de las diferencias entre
funciones suavizadas y splines. Los intervalos son separados por los llamados nodos de
localización. En cada intervalo un polinomio es ajustado con las restricciones de que en
los nodos de localización la función sea continua, siendo esta otra de las diferencias entre
funciones suavizadas y splines. La integral y derivada de un spline es también un spline
de un grado mayor o menor, frecuentemente también con una restricción de continuidad.
El grado de un spline puede variar de cero a un grado muy alto, sin embargo, los splines
de primer, segundo y tercer grado son los de mayor uso.

Un spline esta definido por su grado, el número de nodos de localización, la posición de
los nodos y por los coeficientes del polinomio ajustado en cada intervalo. Un spline de
grado m con N nodos de localización (tk, k = 1, · · · , N) puede ser escrito en forma
general como sigue:

yi =
m∑
j=0

b0jx
j
i +

N∑
k=1

m∑
j=0

bkj(xi − tk)j+ + ei ,

donde, xji y (xi− tk)j+, son llamadas funciones bases; y la notación (...)+ significa parte
positiva.

Esta notación pone al spline como una ecuación de regresión ordinaria. Los coeficientes
b0j y bkj son estimados minimizando un criterio de mı́nimos cuadrados.

Dependiendo sobre los requerimientos de continuidad en varios nodos de localización,
no todas las funciones bases anteriores están presentes en un spline, ie, algunos de los
coeficientes b0j son ceros. Un spline frecuentemente usado de grado m, con N nodos, y
con restricciones de continuidad sobre la función y sobre sus derivadas hasta de grado
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m− 1 tiene la forma siguiente:

yi =
m∑
j=0

b0jx
j
i +

N∑
k=1

bk(xi − tk)m+ + ei ,

el número de coeficientes en tal spline es m+N + 1.

Existen varias funciones bases equivalentes de representaciones del mismo spline. Otra
forma del anterior spline, que será usada posteriormente en uno de los métodos de regre-
sión, es:

yi = b0 +
N∑
k=1

bk[sk(xi − tk)]m+ + ei ,

donde, sk es: +1 ó -1.

Al ajustar un spline uno debe seleccionar el grado óptimo m, el número óptimo de nodos
N , y la localización óptima de los nodos. El grado del spline es algunas veces fijado a
priori. El número y la localización de los nodos, o es fijo o es variable. Los splines con
localizaciones de nodos variables son llamados splines adaptativos.

Las siguientes reglas deben de tenerse en cuenta cuando seleccionamos localizaciones de
nodos fijos:

• Las localizaciones de nodos debeŕıan ser colocadas en puntos correspondientes a
datos.

• Un mı́nimo de 5 puntos debeŕıan de estar entre las localizaciones de nodos.

• Los puntos extremos debeŕıan de estar centrados sobre los intervalos.

• Los puntos de inflexión debeŕıan de estar cerrando las localizaciones de nodos.

Los splines adaptativos ofrecen funciones de aproximación más flexibles que los splines
con nodos de localización fijos. Lo ideal debeŕıa ser estimar el grado óptimo m, el número
óptimo de nodos N , y las localizaciones de nodos óptimas mediante validación cruzada
para obtener el mejor spline predictivo. En una función suavizada, el parámetro generador
controla el equilibrio entre sesgo y varianza. En un spline, tal equilibrio es controlado por
el grado del polinomio ajustado y por el número de nodos. Al incrementar el grado y el
número de nodos, ie, incrementar la complejidad del modelo, incrementa la varianza y
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decrece el sesgo del spline. El caso extremo de m = 1 y N = 0 es la solución de mı́nimos
cuadrados ordinaria.

3.3. Métodos Basados en Suavizados

3.3.1. Esperanza Condicional Alternante (ACE).

El modelo de regresión lineal tiene la siguiente forma:

y = b0 +
∑
j

bjxj + e (3.1)

donde, {bj : j = 0, 1, . . . , p} son los coeficientes de regresión. En el modelo ACE la
respuesta o una función de la respuesta, es la suma de funciones suaves de los predictores,
ie:

y =
∑
j

fj(xj) + e, o g(y) =
∑
j

fj(xj) + e. (3.2)

Si sólo hay un predictor (p=1) y ninguna función de la respuesta es usada, el modelo ACE
es simplemente una función suavizada. Las funciones fj y g, llamadas funciones de trans-
formación, no requieren tener ninguna forma de parametrización particular. Estas son
estimadas mediante procesos de mı́nimos cuadrados, es decir, mediante la minimización
de la siguiente función de errores

e2(g, f1, . . . , fp) = E

[
g(y)−

∑
j

fj(xj)

]2

. (3.3)

Las funciones transformación son normalizadas a tener media cero y varianza unitaria,
ie:

E[g(y)] = E[fj(xj)] = 0, y V ar[g(y)] = 1. (3.4)

Las funciones transformación g y fj, van mejorando iterativamente en forma alternante.

Las funciones son inicializadas en un conjunto de valores tales como:

g(y) = y/‖y‖, y fj(xj) = bjxj, j = 1, 2, . . . , p (3.5)
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donde, ‖ ? ‖ =
√
E(?)2 y los bj son los coeficientes estimados mediante OLS.

3.3.2. Técnica de Regresión Aditiva Múltiple Suave (SMART).

Mientras que los modelos ACE modelan la respuesta como la suma de funciones de
transformación de los predictores, SMART pone funciones sobre varias combinaciones
lineales de las predictoras, como sigue

y = ȳ +
∑
m

amfm

(∑
j

bjmxj

)
+ e. (3.6)

La respuesta es modelada como una suma de M funciones no-paramétricas de (usual-
mente) combinaciones lineales de los predictores. Las funciones fm son requeridas a ser
suavizadas o arbitrarias en otros casos. Este método también es llamado regresión de
proyección pursuit. Aun para M pequeña, muchas clases de funciones pueden ser es-
trechamente ajustadas mediante aproximaciones de esta forma. Estas funciones junto
con los coeficientes de las combinacines lineales son conjuntamente optimizada, basado
sobre el criterio de mı́nimos cuadrados:

e2(f1, . . . , fM , b11, . . . , bpM , a1, . . . , aM) = E[y − ŷ]2. (3.7)

La solución es invariante a rotación y escalamiento de las variables predictoras. Similar
al ACE, las funciones son normalizadas:

E[fm] = 0, y V ar[fm] = 1, m = 1, 2, . . . ,M. (3.8)

Los coeficientes en las combinaciones lineales son normalizados a:∑
j

b2
jm = 1, m = 1, 2, . . . ,M. (3.9)

SMART, tambien puede modelar respuestas multiples:

yk = ȳk +
∑
m

akmfm

(∑
j

bjmxj

)
+ ek, k = 1, 2, . . . , r. (3.10)
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El criterio de mı́nimos cuadrados a ser minimizado es modificado como:

e2(f1, . . . , fM , b11, . . . , bpM , a11, . . . , arM) =
∑
k

wkE[yk − ŷk]2. (3.11)

Los pesos preespecificados de la respuesta wk dan alguna flexibilidad al balancear la
importancia de las diferentes respuestas. La influencia de cada respuesta es proporcinal
a su varianza. Para tener una importancia igual, los pesos de las respuestas deberian ser:

wk =
1

V ar[yk]
. (3.12)

Los coeficientes akm y bjm, y las funciones fm son optimizadas conjuntamente en un
algoritmo iterativo.

3.3.3. Mı́nimos Cuadrados Parciales No-Lineal (NLPLS).

NPLS es una extensión no-paramétrica no-lineal de PLS aplicando suavizados al modelo
de relación no-lineal interno. PLS es un modelo lineal que regresa las variables respuestas
sobre el conjunto de variables latentes,

yk =
∑
m

akmcmtm + ek, k = 1, 2, . . . , r, (3.13)

dichas variables latentes son combinaciones lineales de las predictoras originales

tm =
∑
m

bjmxj, m = 1, 2, . . . ,M, (3.14)

cm es el coeficiente de relación interna mientras que bjm y akm son los coeficientes de las
variables latentes x e y, respectivamente.

PLS, puede ser descompuesto dentro de tres modelos lineales, como sigue, (en forma
matricial)

1. X = TB + EX, x-variables latentes (multivariadas).

2. Y = UA + EY, y-variables latentes (multivariadas).

3. U = TC + EU, relación interna (univariada).
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Extender PLS para describir una relación no-lineal, podŕıa involucrar la no-linealización
de ninguna de las tres ecuaciones anteriores. Debido a su simplicidad, la elección más
sensible es la ecuación de relación interna

u = f(t) + eu. (3.15)

Similar a ACE y a SMART, NLPLS también utiliza funciones suavizadas para aproxi-
mar la función no-lineal. Sin embargo, hay un diferencia importante entre NLPLS y los
dos métodos de suavizados discutidos anteriormente basados sobre métodos de regre-
sión. Mientras que ACE y SMART estiman funciones y coeficientes mediante técnicas de
mı́nimos cuadrados y por lo tanto son métodos insesgados, NLPLS, utiliza un estimador
sesgado que no es de mı́nimos cuadrados para los coeficientes. ACE y SMART, debeŕıan
ser usados solamente con datos de una tasa observaciones/variables alta, es decir, conjun-
tos de datos bien determinados. NLPLS, aunque puede usar mas grados de libertad que
el modelo PLS lineal, también puede ser usado para conjuntos de datos no determinados.

PLS lineal calcula una combinación lineal de las variables latentes. En el esṕıritu del
modelo; SMART, NLPLS calculan una combinación lineal de funciones no-paramétricas
de las variables predictores. En otras palabras, la relación interna es calculada mediante
suavizados en lugar de regresión lineal.

yk = ȳk +
∑
m

akmfm

(∑
j

bjmxj

)
+ ek, k = 1, 2, . . . , r. (3.16)

Aunque NLPLS y SMART tienen formas estructurales iguales, usan diferentes técnicas
para estimar los parámetros y las funciones.

3.4. Métodos Basados en Splines

3.4.1. Clasificación y Árboles de Regresión (CART).

La CART, también llamado regresión particionada recursiva, usa aproximaciones con-
stantes por pedazos, ie, splines de grado cero para estimar la función no-lineal. Si sola-
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mente hay un predictor, la ecuación para el spline con m = 0 es:

yi =
0∑
j=0

b0x
0
i +

N∑
k=1

bk(xi − tk)0
+ + ei. (3.17)

Centrando a y se elimina el primer término constante. En el segundo término la función
base tiene valor 1 si xi > tk y cero en otro caso, de donde el término completo tiene valor
bk ó 0. La extensión multivariada del modelo es:

yi =
N∑
k=1

bkB
0
k + ei =

N∑
k=1

bkI(xi ∈ Rk) + ei, (3.18)

donde, R = ∪Rk y Rk ∩Rn 6=k = 0 y I es la función indicadora.

El espacio predictor R es particionado dentro de {Rk , k = 1, 2, . . . , N} subregiones.
Una bk constante es asignada a cada subregión Rk. En el modelo anterior se dice que
la respuesta estimada es bk si el vector predictor xi esta en la subregión Rk. Debido a
que las subregiones son excluyentes, xi puede estar solamente en una de las subregiones,
aśı solamente una función base B0

k toma un valor de 1 y el resto tienen valor cero.

La partición óptima del espacio predictor y los valores constantes bk son estimados a partir
del conjunto de datos de entrenamiento, basado sobre el siguiente criterio de mı́nimos
cuadrados:

e2 = E

[
y −

N∑
k=1

bkB
0
k

]2

. (3.19)

Las constantes son calculadas mediante promedios locales:

bk =

∑
i yiI(xi ∈ Rk)∑
i I(xi ∈ Rk)

. (3.20)

El modelo final se da en forma de un árbol.

44



3.4. Métodos Basados en Splines

3.4.2. Regresión Spline Adaptativa Múltivariada (MARS).

La MARS, es una extensión multivariada de spline adaptativo con grado 1 o 3. Un spline
bivariado con m = 1 puede ser escrito como:

yi = b0 +
N∑
k=1

bkskB
1
k + ei (3.21)

= b0 +
N∑
k=1

bk[sk(xi − tk)]1+ + ei (3.22)

donde sk es 1 ó -1. Cada función base involucra solamente un predictor y un nodo de
localización. La MARS es una extensión multivariada del anterior modelo bi-variado :

yi = b0 +
N∑
k=1

bk

J∏
j=1

[skj(xij − tkj)]1+ + ei. (3.23)

Cada función base multivariada es un producto de J funciones base univariadas. El
parámetro J puede ser diferente para cada función base multivariada. Similarmente una
función base multivariada de tercer grado es:

B3
k =

J∏
j=1

[skj(xij − tkj)]3+. (3.24)

Una vez las funciones base son calculadas los coeficientes de regresión bk son estimados
mediante el proceso de mı́nimos cuadrados.

Los splines multivariados anteriores son splines adaptativos en la MARS, lo cual significa
que los nodos de localización no son fijos, sino que son optimizados basados sobre el
conjunto de entrenamiento.

Como en otros métodos no-lineales, un punto crucial es determinar la complejidad óptima
del modelo, ie, el equilibrio óptimo del sesgo-varianza. En la MARS la complejidad esta
determinada por: el grado del polinomio ajustado, el número de términos N y por el
orden J de las funciones base multivariadas. Estos parámetros debeŕıan ser optimizados
mediante validación-cruzada para obtener el mejor modelo predictivo. En la MARS la
validación cruzada generalizada (GCV) es aplicada para estimar la complejidad óptima
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del modelo. El criterio a minimizar es:

GCV (N) =
(1/n)

∑
[yi − f̂N(xi)]

2

[1− C(N)/n]2
, (3.25)

de donde al incrementar N -el número de términos en el modelo, aumenta la varianza de
la función fN . El anterior criterio de GCV tiene el criterio de mı́nimos cuadrados en el
numerador y un término de penalidad de la complejidad, C(N) en el denominador.

3.5. La Metodoloǵıa PLS

La regresión por mı́nimos cuadrados parciales (PLS) es una técnica de relación de vari-
ables que fue introducida por Wold 1975a, Wold 1982, Wold 1985 y extendida al campo
de la quimiometŕıa por su hermano Wold et al. 1984, Wold 2001, Wold et al. 2001, Wold,
Sjöström, and Eriksson 2001, Martens and Naes 1989, Martin et al. 2001, Martens 2001,
entre otros autores. El contenido que sigue de este caṕıtulo está principalmente basado
en Höskuldsson 1988.

La regresión PLS es una técnica reciente que combina y generaliza caracteŕısticas del
análisis de componentes principales (PCA) y de la regresión lineal múltiple (MRL). Su
objetivo es predecir un conjunto de variables dependientes a partir de un conjunto de
variables independientes o predictoras. La predicción es llevada a cabo extrayendo a partir
de un conjunto de predictores un conjunto de factores ortogonales llamados variables
o componentes latentes, las cuales tienen mejor potencia predictiva que las variables
predictoras originales. A partir de estas variables latentes se pueden crear visualizaciones
gráficas semejantes a las realizadas en PCA. La calidad de predicción obtenida a partir
de un modelo de regresión PLS se evalúa mediante técnicas de validación cruzada tales
como el bootstrap y el jackknife.

La regresión PLS es particularmente útil cuando se necesita predecir un conjunto de vari-
ables dependientes a partir de un conjunto muy grande de variables independientes o pre-
dictores. La regresión PLS se originó en las ciencias sociales, espećıficamente Economı́a,
pero fue más popular inicialmente en Quimiometŕıa, es decir sobre el cálculo estad́ıstico
en qúımica, debido en parte tanto a Herman como Svante, Wold, Sjöström, and Eriksson
2001 y en evaluación sensorial debido a, Martens and Naes 1989. La regresión PLS tam-
bién se ha convertido en una herramienta de elección en las ciencias sociales como una
técnica multivariada tanto para datos experimentales como no experimentales, Worsley
1997, McIntosh and N.J. 2004. La regresión PLS fue presentada inicialmente como un
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algoritmo similar al método de la potencia, usado en el cálculo de eigenvectores, pero fue
rápidamente desarrollado en el campo de la estad́ıstica, Burnham, Viveros, and MacGre-
gor 1996, Höskuldsson 2001, Tenenhaus 1998.

3.5.1. Descripción de la Regresión PLS: Una variable dependi-
ente

En esta sección se utilizará la siguiente notación: I representará el número de observa-
ciones sobre 1-variable dependiente que serán almacenadas en un vector I × 1 denotada
por y, mientras que los valores de J- predictores medidos sobre estos I-observaciones
serán almacenadas en una matriz I × J denotada por X. En este caso se habla de regre-
sión PLS1.

El objetivo es predecir y a partir de X y describir su estructura común. Cuando X es de
rango completo este objetivo se podŕıa lograr usando regresión múltiple ordinaria, pero
cuando el número de predictoras es grande comparado al número de observaciones, la ma-
triz X probablemente sea singular y el acercamiento de regresión clásica ya no es posible,
debido a la multicolinealidad. A esta configuración de datos se le llama frecuentemente
“el problema de N pequeño P grande ” y aparece en muchas áreas de investigación, dicho
problema se ilustra gráficamente como sigue:

y
I×1

= X
I×J

b
J×1

+ e
I×1

Aunque la metodoloǵıa de regresión PLS tiene sus principales aplicaciones en situaciones
donde se encuentra presente el problema de “N pequeño P grande ” , también se ha
mostrado para el caso de PLS1, que dicha técnica origina en algunos casos mejores re-
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sultados de predicción aún en situaciones estándares en donde no necesariamente se
encuentra presente en problema un N-pequeño, comparado con los modelos de regresión
estándar que generalmente se usan en estas situaciones, como lo son regresión OLS, se-
lección de subconjunto de variables, PCR y métodos shrinkage de Stein, ver Garthwaite
1994.

El desempeño del método de regresión PLS es similar al del método de regresión por com-
ponentes principales (PCR), pero comparado con otras técnicas de regresión utilizadas
para analizar datos con problemas de multicolinealidad, una ventaja de la regresión PLS
es que la información en la variable y es usada en el proceso de construcción de las
componentes o variables latentes. Otra ventaja es que el método de regresión PLS fre-
cuentemente requiere un número menor de componentes que la PCR para dar buenas
predicciones, además siempre es claro sobre cuáles componentes debeŕıan incluirse en la
regresión una vez que el número a de componentes ha sido determinado. Otra ventaja
es la facilidad con la que se realizan los cálculos, lo que lo ha llevado a convertirse en
un método muy popular, inicialmente en el área de la quimiometŕıa y posteriormente
en aplicaciones de muchas otras áreas de la ciencia como la economı́a, ciencias sociales,
ciencias médicas.

Existen muchas variantes del algoritmo con el que fue descrito inicialmente la regresión
PLS, pero todas estas son equivalentes. Ahora se pasa a formular el algoritmo original, el
cual es uno de los más comúnmente usado hoy en d́ıa. Como se mencionó inicialmente en
esta sección, se inicia con un conjunto de datos (X,y) de dimensión I× (J+1), se asume
que tanto la matriz X como el vector y han sido centrados. Las etapas del algoritmo son:

Se hace E0 = X y f0 = y. Para k = 1, 2, . . . , a, se calculan:

Paso 1. wk = ET
k−1fk−1, tk = Ek−1wk, (estimación de pesos y scores factores de X).

Paso 2. pk =
ETk−1tk

t
′
ktk

= XT tk
t
′
ktk

, (estimación de cargas ( o loadings) de X).

Paso 3. qk =
f
′
k−1tk

t
′
ktk

= y
′
tk

t
′
ktk

, (estimación de cargas ( o loadings) de y).

Paso 4. Ek = X− t1p
′
1 − tkp

′

k, ( deflaxión de la matriz X).

Paso 5. yk = y − t1q1 − tkqk. ( deflaxión del vector y).

La interpretación de las diferentes etapas del algoritmo anterior son como sigue: En el
paso (1) se construyen las variables latentes, las cuáles son combinaciones lineales de
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las variables originales x′s de la etapa anterior. En los pasos (2) y (3), se construyen
los loadings tanto para X como para y, mediante ajustes de regresiones de mı́nimos
cuadrados. Finalmente en los pasos (4) y (5) se obtienen nuevas variables X y y, las
cuales son calculadas como residuales.

Ahora, si x0 = (x01, x02, . . . , xoJ) es un conjunto de mediciones sobre un nuevo individuo,
se definen e0 = x0 − x̄ con x̄ = (x̄1, x̄2, . . . , x̄J) y entonces los nuevos scores y residuales
están dados respectivamente por:

tk0 = ek−1wk , y ek = ek−1 − tk0pk.

El valor correspondiente a y0 es predicho en la etapa a mediante:

ŷa0 = ȳ +
a∑
k=1

tk0qk = ȳ +
a∑
k=1

tk0(t
′

ktk)
−1t

′

ky.

El número de componentes a es usualmente determinado mediante validación cruzada u
otros métodos que han sido propuestos en la literatura.

Algunas propiedades de las variables latentes del algoritmo anterior son las siguientes:
De los pasos (1) (2) y (4), se observa que los scores tk son ortogonales y los pesos wk

también son ortogonales y satisfacen la siguiente relación recursiva:

wk+1 = s− SWk(W
′

kSWk)
−1W

′

ks ,

con Wk = (w1,w2, . . . ,wk), S = X
′
X y s = X

′
y. Además, el vector de regresión PLSR

con a-componentes puede ser escrito como

ba = Wa(W
′

aSWa)
−1W

′

as.

Un resultado asociado a la regresión, es que el R2 es al menos tan grande como el R2 de
PCR con el mismo número de componentes y que el vector de regresión tiene propiedades
de encogimiento. La regresión PLS1, se contrae en el sentido fuerte, es decir que la
norma del vector de coeficientes de regresión no crece cuando el número de componentes
aumenta.
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3.5.2. Descripción de la Regresión PLS: más de una variable
dependiente

En esta sección se utilizará la siguiente notación: I representará el número de observa-
ciones sobre K variables dependientes que serán almacenadas en una matriz I×K denota-
da por Y, mientras que los valores de J- predictores medidos sobre estos I-observaciones
serán almacenadas en una matriz I×J denotada por X. En este caso se habla de regresión
PLS2.

El objetivo es el mismo que en en PLS1, es decir, predecir a Y a partir de X y describir
su estructura común. Cuando Y es un vector y X es de rango completo, este objetivo se
podŕıa lograr usando regresión múltiple ordinaria, pero cuando el número de predictoras
es grande comparado al número de observaciones, la matriz X probablemente sea singular
y el acercamiento de regresión ya no es posible, debido a la multicolinealidad. Bajo este
esquema también se repite el problema de “N pequeño P grande” y aparece en muchas
áreas de investigación y que se ilustra gráficamente como sigue:

Y
I×K =

X
I×J

B
J×K

+

E
I×K

Varios acercamientos han sido desarrollados para hacer frente al problema de la mul-
ticolinealidad. Un método cercanamente relacionado a la regresión PLS es la regresión
por componentes principales (PCR), el cual realiza un PCA a la matriz X y luego usa
las componentes principales de X como las variables independientes de un modelo de
regresión múltiple para predecir a Y. En PCA, X es descompuesto usando su descom-
posición espectral en valores y vectores propios o su descomposición en valores y vectores
singulares (SVD) de la forma

X = R∆VT , con RTR = VTV = I ,

donde, R y V son matrices de vectores singulares a izquierda y derecha, y ∆ es una

50



3.5. La Metodoloǵıa PLS

matriz diagonal con los valores singulares como elementos en su diagonal. Los vectores
singulares son ordenados de acuerdo a sus correspondientes valores singulares los cuales
son la ráız cuadrada de la varianza (es decir, los eigenvalores) de X explicada por sus
vectores singulares. A las columnas de V se le llaman cargas (loadings) y a las columnas de
G = R∆ se le llaman los factores scores o componentes principales de X, o simplemente
scores o componentes. La matriz R de vectores singulares a izquierda de X ( o la matriz
G de componentes principales ) son luego usadas para predecir a Y usando un modelo
de regresión lineal múltiple estándar. Este acercamiento trabaja bien debido a que la
ortogonalidad de los vectores singulares elimina el problema de multicolinealidad, pero
el problema de elegir un subconjunto óptimo de predictores aún permanece. Una posible
estrategia, consiste en mantener solamente unas pocas componentes principales, pero
estas componentes principales fueron originalmente elegidas para explicar a X en lugar
de Y, y aśı no se tiene garant́ıa de que las componentes principales, las cuáles explican
óptimamente a X, sean relevantes para la predicción de Y.

Al contrario de la regresión por componentes principales, la regresión PLS encuentra
las componentes a partir de X que mejor predicen a Y. La regresión PLS, busca un
conjunto de componentes ( llamadas vectores latentes ) que desarrollan una descomposi-
ción simultánea de X y Y, con la restricción de que estas componentes explican tanto
como sea posible de la covarianza entre X y Y. Este paso generaliza a PCA. Luego se
sigue mediante una etapa de regresión donde los vectores latentes obtenidos a partir de
X son usados para predecir a Y. La regresión PLS descompone tanto a X como a Y
como un producto de un conjunto común de factores ortogonales y un conjunto de cargas
espećıficas. Es decir, las variables son descompuestas como

X = TPT , con TTT = I ,

con I la matriz identidad. Por analoǵıa con PCA, a la matriz T se le llama la matriz
scores y a la matriz P se le llama la matriz de cargas, ( en regresión PLS las cargas no
son ortogonales ). Del mismo modo, Y es estimado mediante:

Ŷ = TBCT ,

donde, B es una matriz diagonal con los pesos de la regresión como elementos en su
diagonal y C es la matriz de pesos de las variables dependientes. Las columnas de T son
los vectores latentes. Cuando el número de vectores latentes es igual al rango de X, los
vectores latentes desarrollan una descomposición exacta de X.

Los vectores latentes podŕıan ser elegidos en distintas formas. En la formulación anterior
cualesquier conjunto de vectores ortogonales que genere las columnas del espacio de X
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podŕıa ser usado para jugar el papel de T. Con el fin de especificar a T, se requieren
algunas condiciones adicionales. Para la regresión PLS, estas condiciones equivalen a
encontrar dos conjuntos de pesos denotados por w y c con el fin de crear una combinación
lineal de las columnas de X y Y (respectivamente), tales que, estas dos combinaciones
lineales tienen máxima covarianza. Es decir, el objetivo es obtener un primer par de
vectores

t = Xw y u = Yc ,

con la restricción de que wTw = 1 y tT t = 1 y tTu sea máximo. Cuando los primeros
vectores latentes son hallados, estos son sustráıdos tanto de X como de Y y el proceso
es reiterado hasta que X se convierta en una matriz nula.

Como se mencionó antes, el criterio de optimización de PLS maximiza la covarianza
entre una combinación de los predictores X y la respuesta Y . Sin embargo, las medidas
usuales de covarianza o correlación están altamente influenciadas por outliers, de donde
se tiene que el método de PLS puede ser sensible a outliers. Debido a lo anterior, se han
propuesto en algunos casos reemplazar la correlación de Pearson usual por la correlación
de Spearman mediante rangos, debido a que ésta última es no sensible a valores outliers
tanto en X como en Y , con lo cual se logra obtener robustes de la metodoloǵıa PLS con
respecto a la presencia de outliers, ver Rojo and Nguyen 2009. Otro trabajo en donde se
ilustra una técnica PLS robusta es González, Peña, and Romera 2009.

De manera similar a las variantes Bayesinas que existen para alguna técnicas de regresión
utilizando métodos de regularización como lo son, regresión de Ridge, regresión LASSO,
entre otras, deben existir extensiones alternativas desde el punto de vista Bayesiano para
modelos de regresión PLS.

3.5.3. Un Algoritmo para PLS

Las propiedades de la regresión PLS se pueden analizar a partir de un bosquejo del algo-
ritmo original, llamado NIPALS. El primer paso es crear dos matrices E = X y F = Y,
dichas matrices son centradas y normalizadas por columna, (es decir, transformadas en
Z-scores). La suma de cuadrados de estas matrices se denotan por SSX y SSY . Antes
de iniciar el proceso de iteración, el vector u es inicializado con valores aleatorios. El
algoritmo NIPALS desarrolla las siguientes etapas:

Paso 1. w ∝ ETu, (estimación de pesos de X), se normaliza a w
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Paso 2. t ∝ Ew, (estimación de scores factores de X), se normaliza a t

Paso 3. c ∝ FT t, (estimación de pesos de Y), se normaliza a c

Paso 4. u ∝ Fc, (estimación de scores factores de Y)

Si t no converge, entonces voy al paso 1. y si t-converge, entonces calculo el valor de b
el cual es usado para predecir a Y desde t mediante, b = tTu, y se calcula en factor
de carga para X como p = ET t. Ahora se resta (parcialmente) el efecto de t tanto
sobre E como sobre F como sigue: E = E− tpT y F = F− btcT . Esta resta es llamada
deflaxión de las matrices E y F. Para el caso K = 1 este algoritmo da los mismos
resultados que la regresión PLS1. Los vectores t,u,w, c y p son almacenados en las
matrices correspondientes, el escalar b es almacenado en los elementos de la diagonal de
la matriz B. La suma de cuadrados de X (respectivamente Y) explicada por el vector
latente, se calcula como pTp (respectivamente b2), y la proporción de varianza explicada
se obtiene dividiendo la suma de cuadrados explicada por la correspondiente suma total
de cuadrados (es decir, por SSX y por SSY ). Si E es una matriz nula, entonces el conjunto
completo de vectores latentes es hallado, en otros casos, el proceso puede ser iterado desde
desde el paso 1.

La regresión PLS está cercanamente relacionada a la descomposición en valores y vectores
propios y a la descomposición en valores y vectores singulares. Si iniciamos el paso 1.
del algoritmo, calculando a w ∝ ETu, y se sustituyen los términos que están más a la
derecha iterativamente, se obtiene la siguiente serie de ecuaciones

w ∝ ETu ∝ ETFc ∝ ETFFT t ∝ ETFFTEw.

Lo anterior muestra que el vector de pesos w es el primer vector singular a derecha
de la matriz S = ETF. Similarmente, el primer vector de pesos c es el vector singular
a izquierda de S. Con argumentos similares se muestra que los primeros vectores t y
u son los primeros eigenvectores de EETFFT y FFTEET respectivamente. Esta última
observación, muestra que los vectores de pesos también pueden ser obtenidos a partir de
matrices de tamaños I× I, lo cual es útil cuando el número de variables es mucho mayor
que el número de observaciones, es decir en problemas de N pequeño y P grande.
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3.5.4. Predicción de las Variables Dependientes

Las variables dependientes son predichas usando la formula de regresión multivariada
como sigue

Ŷ = TBCT = XBPLS , con BPLS = (PT+)BCT ,

donde, PT+ es la pseudo inversa de Moore-Penrose de PT. Esta última ecuación asume
que tanto, X como Y han sido estandarizadas apriori a la predicción. Con el fin de
predecir una matriz no estandarizada Y a partir de una matriz no estandarizada X, se
usa la notación, B?

PLS, el cual se obtiene reintroduciendo las unidades originales dentro de
BPLS y adicionando la primera columna que corresponde al intercepto (es decir, cuando
usamos las unidades originales X necesita ser aumentada con una primera columna de
unos, como en regresión múltiple). Si todas las variables latentes de X son usadas, esta
regresión es equivalente a la regresión por componentes principales. Cuando sólo se usa
un subconjunto de las variables latentes, la predicción de Y es óptima para este número
de predictores. La interpretación de las variables latentes frecuentemente se facilitan,
mediante gráficas parecidas a las de PCA.

3.5.5. Inferencia Estad́ıstica: Evaluación de la Calidad de la
Predicción mediante regresión PLS.

La calidad de la predicción obtenida a partir de regresión PLS descrito hasta ahora
corresponde al modelo de efectos fijo, es decir, un conjunto de observaciones es consid-
erado como la población de interés y las conclusiones del análisis están restringidas a
éste conjunto. En este caso el análisis es descriptivo y la cantidad de varianza (de X y
Y) explicada por un vector latente indica su importancia para el conjunto de datos bajo
estudio. En éste contexto vale la pena considerar las variables latentes si su interpretación
es significativa dentro del contexto investigado. Para un modelo de efectos fijo, la calidad
global de un modelo de regresión PLS que usa L-variables latentes es evaluada, primero
calculando la matriz predicha de las variables dependientes denotada por Ŷ[L] y luego, se
mide la similaridad entre Ŷ[L] y Y. Varios coeficientes están disponibles para esta tarea.
El coeficiente de correlación al cuadrado es algunas veces usado, como también su matriz
prima espećıfica, el coeficiente RV . El coeficiente más popular, es la suma de cuadrados
de residuales, abreviada por RESS, y dada por:

RESS = ‖Y − Ŷ[L]‖ ,
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donde, la ‖.‖, es la norma de Y, es decir, la ráız cuadrada de la suma de cuadrados de los
elementos de Y. Entre más pequeño sea RESS, mejor es la predicción, con un valor de
0, indicando una predicción perfecta. Para un modelo de efectos fijos, entre más grande
sea L, es decir, el número de variables latentes usado, mejor es la predicción.

En la mayoŕıa de las aplicaciones sin embargo, el conjunto de observaciones es una muestra
de alguna población de interés. En éste contexto, el objetivo es predecir el valor de la
variable dependiente para nuevas observaciones que se originan a partir de la misma
población de la muestra. Esto corresponde a un modelo aleatorio. En este caso la cantidad
de varianza explicada por una variable latente, indica su importancia en la predicción
de Y. En este contexto, una variable latente es relevante únicamente si este mejora la
predicción de Y para nuevas observaciones. Y aśı, esto nos lleva al problema de cuáles y
cuántas variables latentes debeŕıan mantenerse en el modelo de regresión PLS con el fin de
lograr una generalización óptima, es decir, predicción óptima para nuevas observaciones.
Con el fin de estimar la capacidad de generalización de la regresión PLS, los acercamientos
paramétrico estándar no pueden ser usados y por lo tanto el desempeño de un modelo
de regresión es evaluado con técnicas de remuestreo basadas en computación, tales como
el botstrap y técnicas de validación cruzada, en donde los datos son separados dentro de
un conjunto de entrenamiento (usado para construir el modelo) y un conjunto de prueba
(usado para probar el modelo). Un ejemplo popular de este último acercamiento, es el
jackknife. En el jackknife, cada observación, es a su vez, borrada del conjunto de datos,
y el resto de observaciones constituyen el conjunto de entrenamiento y son usadas para
construir un modelo de regresión PLS que es aplicado para predecir la observación dejada
por fuera, la cual constituye el conjunto de prueba. Con este proceso, cada observación
es predicha de acuerdo a un modelo de efectos aleatorio. Las observaciones predichas son
entonces almacenadas en una matriz denotada por Ỹ.

Para un modelo de efectos aleatorio, la calidad global de un modelo de regresión PLS
que usa L-variables latentes es evaluado usando L-variables para calcular, de acuerdo al
modelo aleatorio, la matriz denotada por Ỹ[L], la cual almacena los valores predichos de
las observaciones para las variables dependientes. La calidad de la predicción es evaluada
como la similaridad entre Ỹ[L] y Y. Como para el modelo de efectos fijos, esto se puede
realizar con el coeficiente de correlación al cuadrado, como con el coeficiente RV . Por
analoǵıa con el coeficiente RESS, también se puede usar la suma de residuales predichos
al cuadrado, denotada por PRESS. La cual es calculada por medio de

PRESS = ‖Y − Ỹ[L]‖2.

Entre más pequeño sea la PRESS, mejor es la predicción para un modelo de efectos
aleatorio, con un valor de 0 que indica una predicción perfecta.
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Al contrario al modelo de efectos fijos, la calidad de la predicción para un modelo aleatorio
no siempre crece con el número de variables latentes usadas en el modelo. T́ıpicamente,
la calidad primero crece y luego decrece. Si la calidad de la predicción decrece cuando el
número de variables latentes crece, esto indica que el modelo está sobreajustando los datos,
es decir, que la información útil para ajustar las observaciones a partir del conjunto de
entrenamiento no es útil para ajustar nuevas observaciones. Por lo tanto, para un modelo
aleatorio, es crucial determinar el número óptimo de variables latentes a mantener para
construir el modelo. Un acercamiento directo es dejar de adicionar variables latentes
cuando la PRESS deje de decrecer. Un acercamiento más elaborado, empieza calculando
para l-variables latentes la taza Q2

l , definida como:

Q2
l = 1− PRESSl

RESSl−1

,

con, PRESSl (respectivamente RESSl−1) iniciando en los valores de la PRESS (respecti-
vamente RESS) para la l-ésima (respectivamente l-1) variable latente, (donde, RESS0 =
K × (I − 1)). Una variable latente es retenida si su valor de Q2

l es mayor que algún valor
albitrario generalmente dado igual a (1 − 0 − 952) = 0.0975, (un conjunto alternativo
de valores hace el umbral a 0.05 cuando I < 100 y a 0 cuando I > 100, Tenenhaus
1998). Obviamente, la elección del umbral es importante desde el punto de vista teórico,
pero, desde el punto de vista práctico, los valores que se indicaron anteriormente parecen
satisfactorios.

Cuando el número de variables latentes del modelo ha sido decidido, se pueden derivar
intervalos de confianza para valores predichos, usando la técnica bootstrap. Cuando se
usa el bootstrap, un número grande de muestras es obtenido, extrayendo, para cada
muestra, observaciones con reemplazamiento desde el conjunto de entrenamiento. Cada
muestra nos proporciona un valor de BPLS, el cual es usado para estimar los valores de
las observaciones dentro del conjunto de prueba. La distribución de los valores de estas
observaciones es luego usada para estimar la distribución muestral y derivar intervalos
de confianza.
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Caṕıtulo 4

Regresión por mı́nimos cuadrados
parciales (PLS) sobre datos
variedad-valuados: Una aplicación a
matrices simétricas definidas
positivas (PD)

4.1. Introducción

En estudios imágenes de resonancia magnética por tensor de difusión (TD-MRI), en cada
voxel de una imagen se calcula un tensor de difusión (DT), el cual describe la difusión
local de las moléculas de agua en varias direcciones sobre esa región del cerebro. Para
medir la difusión se utilizan una secuencia de imágenes, las cuales incluyen un ruido
que produce incertidumbre en la estimación de los tensores y en la estimación de ciertas
cantidades inherentes a ellos, como lo son los eigenvalores, los eigenvectores, la tasa de
fracción anisotrópica (FA) y las trayectorias de fibras que se construyen basadas en estos
últimos parámetros. Las imágenes de tensor difusión (DTI) son una herramienta poderosa
para evaluar cuantitativamente la integridad de la conectividad anatómica en la materia
blanca de poblaciones cĺınicas. Los métodos que son utilizados para el análisis a nivel
grupal de DTI’s son análisis estad́ısticos de ciertas medidas invariantes, como los son, los
eigenvalores, los eigenvectores o direcciones principales, la fracción anisotrópica, la difu-
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sividad promedio. Pero estas medidas invariantes no capturan toda la información sobre
los DT’s completos, lo cual lleva a un decrecimiento en el poder estad́ıstico de las DTI’s
para detectar los cambios sutiles en la materia blanca. Debido a lo anterior se han estado
desarrollando nuevos métodos estad́ısticos para analizar de forma completa los DT’s co-
mo respuesta y establecer su asociación con un conjunto de covariables, Zhu et al. 2009,
Yuan et al. 2012, Li et al. 2009. En algunos de estos desarrollos se ha utilizado la métrica
log-eucĺıdea, transformando los DT’s de un espacio no-lineal en sus matrices logaŕıtmicas
sobre un espacio eucĺıdeo. Se han planteado modelos semi-paramétricos, para estudiar
la relación entre el conjunto de covariables y los DT’s como respuesta, se han desarrol-
lado procesos de estimación y procesos de pruebas de hipótesis basado en estad́ısticas
de pruebas y en métodos de remuestreo, para evaluar simultáneamente la significancia
estad́ıstica de hipótesis lineales a través de grandes regiones de interés (ROI). Un análisis
estad́ıstico apropiado de los DT’s es importante para entender el desarrollo normal del
cerebro, las bases neuronales de desordenes neuropsiquiátricos y los efectos conjuntos de
factores ambientales y genéticos sobre la función y estructura cerebral. Además cualquier
método estad́ıstico para tensores de difusión completo puede ser directamente aplicado
a matrices de tensores definidas positivas en anatomı́a computacional para entender la
variación de forma entre imágenes cerebrales estructurales, Grenander and Miller 1998,
Lepore et al. 2008.

Los datos matriz simétrica definida-positiva-valuados (DPV), ocurren en una amplia var-
iedad de aplicaciones, como por ejemplo en las DTI’s, en donde un DT simétrico definido
positivo 3x3, el cual rastrea la difusión efectiva de las moléculas de agua en ciertas re-
giones del cerebro, es estimado en cada voxel de la imagen. Otra aplicación de datos
matriz simétrica DPV, se da en los estudios mediante imágenes de resonancia magnética
funcional (fMRI), en donde una matriz de covarianza simétrica DP es calculada para de-
linear la conectividad funcional entre diferentes ensambles neuronales involucrados en la
ejecución de ciertas tareas cognitivas complejas o en procesos de percepción, Fingelkurts
and Kahkonen 2005. A pesar de la popularidad de los datos matriz simétrica DPV, exis-
ten pocos métodos estad́ısticos para el análisis de matrices simétricas DP como variables
respuestas que viven en una variedad Riemanniana. Entre la literatura que existe para
el análisis estad́ıstico mediante modelos de regresión de datos matrices simétricas DP
considerados como respuesta y un número pequeño de covariables de interés sobre un es-
pacio eucĺıdeo están: Fletcher and Joshi 2007, Batchelor et al. 2005, Pennec, Fillard, and
Ayache 2006, Schwartzman 2006, Kim and Richards 2010, Zhu et al. 2009 y Barmpoutis
et al. 2007, pero debido a que los datos matrices simétricas DP no forman un espacio vec-
torial, no se pueden aplicar directamente las técnicas de regresión multivariada clásicas
para establecer la relación entre este tipo de datos y un conjunto de covariables de interés.

En el entorno de un número grande de covariables con alta presencia de multicolinealidad
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y pocas observaciones disponibles, no se han planteado métodos de regresión para estudiar
la relación entre dichas covariables y variables respuesta de matrices simétricas DP que
viven en espacios no-eucĺıdeos. En este Art́ıculo se plantea la regresión PLS, utilizando la
estrategia de los mapas exponencial y logaritmo riemanniano para transformar los datos
a espacios eucĺıdeos. El desarrollo de la técnica es similar al esquema que existe para la
metodoloǵıa de análisis de datos matriz simétrica DP como respuesta en un modelo de
regresión clásico y en un modelo de regresión local polinomial, planteados por Zhu et al.
2009 y Yuan et al. 2012. El modelo de regresión PLS es inicialmente evaluado mediante
un conjunto de datos simulados, utilizando técnicas de validación estad́ıstica que existen
en la actualidad, como lo es la validación cruzada. Se analiza el comportamiento de la
técnica de regresión PLS comparado con la técnica de reducción de dimensión clásica
PCR.

El caṕıtulo está estructurado de la siguiente forma: en la sección 2, se da una breve re-
visión acerca de la teoŕıa que existe para modelos de regresión clásicos, PCR y PLSR. En
la sección 3, se revisan algunas propiedades sobre la estructura geométrica riemanniana
del espacio de matrices simétricas DP, se presentan un bosquejo de los modelos de regre-
sión que existen en la actualidad aśı como los métodos de estimación de sus coeficientes
de regresión. En la sección 4, se presenta nuestro modelo de regresión PLS junto con
el proceso de estimación utilizado y su aplicación o evaluación en un conjunto de datos
simulados. En la sección 5, se dan algunas conclusiones y recomendaciones para trabajos
futuros.

4.2. Métodos de Regresión

4.2.1. Regresión clásica

Dado un conjunto de datos {(xi, yi) : i = 1, 2, . . . , n}, compuestos de una respuesta yi y
un vector k × 1 de covariables xi = (xi1, xi2, . . . , xik)

T , en donde la respuesta pueden ser
observaciones continuas, discretas o cualitativas y las covariables pueden ser cuantitati-
vas o cualitativas, un modelo de regresión frecuentemente incluye 2-elementos claves: una
función enlace µi(β) = E[y|xi] = g(xi, β), y un residual εi = yi−µi(β), en donde βq×1, es
un vector de coeficientes de regresión y g(. , .): que va de Rk×Rq → R, (xi, β)→ g(xi, β),
con , q = k+1, puede ser conocida o desconocida según el tipo de modelo paramétrico, no-
paramétrico o semi-paramétrico. El modelo de regresión paramétrico se puede definir de
la siguiente forma: yi = g(xi, β)+εi, con g(xi, β): conocida y E[εi|xi] = 0,∀i = 1, 2, . . . , n,
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donde la esperanza es tomada con respecto a la distribución condicional de ε dado x. El
modelo no-paramétrico se puede definir como yi = g(xi) + εi, con g(xi): desconocida y
E[εi|xi] = 0.

Para realizar inferencia sobre β, en el caso paramétrico (o sobre g(.), en el caso no-
paramétrico), se necesitan al menos tres procedimientos estad́ısticos: primero, un método
de estimación para calcular el estimador del vector de coeficientes β, denotado por β̂.
Segundo, probar que β̂ es un estimador consistente de β y que tiene ciertas propiedades
asintóticas, y tercero desarrollar estad́ısticas de pruebas para contrastar hipótesis de la
forma:

H0 : Hβββ = b0 v.s Ha : Hβββ 6= b0,

en donde, generalmente Hr×s, βs×1 y b0r×1.

4.2.2. Regresión en sub-espacios de variables

En muchas ocasiones prácticas el número de variables es mucho mayor a la cantidad de
observaciones disponibles en el conjunto de datos para un modelo de regresión, causan-
do el problema de la multicolinealidad en los predictores. Entre las opciones disponibles
para hacer frente a este problema se encuentran: Las técnicas basadas en sub-espacios
expĺıcitos o impĺıcitos y el enfoque Bayesiano, el cual incluye información adicional a
cerca de los parámetros del modelo. En el caso de sub-espacios, la regresión se realiza
en un espacio factible de menor dimensión. El sub-espacio se puede construir de forma
expĺıcita con una motivación de tipo geométrico derivada del uso de variables latentes, o
de forma impĺıcita usando técnicas de regularización para evitar el problema de multico-
linealidad en los predictores. La introducción de variables latentes nos permite capturar
la información más relevante de la matriz de covariables X o información acerca de la
estructura de la interacción entre X y la matriz de variables respuesta Y .

En este enfoque se introducen las variables latentes no-correlacionadas denotadas por
T1, T2, . . . , Ta y U1, U2, . . . , Ua. La utilización de variables latentes es una factorización de
bajo rango de la matriz de predictores y/o respuestas, la cual permite ajustar un modelo
de regresión lineal mediante mı́nimos cuadrados sobre este conjunto de variables latentes.

Los vectores X-cargas Pi y Y-cargas Qi, generan espacios a-dimensionales donde los coe-
ficientes Ti n×1 y Ui n×1 son considerados como variables latentes. Dentro de los enfoques
basados en variables latentes se encuentran: la PCR y la PLSR, entre otros, los cuáles se
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describen brevemente a continuación.

En PCR, la cual fue introducida por Massy 1965, las variables latentes llamadas com-
ponentes principales, son obtenidas a partir de la matriz de correlación de X, denotada
por R. La PCR evita el problema de multicolinealidad reduciendo la dimensión de los
predictores. Las X-cargas {Pi}ki=1, son tomadas como los a-primeros eigenvectores de
la descomposición espectral de la matriz R y dichos vectores son las direcciones que
maximizan la varianza de las componentes principales, que son definidas mediante las
proyecciones de las X’s sobre estas direcciones, es decir, la i-ésima componente principal
de X se define como Ti = XPi tal que Pi maximiza la varianza de Ti,

máx
Pi
〈XPi, XPi〉 = máx

Pi
P T
i X

TXPi,

con P T
i Pi = 1 y P T

i Pk = 0, k < i. Las componentes principales representan la selec-
ción de un nuevo sistema de coordenadas obtenido al rotar el sistema original de ejes
X1, X2, . . . , Xp. A continuación, se obtienen todas las cargas o direcciones principales,
P= [P1|P2| · · · |Pa]p×a y las proyecciones de las X ′is sobre las P′is, es decir, todas las
componentes principales, T= [T1|T2| · · · |Ta]n×a, con las restricciones de que 〈Ti, Tk〉 = 0
y 〈Ti, Ti〉 = V ar(Ti) = λi, con λi-los eigenvalores asociados a los eigenvectores Pi con
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . , λa. Luego se ajusta un modelo de regresión de Y contra las variables
latentes T y se pasa a la predicción de la respuesta para Y -nuevas asociadas a nuevas
observaciones del vector de predictores. En PCR, se usan las componentes principales en
el espacio de los predictores X’s, sin tener en cuenta la información de las respuestas Y ’s.

Como se mencionó en la sección 3.5, la PLSR fue introducida por Wold 1975b, para ser
aplicada en ciencias económicas y sociales, pero debido a las contribuciones de su hijo
Wold et al. 1984, ganó una gran popularidad en el área de la Quimiometŕıa, en donde se
analizan datos que se caracterizan por muchas variables predictores, con problemas de
multicolinealidad, y pocas observaciones disponibles, lo cual sucede en muchos estudios
de análisis de imágenes. La metodoloǵıa de PLSR generaliza y combina caracteŕısticas
del Análisis de Componentes Principales (PCA) y Análisis de Regresión Múltiple (MLR).
Su demanda y evidencia ha aumentado y está siendo aplicada en muchas ramas de la
ciencia. La PlSR es similar al análisis de correlación canónica (CCA), pero en lugar de
maximizar la correlación, maximiza la covarianza entre las componentes, es decir, se
hallan direcciones p y q tales que

máx
p,q
〈Xp, Y q〉 = máx

p,q
pTXTY q,

sujeto a, ‖p‖ = ‖q‖ = 1.
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En general, la PLSR es un proceso de dos etapas. Primero, se transforma la matriz de
predictores X, con ayuda del vector de las variables respuestas Y , en una matriz de
variables latentes no correlacionadas, T= (T1, T2, . . . , Tp), llamados componentes PLS,
lo cual lo distingue de PLSR en la cual los componentes son obtenidos usando sólo la
matriz de predictores X. En segundo lugar, se ajusta el modelo de regresión estimado
usando el vector de respuestas original y las componentes PLS como predictores, luego se
procede con la predicción de respuestas para Y -nuevas asociadas a futuras observaciones
del vector de predictores. La reducción de la dimensionalidad se obtiene directamente
sobre las componentes PLS, ya que estos son ortogonales y el número de componentes
necesarios para el análisis de regresión es mucho menor que el número de predictores
originales. El proceso de maximizar la covarianza en lugar de la correlación, evita posibles
problemas de inestabilidad numérica que pueden aparecer al usar correlación, debido a la
división de las covarianzas por varianzas que pueden ser muy pequeñas. Las direcciones
de máxima covarianza p y q entre las componentes PLS, se pueden hallar mediante el
siguiente problema de eigen-descomposición:

XTY Y TXp = λp y Y TXXTY q = λq

con ‖p‖ = ‖q‖ = 1. Las variables latentes (o componentes PLS) son calculadas proyectan-
do los datos X y Y en las direcciones p y q, es decir, t = Xp y u = Y q y luego se obtienen
todas las componentes latentes T=XP y U=YQ.

4.3. Geometŕıa de Sym+(m)

Ahora se da un resumen de algunos resultados básicos de Schwartzman 2006 acerca de
la estructura geométrica del conjunto Sym+(m) como una variedad Riemanniana, ver
sección 2.3. El espacio Sym+(m) es una sub-variedad del espacio eucĺıdeo Sym(m). Geo
métricamente, los espacios Sym+(m) y Sym(m) son variedades diferenciables de dimen-
siones m(m+ 1)/2 y están homeomórficamente relacionados mediante la transformación
matriz exponencial y logaritmo, ver sección 2.2. Para cualquier matriz A ∈ Sym(m), su

matriz exponencial está dada por exp(A) =
∑∞

k=1
Ak

k!
∈ Sym+(m), rećıprocamente, para

cualquier matriz S ∈ Sym+(m), existe un log(S) = A ∈ Sym(m) tal que exp(A) = S.
En los modelos de regresión no-paramétricos estándar para respuesta sobre espacios eu-
cĺıdeos se estima a E[S|X = x], ver sección 3.1. Sin embargo, para respuestas sobre un
espacio curvado, no se puede definir directamente la esperanza condicional de S dado
X = x, como en el caso usual de espacios eucĺıdeos.

62



4.3. Geometŕıa de Sym+(m)

Para µ(x) = E[S|X = x], se introduce un vector tangente y el espacio tangente en
µ(x) sobre Sym+(m), ver sección 2.2. Para un escalar pequeño δ > 0, se considera el
mapa diferencible, C : (−δ, δ) −→ Sym+(m), t → C(t), tal que, C(0) = µ(x). Un
vector tangente en µ(x) se define como la derivada de la curva suave C(t) con respecto
a t evaluada en t = 0. El conjunto de todos los vectores tangentes en µ(x) se llama
espacio tangente de Sym+(m) en µ(x) y se denota por Tµ(x)Sym+(m), dicho espacio se
puede identificar con una copia de Sym(m). El espacio Tµ(x)Sym+(m) es equipado con
un producto interno 〈 . , . 〉, llamado métrica riemanniana, la cual varia suavemente
de punto a punto, ver sección 2.3. Por ejemplo, se puede usar la métrica de Frobenoius
como métrica riemanniana. Para una métrica riemanniana dada, se calcula 〈U , V 〉
para cualesquiera U y V en Tµ(x)Sym+(m) y luego se calcula la longitud de la curva

suave C(t) : [t0, t1] −→ Sym+(m), la cual es igual a: ‖C(t)‖ =
∫ t1
t0

√
〈
.

C(t),
.

C(t)〉dt,
donde,

.

C(t)-es la derivada de C(t)- con respecto a t. Una geodésica es una curva suave
en Sym+(m) cuyos vectores tangentes no cambian en longitud o dirección cuando uno
se mueve a lo largo de la curva. Para cualquier U ∈ Tµ(x)Sym+(m), existe una única
geodésica, denotada por γµ(x)(t;U), cuyo dominio contiene al intervalo [0, 1], tal que
γµ(x)(0;U) = µ(x) y

.
γµ(x)(0;U) = U . El mapa exponencial riemanniano se define como

Expµ(x) : Tµ(x)Sym+(m) −→ Sym+(m) ; U −→ Expµ(x)(U) = γµ(x)(1;U). (4.1)

La inversa del mapa exponencial riemanniano, llamado el log-riemanniano, se define como

Logµ(x) : Sym+(m) −→ Tµ(x)Sym+(m) ; S −→ Logµ(x)(S) = U, (4.2)

tal que, Expµ(x)(U) = S. Por último la distancia más corta entre 2 puntos µ1(x) y µ2(x)
en Sym+(m), es llamada la distancia geodésica y se denota por g(µ1(x), µ2(x)), la cual
satisface

d2
g(µ1(x), µ2(x)) = 〈Logµ1(x)µ2(x),Logµ1(x)µ2(x)〉 = ‖Logµ1(x)µ2(x)‖2

g. (4.3)

Se define el residual de S con respecto a µ(x), denotado por εµ(X), como: εµ(x) =
Logµ(x)S ∈ Tµ(x)Sym+(m). Para C = [cij] ∈ Sym(m), se define la vectorización de C

como Vecs(C) =
[
c11 c12 . . . c1m c22 . . . c2m . . . cmm

]T ∈ R
m(m+1)

2 . La esperanza
condicional de S dado X = x, se define como la matriz µ(x) ∈ Sym+(x), tal que

E[Logµ(x)S|X = x] = E[εµ(X)|X = x] = 0m×m, (4.4)

en donde la esperanza, es tomada componente a componente con respecto al vector-

aleatorio multivariado Vecs[Logµ(x)S] ∈ R
m(m+1)

2 .
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4.3. Geometŕıa de Sym+(m)

4.3.1. Modelo de Regresión Para datos Respuesta en el espacio
Sym+(m)

Debido a que los DT’s están en un espacio no lineal, es teórica y computacionalmente
dif́ıcil de desarrollar un marco estad́ıstico formal que incluya teoŕıa de estimación y prue-
bas de hipótesis, en donde se use un conjunto de covariables para predecir directamente
DT’s como respuesta. Usando el desarrollo reciente de la métrica log-eucĺıdea, Arsigny
et al. 2006, los DT’s se pueden transformar del espacio no-lineal en sus matrices log-
aŕıtmicas en un espacio eucĺıdeo. Zhu et al. 2009, desarrolló un modelo de regresión
con los DT’s log-transformados como respuesta. El modelo se basó en un método semi-
paramétrico, el cual evita especificar distribuciones paramétricas para los DT’s aleatorios
log-transformados. Se han planteado procesos de inferencia para estimar los coeficientes
de regresión de dicho modelo, al igual que estad́ısticas de prueba para contrastar hipótesis
lineales de los parámetros desconocidos y procesos de pruebas basados en métodos de
remuestreo para evaluar simultáneamente la significancia estad́ıstica de hipótesis lineales
a través de grandes ROI. A continuación se describe el procedimiento del planteamiento
del modelo de regresión polinomial local intŕınseco (RPLI) para matrices simétricas DP
como respuesta.

Para estimar a µ(x) = E[S|X = x0] en el modelo de RPLI, se procede de la siguiente
forma. Debido a que µ(x) está sobre un espacio curvado, no se puede expandir direc-
tamente a µ(x) en X = x0, usando series de Taylor. En lugar de eso, se considera el
mapa Logaritmo Riemanniano de µ(x) en µ(x0) sobre el espacio Tµ(x)Sym+(m), es decir,
Logµ(x0)µ(x) ∈ Tµ(x)Sym+(m). Como Logµ(x0)µ(x) está en un espacio tangente diferente

para cada valor distinto de X, se pueden transportar desde Tµ(x)Sym+(m) al espacio
tangente común TImSym+(m), a través del transporte paralelo dado por:

Φµ(x0) : Tµ(x0)Sym+(m) −→ TImSym+(m); Logµ(x0)µ(x) −→ Φµ(x0)(Logµ(x0)µ(x)) = Y (x), (4.5)

y su inversa Logµ(x0)µ(x) = Φ−1
µ(x0)(Y (x)) ∈ Tµ(x0)Sym+(m).

Para Logµ(x0)µ(x0) = Om ∈ Tµ(x0)Sym
+(m), debido a que Φµ(x0)(Om) = Y (x0) = Om, y

como Y (x) y Y (x0) están en el mismo espacio tangente TImSym+(m), se expande a Y (x)
en x0, usando series de Taylor, de donde se obtiene:

Logµ(x0)µ(x) = Φ−1
µ(x0)(Y (x)) ≈ Φ−1

µ(x0)

(
k0∑
k=1

Y (k)(x0)(x− x0)k

)
, (4.6)

con k0-un entero y Y (k)-es la k-ésima derivada de Y (x) con respecto a x dividida por k!.
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4.3. Geometŕıa de Sym+(m)

Equivalentemente se tiene que

µ(x) = Expµ(x0)

(
Φ−1
µ(x0)

(Y (x))
)

= Expµ(x0)

Φ−1
µ(x0)

 k0∑
k=1

Y (k)(x0)(x− x0)k

 = µ (x, α(x0), k0) , (4.7)

donde, α(x0)-contiene todos los parámetros en: {µ(x0), Y (1)(x0), . . . , Y (k)(x0)}.

Para el conjunto de vectores en Tµ(x)Sym+(m), se pueden definir varias métricas rieman-
niana, entre las cuales esta la métrica log-eucĺıdea, para la cual ahora se revisan algunas
de sus propiedades básicas.

Se usan las notaciones exp(.) y log(.), para representar las matrices exponencial y log-
aritmo respectivamente. Mientras que se usa Exp y Log, para representar los mapas
exponencial y logaritmo riemanniano respectivamente. Se denota por ∂µ(x)log.(U)-como
la diferencial de la matriz logaritmo en µ(x) ∈ Sym+(m) que actúa sobre un desplaza-
miento infinitesimal U ∈ Tµ(x)Sym+(m) y se define la métrica log-eucĺıdea sobre Sym+(m)
como: para U, V ∈ Tµ(x)Sym+(m)

〈U, V 〉 := tr
[
(∂µ(x)log.U)(∂µ(x)log.V )

]
. (4.8)

La geodésica γµ(x)(t;U)-esta dada por:

γµ(x)(t;U) := exp
[
log(µ(x)) + t∂µ(x)log.V

]
, ∀t ∈ R. (4.9)

Se denota por ∂log(µ(x))exp.(A)-como la diferencial de la matriz exponencial en log(µ(x)) ∈
Sym(m) = Tµ(x)Sym+(m) que actúa sobre un desplazamiento infinitesimalA ∈ Tlog(µ(x))Sym+(m).
Los mapas exponencial y logaritmo riemanniano se definen respectivamente de la forma
siguiente: para S ∈ Sym+(m)

Expµ(x)(U) := exp
[
log(µ(x)) + ∂µ(x)log.(U)

]
; Logµ(x)(S) := ∂log(µ(x))exp [log(S)− log(µ(x))] . (4.10)

Para µ(x), S ∈ Sym+(m), la distancia geodésica esta dada por:

d2
g(µ(x), S) := tr

[
(log µ(x)− log(S))⊗2

]
, (4.11)

con a⊗2 =aaT , con a-vector. Ahora para dos matrices µ(x) y µ(x0) ∈ Sym+(m) y cualquier
Uµ(x0) ∈ Tµ(x0)Sym+(m), el transporte paralelo se define como sigue:

Φµ(x0) : Tµ(x0)Sym+(m) −→ TImSym+(m) ; Uµ(x0) −→ Φµ(x0)(Uµ(x0)) := ∂µ(x0)log.
(
Uµ(x0)

)
.
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4.4. El Modelo de Regresión PLS

Luego con Uµ(x0) = Logµ(x0)µ(x) ∈ Tµ(x0)Sym+(m), entonces

Y (x) = Φµ(x0)

(
Logµ(x0)µ(x)

)
= log µ(x)− log µ(x0), (4.12)

y µ(x) = exp [log µ(x0) + Y (x)].

El residual de S con respecto a µ(x), es definido como: εµ(X) := log(S) − log(µ(x)), y
E[logS|X = x] = log µ(x), y se define el modelo de RPLI como:

log(S|X) = log(µ(x)) + εµ(X), (4.13)

con E[εµ(X)] = 0, es decir que, E[logS|X = x] = log(µ(x)).

4.4. El Modelo de Regresión PLS

Suponga que tenemos n − DT ’s, denotados por Ti : i = 1, 2, . . . , n obtenidos a partir
de un voxel correspondiente de las DTI’s normalizadas y re-orientadas espacialmente de
n-sujetos. A continuación se obtiene la log-transformación de los Ti, que se denotan por
log(Ti) = LiT(j,k) , y un vector 6-dimensional dado por:

LT,i = (LiT(1,1) , L
i
T(1,2)

, LiT(1,3) , L
i
T(2,2)

, LiT(2,3) , L
i
T(3,3)

)T , (4.14)

donde, LiT(j,k)−denota el (j, k)-elemento de la matriz logaritmo de Ti. Para cada individuo,

se observa un conjunto de covariables de interés.

En estudios de imágenes médicas generalmente se consideran muchas medidas demográfi-
cas o cĺınicas sobre los distintos pacientes considerados en un cierto estudio, en donde
la cantidad de información disponible es muy grande, presentándose posibles problemas
de dependencias lineales entre las covariables de interés, que origina el problema de mul-
ticolinealidad, y además generalmente se cuenta con pocos individuos disponibles para
el análisis de la información. Para los DT’s log-transformados, se considera un modelo
lineal dado por:

LT,i
1×6

= xi
1×p

β
p×6

+ εi
1×6

, i = 1, 2, . . . , n (4.15)

o
LT
n×6

= X
n×p

B
p×6

+ εεε
n×6

. (4.16)

con E[εεε|x] = 0n×p y Cov(εεε|x) = Σnp×np, donde X, Y=L, B, y εεε, son matrices que
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4.4. El Modelo de Regresión PLS

representan las covariables, respuestas, coeficientes de regresión y errores del modelo.
Comparado con los modelos lineales generales, el modelo de (4.16), basado en la media
condicional y covarianza, no asume suposiciones distribucionales para las medidas de
imágenes.

Si θθθ(6p+21)×1-es el vector de parámetros desconocidos contenidos en βββ y Σ, entonces para
estimar a θθθ- se maximiza la función objetivo dada por

ln(θθθ) = −1

2

n∑
i=1

(
log|Σ|(LT,i − βxi)

TΣ−1(LT,i − βxi)
)
, (4.17)

utilizando el algoritmo iterativo planteado por Li et al. 2009 para obtener a θ.

El modelo de regresión 4.16 se ha ajustado usando los algoritmos que existen para PCR
y para PLSR, siguiendo los pasos descritos en la sección 2.2, y teniendo en cuenta las
log-transformaciones realizadas a los datos originales para llevarlos a un espacio eucĺıdeo.
En este espacio eucĺıdeo el modelo de regresión 4.16 hereda las propiedades del modelo
de regresión PLS estándar para datos datos no transformados sobre espacios eucĺıdeos,
lo cual puede ser justificado mediante el regreso a las variables respuestas originales a
partir de los predictores igualmente regresados a sus valores originales.

4.4.1. Evaluación del modelo de Regresión PLS mediante Datos
simulados

Mediante conjuntos de datos simulados se evalúan los comportamientos del modelo de
regresión PLS, comparando sus resultados de predicción con los arrojados por la técnica
de PCR en el caso de matriz diseño de rango incompleto y con el modelo de regresión
clásico, en el caso de una matriz diseño de rango completo.

Los entornos considerados para simular los datos fueron los siguientes. Primero se simuló una
muestra de matrices simétricas PD de tamaño n=20 con k=15 covariables generadas de
una distribución normal multivariada con media cero y estructura de covarianza da-
da por Σ = 0.6I6, luego se incrementó el tamaño muestral a n=30 y se incrementó el
número de covariables de k=15 a k=45 con una estructura de covarianza dada por
Σ = 0.3I6 + 0.61n1Tn , con 1n: vector de unos. En ambos entornos se utilizaron valores
para los coeficientes de betas datos por la matriz de orden p×6, βk = [1+0.1× (k−1)]T ,
se calculó la exponencial de Σ para asegura la definidez positiva de esta.
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4.4. El Modelo de Regresión PLS

A continuación se exponen los resultados obtenidos en cada uno de los escenarios con-
siderados en el estudio simulado que se llevo a cabo. Para el primer entorno se tiene en
la Tabla uno, los porcentajes de varianza explicados por cada una de las componentes
latentes mediante PCR y PLSR, se observa que PCR explica más de la variabilidad de
X que PLSR, lo cual siempre sucede, mientras que al observar la Tabla dos, se tiene que
las componentes PLS explican un mayor porcentaje de la variabilidad de Y que las com-
ponentes PCR, con dos componentes se alcanza mas del 80 % de la variabilidad en Y, y
aproximadamente un 20 % de la variabilidad en X. En la figura uno, se tienen las gráficas
de la ráız cuadrada del error cuadrático medio de predicción (RMSEP) contra el número
de componentes usando validación cruzada (CV), a partir de la cual se puede observar
que en PCR se necesitaŕıan alrededor de 4 componentes para explicar la mayor parte
de la variabilidad de los datos mientras que en PLSR se necesitan 3 componentes en la
mayoŕıa de los casos. Aunque en general en esta ilustración hay poca diferencia entre los
resultados obtenidos por ambos métodos, lo cual se debe al proceso de simulación llevado
a cabo. En la figura dos, se observan gráficas de los datos predichos junto a los valores
observados de las respuestas, observándose un mayor precisión en el ajuste cuando se
utiliza PLSR. Para el segundo entorno se tiene en a Tabla tres, se tienen los porcenta-
jes de varianza explicados por cada una de las componentes latentes mediante PCR y
PLSR, nuevamente se tiene que PCR explica más de la variabilidad de X que PLSR, y
en la Tabla cuatro, se tiene que las componentes PLS explican un mayor porcentaje de la
variabilidad de Y que las componentes PLS, con cinco componentes se alcanza mas del
60 % de la variabilidad en Y, y aproximadamente un 35 % de la variabilidad en X. En la
figura tres, se tienen las gráficas de los RMSEP contra el número de componentes, y se
puede observar que en PCR se necesitaŕıan alrededor de 7 componentes para explicar la
mayor parte de la variabilidad de los datos mientras que mediante PLSR se necesitan 5
componentes en la mayoŕıa de los casos. En la figura cuatro, se observan gráficas de los
datos predichos junto a los valores observados de las respuestas, observándose un mayor
precisión en el ajuste cuando se utiliza PLSR.

Tabla 4.1: Porcentaje de Variabilidad de X explicada por cada componente.

Comp 1 Comp 2 Comp 3 Comp 4 Comp 5 Comp 6 Comp 7 Comp 8

PCR 17.57 15.55 13.59 12.46 11.16 9.16 6.81 4.64
PLSR 14.27 9.93 10.16 13.45 12.60 5.75 4.46 7.07
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Tabla 4.2: Porcentajes de Varianza explicada acumuladas de X y Y por las compo-
nentes seleccionadas mediante PCR y PLSR.

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
X 17.57 33.11 46.70 59.16 70.32 79.48 86.28 90.93
X 14.27 24.20 34.37 47.82 60.43 66.17 70.64 77.70
Y1 7.69 18.38 33.74 51.79 52.72 52.91 54.64 57.04
Y1 66.85 82.64 88.85 89.51 90.13 91.21 95.17 95.26
Y2 14.95 22.65 36.98 58.96 60.99 61.09 62.21 62.29
Y2 74.87 87.30 96.16 96.35 96.46 97.01 98.04 98.05
Y3 7.45 20.12 34.30 55.21 56.38 56.43 56.44 56.77
Y3 70.51 88.00 94.72 95.05 96.33 97.57 97.67 97.78
Y4 7.30 19.10 41.57 58.71 60.19 60.20 61.57 61.78
Y4 74.39 91.05 95.78 96.90 96.92 97.87 99.36 99.39
Y5 7.44 19.65 45.13 60.30 60.66 61.30 62.61 62.93
Y5 74.38 89.10 93.22 95.70 96.19 96.62 97.51 98.38
Y6 13.89 20.83 40.31 62.35 63.45 63.46 63.46 63.47
Y6 77.35 90.32 97.51 97.60 97.63 99.12 99.12 99.38

0 2 4 6 8

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

3.2

Y1

0 2 4 6 8

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

3.2

3.4

3.6

Y2

0 2 4 6 8

3.0

3.5

4.0

Y3

0 2 4 6 8

3.0

3.5

4.0

4.5

Y4

0 2 4 6 8

3.0

3.5

4.0

4.5

Y5

0 2 4 6 8

3.0

3.5

4.0

4.5

Y6

Número de Componentes

R
M

S
E

P

(a) PCR

0 2 4 6 8

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Y1

0 2 4 6 8

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

Y2

0 2 4 6 8

1

2

3

4

Y3

0 2 4 6 8

1

2

3

4

Y4

0 2 4 6 8

1

2

3

4

5

Y5

0 2 4 6 8

1

2

3

4

Y6

Número de Componentes

(b) PLSR

Figura 4.1: RMSEP v.s Número de componentes mediante PCR y PLSR
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Figura 4.2: Gráfico de Valores Predichos Junto a valores observados mediante PCR
y PLSR.

Tabla 4.3: Porcentaje de Variabilidad de X explicada por cada componente, entorno
2.

Comp1 Comp2 Comp3 Comp4 Comp5 Comp6 Comp7 Comp8 Comp9 Comp10
PCR 12.81 9.33 8.74 7.42 7.22 6.39 6.33 5.12 4.97 4.44

PLSR 10.63 8.65 6.39 5.21 3.85 5.34 4.88 5.36 5.32 5.00
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Tabla 4.4: Porcentajes de Varianza explicada acumuladas de X y Y por las compo-
nentes seleccionadas mediante PCR y PLSR, entorno 2.

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
X 12.81 22.14 30.88 38.30 45.52 51.90 58.23 63.35 68.33 72.77
X 10.63 19.28 25.67 30.88 34.73 40.07 44.95 50.32 55.64 60.64

Y1 26.52 50.85 51.17 56.31 59.51 59.69 79.40 80.74 80.83 82.65
Y1 83.70 93.81 97.39 98.80 99.37 99.59 99.66 99.66 99.66 99.67
Y2 26.97 51.87 51.99 57.41 61.87 62.25 80.86 82.42 82.52 83.83
Y2 84.85 94.65 97.57 98.58 99.09 99.19 99.37 99.72 99.74 99.74
Y3 24.82 50.72 51.34 57.02 61.40 61.56 81.08 82.05 82.05 83.70
Y3 83.92 95.16 97.72 98.91 99.38 99.38 99.52 99.54 99.70 99.73
Y4 27.00 51.74 52.05 57.50 61.39 61.65 80.51 81.84 81.99 84.23
Y4 84.74 94.50 97.54 98.67 99.23 99.44 99.66 99.73 99.74 99.81
Y5 25.11 50.70 50.90 56.36 59.61 59.97 81.14 81.93 81.96 83.96
Y5 83.80 94.97 97.77 98.77 99.14 99.37 99.38 99.54 99.74 99.75
Y6 26.75 53.38 53.80 59.58 63.02 63.15 82.70 83.96 84.18 85.90
Y6 86.10 95.97 98.12 99.03 99.37 99.53 99.69 99.71 99.73 99.85

0 2 4 6 8 10

3

4

5

6

7

Y1

0 2 4 6 8 10

3

4

5

6

7

Y2

0 2 4 6 8 10

4

5

6

7

8

Y3

0 2 4 6 8 10

4

5

6

7

8

9

Y4

0 2 4 6 8 10

4

5

6

7

8

9

Y5

0 2 4 6 8 10

4

5

6

7

8

9

10

Y6

Número de Componentes

R
M

S
E

P

(a) PCR

0 2 4 6 8 10

1

2

3

4

5

6

7

Y1

0 2 4 6 8 10

1

2

3

4

5

6

7

Y2

0 2 4 6 8 10

2

4

6

8

Y3

0 2 4 6 8 10

2

4

6

8

Y4

0 2 4 6 8 10

2

4

6

8

Y5

0 2 4 6 8 10

2

4

6

8

10

Y6

Número de Componentes

(b) PLSR

Figura 4.3: RMSEP v.s Número de componentes mediante PCR y PLSR, entorno 2.
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Figura 4.4: Gráfico de Valores Predichos Junto a valores observados mediante PCR
y PLSR, entorno 2.

En este estudio simulado se ha ajustado en modelo de regresión PLS lineal para estudiar
la relación entre un conjunto grande de predictoras de interés con un conjunto de variables
respuesta que viven en un espacio simétrico Riemanniano, para lo cual se ha utilizado la
teoŕıa de mapas Exponenciales y Riemannianos para transformar los datos del espacio
no eucĺıdeo al espacio eucĺıdeo de matrices simétricas, en donde se ha desarrollado la
metodoloǵıa. Los resultados ha mostrado un apoyo a la metodoloǵıa propuesta debido
a que ha arrojado mejores predicciones de la respuesta en comparación a la técnica de
regresión por componentes principales, como sucede en situaciones clásicas de análisis de
datos en espacios eucĺıdeos con matrices de predictoras que presentan alta multicolineal-
idad o problemas de bajo número de observaciones y muchas predictoras. Los resultados
han apoyado el hecho de que es fundamental tener buenas predicciones del vector de
variables respuesta, que en este caso no esta dado por un escalar en cada voxel de la
imágen, sino por una matriz simétrica PD 3× 3 que representa a la matriz de varianzas
covarianzas del movimiento aleatorio Bronwiano que simula al movimiento de las molécu-
las de agua a través del cerebro en cada uno de los voxeles correspondiente de la imágen
completa sobre ciertas regiones de interés. Esta matriz simétrica PD 3×3 frecuentemente
se representa de forma geométrica mediante un elipsoide tri-dimensional.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

En esta investigación se propuesto un modelo de regresión PLS lineal para estudiar la
relación entre un conjunto grande de predictoras de interés que viven en un espacio eu-
cĺıdeo con un conjunto de variables respuesta que viven en una variedad Riemanniana,
o más exactamente en un Espacio Simétrico Riemanniano, para lo cual se ha utilizado
la teoŕıa de mapas Exponenciales y Riemannianos para transformar los datos del espa-
cio no eucĺıdeo al espacio eucĺıdeo de matrices simétricas, en donde se ha desarrollado
la metodoloǵıa. Los resultados han mostrado un apoyo a la metodoloǵıa propuesta en
comparación a la técnica de regresión por componentes principales, como sucede en situa-
ciones clásicas de análisis de datos en espacios eucĺıdeos con matrices de predictoras que
presentan alta multicolinealidad o problemas de bajo número de observaciones y muchas
predictoras. Para trabajos futuros esperamos plantear modelos más realistas, como por
ejemplo modelos PLS no lineal para este tipo de datos matrices simétricas PD y otros
tipos de datos variedad valuados como lo son, los datos obtenidos mediante representa-
ciones geométricas de objetos v́ıa la representación medial axial (m-rep), el grupo de
rotaciones ortogonales, entre otros. La ilustración presentada en esta tesis para datos
simulados, nos da una luz de cómo se podŕıan comportar este tipo de modelos en aplica-
ciones de datos reales y nos orienta a seguir trabajando en esta dirección. Como trabajo
futuro inmediato se tiene la ampliación y aplicación de este tipo de modelos a datos reales
los cuáles generalmente presentan algún tipo de dificultad a la hora de obtenerlos pero
que con algo paciencia y dedicación es posible lograr obtener en distintas entidades del
sector de la salud.
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E. Johansson, W. Lindberg, and M. Sjöström. 1984. “Multivariate Data Analysis
in Chemestry, in Chemometrics, Mathematics ans Statistics in Chemestry.” Reidel
Publishing Company, Dordrecht,, pp. 17–18.
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