
COLEGIO DE POSTGRADUADOS

INSTITUCIÓN DE ENSEÑANZA E INVESTIGACIÓN
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Análisis de tendencias en valores extremos de
variables meteorológicas importantes para la

agricultura.

Resumen

Se propone una metodoloǵıa basada en la teoŕıa de valores extremos para investigar

cambios espacio temporales en la tendencia a largo plazo de variables meteorológicas

(precipitación y temperatura). Se presenta un ejemplo de aplicación para el estado de

Durango, México, analizando los máximos anuales de las variables temperatura máxima,

temperatura mı́nima y precipitación ocurridos durante el periodo de 1961 a 2000. Esta

metodoloǵıa puede ser de utilidad en la investigación del cambio climático a nivel regional.

Los resultados se presentan en mapas de tendencias de eventos extremos. Para el caso

del estado de Durango se observan cambios en el comportamiento de eventos extremos,

manifestándose una clara tendencia a la ocurrencia de años más secos y más cálidos

en algunas zonas del Estado y de la República méxicana, esta metodoloǵıa se sugiere

para tomar decisiones por zonas geográficas. Se detectan tendencias usando el modelo

VGLM (Vector Generalized Linear Models), que pertenece a la familia VGAM (Vector

Generalized Additive Models). Los mapas de tendencias en los coeficientes de regresión se

generan a partir del método de interpolación Kriging simple con el programa ArcGIS 8.1.

Las conclusiones son las siguientes: VGLM permite modelar datos de valores extremos,la

metodoloǵıa que se propone, es una alternativa para el caso de datos de valores extremos,

puede ser de utilidad en la investigación de cambio climático, los mapas de tendencia

pueden usarse, para monitorear los posibles cambios en variables climáticas y anticipar

escenarios ante un eventual cambio climático.

Palabras clave: Series de tiempo, Modelo Lineal Vectorial Generalizado, Interpolación

espacial.
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Analysis of trends in extreme values of meteorological variables
relevant to agriculture.

Abstract

A methodology based on extreme value theory is proposed to investigate spatio-temporal

changes in the long-term trend of the meteorological variables precipitation and temper-

ature. We present an application for the state of Durango Mexico, analyzing the variables

annual maximum temperature, minimum temperature and precipitation occurred during

the time period 1961-2000. This methodology can be useful on studying climate change.

The presented results are trend maps of extreme events. For the case of Durango State

and Mexican Republic, time changes in the behavior of extreme events are present, show-

ing a clear trend towards the occurrence of dry years and warmer temperatures in some

areas of the state, present trend maps for Mexico, suggest this methodology to take

decisions geographical areas. Trends are detected using the model VGLM (Vector Gener-

alized Linear Models), which belongs to VGAM (Vector Generalized Additive Models).

The maps of trends in the regression coefficients are generated from simple Kriging inter-

polation method in ArcGIS 8.1. The conclusions are as follows: VGLM allows modeling

extreme value data, the proposed methodology is an alternative to the case of extreme

value data, can be useful in the investigation of climate change, the trend maps can be

used to monitor possible changes in climate variables and settings to anticipate a possible

climate change.

Keywords: Time series, Extreme value theory, Vector generalized linear model, Spatial

interpolation.
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mı́nimos) en precipitación máxima, localidades de interés. . . . . . . . . . 55

6.4. Resultados de ajuste con VGLM, se usaron valores extremos (máximos,
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6.13. Mapas de tendencia en el parámetro de escala y de forma de la DVEG

para la variable TMAX,con percentil 90 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Caṕıtulo 1

Introducción

A nivel mundial los eventos climáticos extremos son causa de desastres naturales (inunda-

ciones, incendios, seqúıas, etc.), lo cual afecta severamente el ambiente y la vida humana

(Min, Zhang et al. 2011). En México, los estados de Coahuila, Chihuahua, Durango,

Zacatecas, San Luis Potośı, Tamaulipas, Aguascalientes, Sonora y norte de Guanajuato

han sido declarados zonas de desastre por una inusual seqúıa durante el año 2011 y parte

del 2012. “Los cambios en la variabilidad del clima y, en particular, en la intensidad y

frecuencia de fenómenos climáticos extremos pueden afectar a la sociedad con más fuerza

que los cambios en el clima medio” (Katz, 1992).

Según (Allan, 2011) es probable que la inusual frecuencia de eventos meteorológicos

extremos está relacionada con el incremento en la atmósfera de los gases de efecto in-

vernadero emitidos por la actividad humana y que causan el calentamiento global. La

predicción de este tipo de eventos a nivel regional presenta un reto considerable, sin em-

bargo, el esfuerzo bien vale la pena dado lo esencial de la predicción en la formulación

de estrategias para la adaptación y mitigación de los efectos negativos provocados por

dichos cambios (Allan, 2011). Contar con métodos estad́ısticos adecuados para analizar

el comportamiento espacio-temporal de variables meteorológicas extremas (temperatura

máxima y mı́nima, precipitación máxima y mı́nima, velocidad máxima de vientos, etc.) es

de suma importancia para la implementación de acciones de mitigación de dichos eventos.

Recientemente se ha realizado un esfuerzo cient́ıfico importante (Rahmstorf, 2011) para

analizar las mediciones de temperatura inusualmente calientes (record) y su relación con

las tasas de calentamiento global y de eventos de precipitación extremos (Dunxian She,

2012). De acuerdo a varios autores (Richard W. Katz, 2002), (Cooley, 2009), (Min, 2011)



Índice de figuras 3

y (Rahmstorf, 2011) el modelo probabiĺıstico de distribución de Valores Extremos Genera-

lizada (DVEG) ofrece una base firme para modelar extremos climáticos. Una amplia base

teórica sobre el modelo de VEG se puede encontrar en (Rolf-Dieter Reiss, 1997) y (Coles,

2001).

En (Coles, 2001) se dice que en Teoŕıa de valores extremos los máximos anuales se mode-

lan con la Distribución de Valores Extremos Generalizada (DGEV) y como alternativa,

para analizar tendencias, propone realizar regresión en los parámetros de la distribución.

Por otro lado (Yee, 2007) proponen un caso particular del VGAM (Vector General-

ized Additive Models), el VGLM (Vector Generalized Linear Models), para modelar los

parámetros de la distribución de valores extremos como funciones lineales de covariables.

El propósito de este trabajo es proponer una metodoloǵıa estad́ıstica para identificar las

tendencias espacio temporales de variables climáticas extremas utilizando conjuntamente

el modelo de distribución de valores extremos generalizada (DVEG), el modelo VGAM

y herramientas geo estad́ısticas.

El trabajo de tésis que presentamos está dividido como sigue, en el caṕıtulo 2 definimos

los objetivos del trabajo de investigación de tésis, en el caṕıtulo 3, mostramos la revisión

de literatura, respecto a la metodoloǵıa que proponemos, la Teoŕıa de Valores Extremos

que es la base para el análisis de datos eventos extremos, aśı como, la Distribución

generalizada de valores extremos y su clasifcación dependiendo del parámetro de forma, en

la sección Modelos Lineales Generalizados Vectoriales (VGLM) describimos y justificamos

el empleo de los modelos (VGLM). En la sección predicción espacial o kriging mostramos

la teoŕıa geo-estad́ıstica con la que se analiza las pendientes de regresión asociadas a

los parámetros de escala y de forma. En el caṕıtulo 4 se define la prueba de razón

de verosimilitudes generalizada para tendencia en la serie de extremos y se presenta la

potencia de la prueba de razón de verosimilitudes generalizada para tendencia en la serie

de extremos para probar la sensibilidad del modelo VGLM, para detectar tendencias. En

el caṕıtulo 5 se propone la metodoloǵıa para investigar cambios espacio temporales en

la tendencia a largo plazo de variables meteorológicas (precipitación y temperatura). En

el caṕıtulo 6 se modelan eventos climáticos extremos en el estado de Durango y a nivel

nacional. En el caṕıtulo 7 se dan las conclusiones.



Caṕıtulo 2

Objetivos

Objetivos generales

• Proponer una metodoloǵıa estad́ıstica para investigar tendencias espacio tempo-

rales en series de tiempo de variables climáticas extremas (precipitación máxima,

temperatura máxima, temperatura mı́nima).

Objetivos particulares

• Investigar, śı las series climáticas del estado de Durango (extremos), presentan

comportamientos inusuales.

• Acumular evidencia respecto efectos del cambio climático, a nivel regional (con

datos de Durango).

4



Caṕıtulo 3

Marco Teórico

3.1. Cambio Climático y extremos

Los fenómenos meteorológicos extremos (seqúıas, inundaciones, heladas prolongadas, hu-

racanes, tornados,etc.) provocan situaciones catastróficas, entender las causas y el com-

portamiento de estos los fenómenos meteorológicos permite el poder reducir los riesgos y

efectos. El calentamiento global debido a la emisión de gases por combustion de petroleo

y sus derivados se ha relacionado con el cambio climático global. La variación de las

concentraciones de gases de efecto invernadero (GEI) y aerosoles en la atmósfera, y las

variaciones de la cubierta terrestre y de la radiación solar, alteran el equilibrio energético

del sistema climático (Pachauri, 2007). El cambio climático es un asunto complejo y de

enorme dificultad; por ello, los responsables de poĺıticas necesitan una fuente de infor-

mación objetiva acerca de las causas del cambio, sus posibles repercusiones medioam-

bientales y socioeconómicas (Pachauri, 2007). De acuerdo al (?) desde 1950 en algunas

zonas del planeta, el número de ondas de calor ( temperaturas máximas) ha aumentado.

La extensión de las zonas afectadas por las seqúıas ha aumentado, aśı como también la

precipitación pluvial ha disminuido ligeramente, mientras que la evaporación se ha incre-

mentado debido a condiciones más cálidas. En general, el número de eventos extremos

de precipitación que provoca inundaciones han aumentado. La frecuencia de tormentas

tropicales y huracanes vaŕıan considerablemente de año en año, pero la evidencia sugiere

un aumento sustancial en la intensidad y la duración desde 1970. En el caso de México

de acuerdo a (INEGI, Diciembre 2011), la vulnerabilidad de la población a extremos

5
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del clima es grande. Dado que una vasta parte de nuestro territorio es semiárido (poca

precipitación la mayor parte del año), los cambios en la temporada de lluvias resultan en

amenaza de seqúıa y, con frecuencia, en desastres para sectores dependientes del agua.

En el trabajo de (Cooley, 2009) se muestra como la frecuencia de eventos extremos

podŕıa cambiar, el modelo de Wigley predice que antes del año 2030, las temperaturas en

el centro de Inglaterra (con una probabilidad muy alta) serán superiores a las observadas

en 1976, con el supuesto de que la variable de interés se distribuye normalmente con

una media que tiene tendencia en el tiempo, utilizando la simulación estocástica para

calcular el periódo de retorno y riesgo de un evento extremo, afectados por el tamaño de

la tendencia, esto es, asumir que un simple cambio en la media podŕıa tener un efecto

significativo en la frecuencia de eventos extremos.

El reciente trabajo de (Rahmstorf, 2011) se menciona que la distribución de Valores

Extremos Generalizada (DVEG) resulta ser un modelo apropiado para modelar eventos

climáticos extremos y en particular es de gran utilidad en la investigación del cambio

climático.

(Coles, 2001) sugiere realizar regresión en los parámetros de la distribución de Val-

ores Extremos Generalizada (DGEV) asociada, a los valores máximos anuales, como

alternativa para estimar tendencias temporales en los niveles de las variables, (Richard

W. Katz, 2002) propone modelo de tendencia lineal en el parámetro de localización, log-

transformación en el parámetro de escala y el parámetro de forma constante, para ajustar

un modelo paramétrico a extremos hidrológicos.

3.2. Teoŕıa de valores extremos

Sea X1, ..., Xn una secuencia de variables aleatorias observadas en el tiempo, teniendo

por función de distribución a F .

Sea

Mn = máx {X1, ..., Xn} . (3.1)

En teoŕıa de distribuciones
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P (Mn ≤ z) = P (X1 ≤ z, . . . , Xn ≤ z)

= P (X1 ≤ z) · . . . · P (Xn ≤ z)

=
n∏
i=1

P (Xi ≤ z)

= {F (z)}n

(3.2)

Nótese que F es desconocida, que si bien puede ser estimada de los datos observados, no

es recomendable.

La distribución del valor extremo generalizada, es la distribución que se ajusta a los máxi-

mos de bloques independientes de observaciones adecuadamente normalizadas y surge a

partir del desarrollo del teorema de Fisher-Tippet, Gnedenko (Resnick, 1987).

Teorema 1 (Fisher-Tippett, Gnedenko) Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias

independientes e identicamente distribuidads, con una función de distribución común

F (x). Si existen sucesiones de constantes de normalización {an > 0} y {bn} ∈ R y una

función de distribución G no degenerada, tal que[
ĺım
n−→∞

P

(
Mn − bn
an

≤ z

)
= G(z)

]

entonces G(z) pertenece a alguna de las siguientes familias:

Gumbel (colas medias) ∆(z) = exp
{
− exp

[
−
(
z−b
a

)]}
, −∞ < z <∞;

los parámetros b, a,∈ R
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Weibull (colas cortas o suaves),

Ψ(z) =

{
exp

{
−
[
−
(
z−b
a

)α]}
, z < b,

1, z ≥ b,

los parámetros b, a, α ∈ R, con a>0, y α>0

Fréchet (colas gruesas) Φ(z) =

{
exp

{
−
(
z−b
a

)−α}
, z > b,

0, z ≤ b;

los parámetros b, a, α ∈ R, con a>0, y α>0

Las tres familias pueden ser combinadas en un solo modelo, la Distribución de Valores

Extremos Generalizada (DVEG) dada por

G(z) = exp

{
−
[
1 + ξ

(
z − µ
σ

)]− 1
ξ

}
, (3.3)

tal que −∞ < µ <∞, σ > 0, −∞ < ξ <∞, donde

µ es un parámetro de localización,

σ es un parámetro de escala,

ξ es un parámetro de forma.

Cuando ξ > 0, se tiene la función de distribución Fréchet, cuando ξ < 0 se tiene la

función distribución Weibull. Con ξ = 0 se obtiene un subconjunto de la DVEG, que

es interpretado como el ĺımite de G(z) cuando ξ −→ 0Dicho subconjunto representa la

familia Gumbel.

El resultado anterior se enuncia con el siguiente teorema.
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Teorema 2 (Distribución de Valores Extremos Generalizada) Si existen secuencias de

constantes {an > 0} y {bn} tales que

ĺım
n−→∞

P

(
Mn − bn
an

≤ z

)
= G(z),

donde G(z) es una función de distribución no degenerada, entonces G es miembro de la

familia de valores extremos generalizada, dada por

G(z) = exp

{
−
[
1 + ξ

(
z − µ
σ

)]− 1
ξ

}
,

definido sobre
{
z : 1 + ξ

(
z−µ
σ

)
> 0
}

, donde −∞ < µ <∞, σ > 0, −∞ < ξ <∞.

La DVEG proporciona un modelo para la distribución de los máximos de bloques en

nuestro estudio anuales.

Definición 3 Dada Xn una sucesión de variables aleatorias iid, con función de distribu-

ción acumulada dada por F , entonces F pertenece al dominio máximo de atracción de la

distribución de valores extremos generalizada G, lo cual se denota como X ∈MDA(G),

o de forma equivalente F ∈MDA(G), si existen constantes {an > 0} y {bn} tal que

ĺım
n−→∞

P

(
Mn − bn
an

≤ z

)
= G(z), (3.4)

para toda z en los puntos de continuidad de G.

3.3. Distribución de mı́nimos

Sea M̄n = mı́n {X1, X2, ..., Xn} donde X1, ..., Xn una secuencia de variables aleatorias

observadas en el tiempo, teniendo por función de distribución a F . Sea Yi = −Xi para

i = 1, ..., n el cambio de signo significa que a valores pequeños de Xi le corresponden

valores grandes de Yi. Si y sólo śı M̄n = mı́n {X1, X2, ..., Xn} y Mn = máx {Y1, Y2, ..., Yn},
entonces M̄n = −Mn. Luego para n grande
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P (M̄n ≤ z) = P
{
−M̄n ≤ z

}
= P

{
M̄n ≥ −z

}
= 1− P

{
M̄n ≤ −z

}
≈ 1− exp

{
−
[
1 + ξ

(−z−µ
σ

)]− 1
ξ

}
,

≈ 1− exp
{
−
[
1− ξ

(
z−µ̄
σ

)]− 1
ξ

}
,

(3.5)

para {z : 1− ξ(z − µ̄)/σ>0} , donde µ̄ = −µ

Teorema 4 (Distribución de Valores Extremos Generalizada para mı́nimos ) Si existen

secuencias de constantes {an > 0} y {bn} tales que

ĺım
n−→∞

P

(
M̄n − bn
an

≤ z

)
= Ḡ(z),

donde ¯G(z) es una función de distribución no degenerativa, entonces Ḡ es miembro de

la familia de valores extremos generalizada, dada por

Ḡ(z) = 1− exp

{
−
[
1 + ξ

(
z − µ̄
σ

)]− 1
ξ

}
,

definido sobre
{
z : 1− ξ

(
z−µ̄
σ

)
> 0
}

, donde −∞ < µ <∞, σ̄ > 0, −∞ < ξ <∞.

En situaciones en donde es apropiado el modelo block máxima, la distribución de valores

extremos generalizada para mı́nimos será aplicada directamente. Una alternativa con-

siderando los datos z1, ..., zm que son realizaciones de la distribución de valores extremos

generalizados para mı́nimos con parámetros (µ̄, σ, ξ), esto implica que los datos ajustados

a la distribución de valores extremos generalizados para mı́nimos son −z1, ...,−zm. Los

estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros de la distribución corresponden

exactamente a los que requiere DGEV para mı́nimos, esto es, (ˆ̄µ, σ̂, ξ̂)

3.4. Estimador de máxima verosimilitud

Sea Y = [Y1, ..., Yn]T un vector aleatorio y sea f(y; θ) la función de densidad de prob-

abilidad conjunta de los Yi que dependen del vector de parámetros θ = [θ1, ..., θp]
T . La
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función de verosmililitud L(θ; y) es algebraicamente igual a función de densidad de prob-

abilidad conjunta f(y; θ) pero el cambio en notación refleja un cambio de énfasis de las

variables aleatorias Y con θ fijos a los parámetros θ con y fijos. Luego que L se define en

términos de un vector aleatorio y, si es sólo una variable aleatoria. Sea Ω llamado “espa-

cio de parámetros ˝, el conjunto de todos los valores posibles del vector de parámetros

θ. El estimador de máxima verosimilitud de θ es el valor θ̂ que maximiza la función de

verosimilitud, que es

L((̂θ); y) ≥ L(θ; y),∀θ ⊂ Ω

De modo que θ̂ es el valor que maximiza la función de log-verosimilitud l(θ; y) = logL(θ; y)

dado que la función logaritmo es monótona, luego

l(θ̂; y) ≥ l(θ; y), ∀θ ⊂ Ω

El estimador θ̂ se obtiene diferenciando la función de log-verosimilitud con respecto a

cada elemento θj de θ y resolviendo las ecuaciones simultáneas

∂l(θ; y)

∂θj
= 0,∀j = 1, ..., p

Es necesario verificar que las soluciones correspodan al valor máximo de l(θ; y) esto es,

verificando que la matriz de segundas derivadas

∂2l(θ; y)

∂θj∂θk

evaluando que θ = θ̂ sea definida positiva. Por ejemplo si θ posee un solo un elemento θ

significa que es necesario verificar que

[
∂2l(θ, y)

∂θ2

]
θ=θ̂

<0

El estimador de máxima verosimilitud tiene la propiedad siguiente, sea g(θ) alguna fun-
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ción de los parámetros θ, entonces el estimador de máxima verosimilitud de g(θ) es g(θ̂)

llamada propiedad de invarianza˝.

Los parámetros de la distribución DGEV ecuación 3.3 pueden obtenerse por el méto-

do de máxima verosimilitud. Sean Y1, Y2, ...Yn variables independientes, tal que Yi ∼
GEV (µ, σ, ξ) La log-verosimilitud de la distribución GEV cuando ξ 6= 0 es:

l(µ, σ, ξ) = −nlogσ −
(

1 +
1

ξ

) n∑
i=1

log

[
1 + ξ

(
yi − µ
σ

)]
−

n∑
i=1

[
1 + ξ

(
yi − µ
σ

)]−1
ξ

Cuando ξ = 0 se tiene

l(µ, σ) = −nlogσ −
n∑
i=1

(
yi − µ
σ

)
−

n∑
i=1

exp

{
−
(
yi − µ
σ

)}

log-verosimilitud para la distribución Gumbel.

3.5. Propiedades del valor esperado de log-verosimilitud

Sea y1, y2, ..., yn observaciones independientes con f(y, θ) función de distribución de prob-

abilidad, donde θ es un parámetro desconocido con valor real θ0. Decimos que la log-

verosimilitud de θ es

l(θ) =
n∑
i=1

log [f(yi, θ)] =
n∑
i=1

li(θ)

donde li es la log-verosimilitud para la observación yi. Para l función de variables aleato-

rias Y1, ..., Yn,significa que l puede verse como una variable aleatoria (y las li son variables

aleatorias independientes). Por lo tanto podemos considerar el valor esperado de l y sus

derivadas

Resultado 1: Decimos que

E0

(
∂l

∂θ
|θ0
)

= 0

.

Esto es,
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E0

(
∂l

∂θ

)
= E0

(
∂

∂θ
log [f(Y, θ)]

)
=

∫
1

f(f, θ0)

∂f

∂θ
f(y, θ0)dy

=

∫
∂f

∂θ
dy =

∂

∂θ

∫
fdy =

∂l

∂θ
= 0

Resultado 2: Podemos probar que

var

(
∂l

∂θ
|θ0
)

= E0

[(
∂l

∂θ
|θ0
)2
]

Resultado 3: Demostraremos que I ≡ [E]0

[(
∂l
∂θ
|θ0
)2
]

= −E0

[
∂2l
∂θ2
|θ0
]

Por el resultado 1 tenemos que

∫
∂ log(f)

∂θ
fdy = 0

Diferenciando y comenzando mı́nimos cuadrados ponderados∫
∂2 log(f)

∂θ2
f +

∂ log(f)

∂θ

θ(f)

∂(θ)
dy = 0

pero

∂ log(f)

∂θ
=

1

f

∂f

∂θ

luego ∫
∂2 log(f)

∂θ2
fdy = −

∫ [
∂ log(f)

∂θ

]2

fdy

por lo tanto

E0

[
∂2li
∂θ2
|θ0
]

= −E0

[(
∂li
∂θ
|θ0
)2
]

Resultado 4: Podemos escribir

E0 [(θ0)] ≥ E0 [l(θ)] , ∀θ

Según la Desigualdad de Jensen,

E [c(Y )] ≤ c (E [Y ])

donde
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i) c es una función concava.

ii) Y es una variable aleatoria.

Considerando la función concava, log, y la variable aleatoria

f(Y, θ)

f(Y, θ0)

Tenemos que,

E0

[
log

{
f(Y, θ)

f(Y, θ0)

}]
≤ log

[
E0

{
f(Y, θ)

f(Y, θ0)

}]
Luego

E0

{
f(Y, θ)

f(Y, θ0)

}
=

∫
f(y, θ)

f(y, θ0)
f(y, θ0)dy =

∫
f(y, θ)dy = 1

Dado que log(1) = 0, entonces la desigualdad queda

E0

[
log

{
f(Y, θ)

f(Y, θ0)

}]
≤ 0

⇒ E0[log {f(Y, θ)}] ≤ E0[log {f(Y, θ0)}]

Podemos generalizar los resultados anteriores para el vector de parámetros. Sea υ el

vector tal que υi = ∂l/∂θi y sea H la matriz hessiana de las log-versosimilitudes a partir

de mı́nimos cuadrados ponderados,tal que Hij = ∂2l/∂θi∂θj. Entonces, en particular

• Resultado 1 (vector de parámetros)

E0(υ) = 0

• Resultado 3

I ≡ E0(υυT )T = −E0(H)

Consistencia

Sea θ0 el valor verdadero del parámetro θ, y θ̂n el estimador de máxima verosimilitud de

n observaciones, y1, y2, ..., yn, entonces la consistencia significa que

Pr
[∥∥∥θ̂n − θ0 < ε

∥∥∥]→ 1 cuando n→∞ para algún valor positivo ε
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Considerando solo un parámetro θ, estimado de las observaciones independientes y1, y2, ..., yn

sobre una variable aleatoria con función de distribución de probabilidad f(y, θ0). La log-

verosimilitud en este caso es

l(θ) ∝ 1

n

n∑
i=1

log (f(yi, θ))

Las propiedades de consistencia, suficiencia, eficiencia asintótica y normalidad asintótica

se describen con detalle en (Cox, 1974)

3.6. Estimación por mı́nimos cuadrados

Sean Y1, ..., Yn variables aleatorias independientes con µ1, ..., µn valores esperados. Suponien-

do que las µ′is son funciones del vector de parámetros a estimar, β = [β1, ...βp]
T , con p<n,

luego

E(Yi = µi(β))

El método de mı́nimos cuadrados consiste en encontrar el estimador β̂ que minimiza la

suma de cuadrados de las diferencias entre Y ′i s y sus valores esperados

S = Σ [Yi − µi(β)]2

β̂ se obtiene derivando S con respecto a cada elemento βj de β y resolviendo las ecuaciones

simultáneas

∂S

∂βj
= 0, con j = 1, ..., p

Es necesario verificar que las soluciones corresponden al mı́nimo. Suponiendo que σ2
i

no todas iguales a cero sean la varianza de Y ′i s. Entonces podemos minimizar la suma

ponderada de diferencias de cuadrados

S = Σwi [Yi − µi(β)]2

donde wi = (σ2
i
−1) los pesos, de modo que las observaciones Yi con varianza grande

tendrán menos influencia en los estimadores. Generalizando, sea y = [Y1, ..., Yn]T un
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vector aleatorio con µ = [µ1, ..., µn]T y matriz de varianza y covarianzas V , luego el

estimador de mı́nimos cuadrados ponderados se obtiene minimizando

S = (y − µ)TV −1(y − µ)

3.7. Mı́nimos cuadrados ponderados

Un problema de regresión no lineal que se resuelve usando mı́nimos cuadrados se llama

“Mı́nimos cuadrados ponderados ”, esto es, algunos modelos no lineales pueden etimarse

por aproximación iteractiva de un modelo lineal donde cada iteracción es una aprox-

imación de un modelo lineal ajustado con estimador de parámetros que convergen al

estimador de parámetros de mı́nimos cuadrados. Sea

E(y) ≡ µ = f(β)

donde

a) y respuesta

b) f es una función no lineal evaluada en un vector de β

El objetivo es ajustar

S =
n∑
i=1

{yi − fi(β)} = ‖y − f(β)‖2

el problema de mı́nimos cuadrados no lineales finaliza si las fi son “bien comportadas

”por mı́nimos cuadrados lineales. Comenzamos con el mejor ajuste de parámetros β̂,

podemos obtener la expansión de Taylor de primer orden de fi alrededor de β̂[k], tal que

el ajuste

S ≈ Sk = ‖y − f(β̂[k]) + J [k]β̂[k] − J [k]β‖2

con J [k] matriz jacobiana, donde J
[k]
ij = ∂fi/∂βj. Llamamos vector de pseudodatos a

z[k] = y − f(β̂[k]) + Jkβ̂[k]
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de modo que

S[k] = ‖z[k] − J [k]β‖2

es un problema de mı́nimos cuadrados lineales, minimizando con respecto a β obtenemos

un vector de parámetros estimados β̂[k+1]. Si f(β) es también no lineal entonces éste

proceso podrá ser iterado bajo la secuencia convergente β̂[k] hasta β̂ el último estimador

mı́nimo cuadrado.

3.8. Prueba de razón de verosimilitud

Considerando una observación, y, sobre una variable aleatoria de dimensión con función

de distribución de probabilidad f(y, θ), donde θ es un vector de parámetros. Suponiendo

que queremos probar: H0 : R(θ) = 0 vs H1 : R(θ) 6= 0

donde R es una función evaluada en un vector θ, tal que H0 impone r restricciones sobre

el vector parámetro. Si H0 es verdadero entonces en el ĺımite cuando n→∞

2λ = 2
{
l(θ̂H1)− l(θ̂H0)

}
∼ χ2

r

donde l es la función log-verosimilitud y θ̂H1 es la función de verosimilitud evaluada en

θ. Luego θ̂H1 es el valor de θ que satisface R(θ) = 0

Probaremos que 2λ ∼ χ2
r, suponiendo que la parametrización es tal que

θ =

[
Ψ

γ

]

donde

i) Ψ es r dimensional, la hipótesis nula puede escribirse como H0 : Ψ = Ψ0

ii) λ es la función log de la razón de verosimilitud bajo cada hipótesis.

Sean [
Ψ̂

γ̂

]
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los estimadores de máxima verosimilitud y[
Ψ0

γ0

]

los estimadores de máxima verosimilitud bajo las restricciones definidas de la hipótesis

nula. Expresaremos γ̂0 en términos de Ψ̂, γ̂ y Ψ0, en general es posible probar en el ĺımite

de una muestra grande que la hipótesis nula es verdadera, es decir Ψ̂ es cerrada para

Ψ0. Sea la expansión de Taylor de la log-verosimilitud alrededor de la restricciones de los

estimadores de máxima verosimilitud, Ψ̂

l(θ) ' l(θ̂)− 1

2

(
θ − θ̂

)T
H
(
θ − θ̂

)
(3.6)

donde Hi,j = −∂2l/∂θi∂θj|θ̂. Aplicando la función exponencial la ecuación (3.6) puede

escribirse como

L(θ) ' L(θ̂) exp

[
−
(
θ − θ̂

)T
H
(
θ − θ̂

)
/2

]
esto es, la verosimilitud puede ser aproximada por una función proporcional a la función

de distribución de probabilidad de una variable aleatoria N
(

(̂θ),H−1
)

. Por propiedades

de la función de distribución de la normal multivariada, si

[
Ψ

γ

]
∼ N

([
Ψ̂

γ̂

]
,

[ ∑
ΨΨ

∑
Ψγ∑

γΨ

∑
γγ

])

entonces

γ|Ψ ∼ N(γ̂ + ΣγΨΣ−1
ΨΨ(Ψ− Ψ̂),Σγγ − ΣγΨΣ−1

ΨΨΣΨγ)

Luego para Ψ fija podemos dar una Ψ0 por la hipótesis nula, entonces la aproximación a

la verosimilitud será maximazada cuando γ tome el valor

γ̂0 = γ̂ + ΣγΨΣ−1
ΨΨ(Ψ0 − Ψ̂) (3.7)

si la hipótesis nula es verdadera, entonces el ĺımite de una muestra grande cuando Ψ̂→ Ψ0

(en probabilidad) tiende al valor verdadero de la verosimilitud. Expresando (3.7) en
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terminos de una partición de Σ = H−1, escribimos ΣH = I[ ∑
ΨΨ

∑
Ψγ∑

γΨ

∑
γγ

][
HΨΨ HΨγ

HγΨ Hγγ

]
=

[
I 0

0 I

]

Efectuando el producto tenemos las siguientes ecuaciones

ΣΨΨHΨΨ + ΣΨγHγΨ = I (3.8)

ΣΨΨHΨγ + ΣΨγHγγ = 0 (3.9)

De (3.9), por simetŕıa, HT
Ψγ = HγΨ y ΣT

Ψγ = ΣγΨ,luego −H−1
γγHγΨ = ΣγΨΣ−1

ΨΨ entonces

queda como sigue

γ̂0 = γ̂ + H−1
γγHγΨ(Ψ̂−Ψ0) (3.10)

De las ecuaciones simultáneas (3.8)y (3.9) eliminamos ΣΨγ por lo que resulta

Σ−1
ΨΨ = HΨΨ −HΨγH−1

γγHγΨ (3.11)

Para probar que la hipótesis nula es verdadera, probaremos que Ψ̂ es cerrada bajo Ψ0,

podemos emplear la expansión (3.6) y escribir la log-verosimilitud restringida a los esti-

madores de máxima verosimilitud como

l(Ψ0, γ̂0) ' l(Ψ̂, γ̂)− 1

2

[
Ψ0 − Ψ̂

γ̂0 − γ̂

]T
H

[
Ψ0 − Ψ̂

γ̂0 − γ̂

]
(3.12)

Por lo tanto

2λ = 2
{
l(Ψ̂, γ̂)− l(Ψ0, γ̂0)

}
'

[
Ψ0 − Ψ̂

γ̂0 − γ̂

]T
H

[
Ψ0 − Ψ̂

γ̂0 − γ̂

]
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Sustituyendo γ̂ de (3.10) y escribiendo H tenemos

2λ '

[
Ψ0 − Ψ̂

H−1
γγHγΨ(γ̂ −Ψ0)

]T [
HΨΨ HΨγ

HγΨ Hγγ

][
Ψ0 − Ψ̂

H−1
γγHγΨ(Ψ̂−Ψ0)

]

Asi 2λ '
(

Ψ̂−Ψ0

)T
Σ−1

ΨΨ(Ψ̂− Ψ0) Ahora si H0 es verdadera, entonces cuando n → ∞,

tenemos que Ψ̂ → Ψ0, por la ley de los grandes números y de la expansión de Taylor
∂l
∂θ
|θ̂ '

∂l
∂θ
|θ0 +

(
θ̂ − θ0

)
∂2l
∂θ2
|θ0 por la propiedad de consistencia de estimadores de máxima

verosimilitud y los resultados 1 y 2 de las propiedades de log-verosimilitud y dado que

li = log
[
f
(
Y[i, θ

)]
son variables aleatorias independientes e identicamente distribuida,

por el teorema del ĺımite central, cuando n → ∞ su distribución tiende a N(0, I), pero

por la ley de los grandes números tenemos que cuando n → ∞, − ∂2l
∂θ2
|θ−0 → I ( en

probabilidad). Aśı en el ĺımite para muestras grandes
(
θ̂ − θ0

)
∼ N(0, I−1)

El resultado generalizado para el vector de parámetros

θ̂ ∼ N
(
θ0, I−1

)
(3.13)

De modo que para n→∞ tenemos que H→ I, con H es la matriz negativa de segundas

derivadas), lo que significa que Σ → I−1 y por lo tanto ΣΨΨ tiende a la matriz de

covariazas de Ψ̂ por la ecuación (2.13). Por normalidad asintótica de los estimadores de

máxima verosimilitud, Ψ̂ tenemos que bajo H0

2λ ∼ χ2
r

.

3.9. Modelos Lineales Generalizados

(Nelder, 1972) proponen los Modelos Lineales Generalizados (GLM) en donde la distribu-

ción de variable aleatoria (respuesta) pertenece a la familia Exponencial, la cual incluye

la distribución normal, la bernoulli, la exponencial, etc., y la estructura del modelo no es

lineal, esto es.
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ηi = g(µi) = Xiβ

donde:

a) µi = E(Yi), donde Yi con i = 1, 2, ...N , son variables aleatorias ( respuesta, de-

pendiente), cuya función de distribución f(y; θ) pertenece a la familia exponencial

(Poisson, Binomial, Gamma, Normal, entre otras).

b) ηi = (g(E(y))) = β0 + β1x1 + ... + βmxm es una función monotona y diferencia-

ble,llamada “Función liga”, con xj variables explicativas (predictoras o independi-

entes), para j = 1, ...,m.

c) xi es el i-esimo renglón del modelo de la matriz XN×p,con entradas xj

e) θp×1 es un vector de parámetros desconocidos.

Nota: El vector de coeficientes de regresión βm×1 se asocia al vector de parámetros θp×1.

Podemos decir que los GLM explican el comportamiento de la variable respuesta medi-

ante un modelo estad́ıstico, que incluye una componente sistemática y una componente

aleatoria, luego

a) Componente sistemática se expresa como una función de regresión de las variables

explicativas, esto es, mediante el llamado “predictor lineal ”ηi = Xiβ.

b) Y ∼ f(y; θ) componente aleatoria, se expresa mediante una distribución de proba-

bilidad que depende de algunos parámetros.

Referimos al texto (McCullagh, 1989), para una información más detallada de GLM.

A consecuencia de que f(y; θ) pertenece a la familia exponencial, escribimos

f(y; θ) = exp [{yθ − b(θ)} /a(φ) + c(y, φ)]

La log-verosimilitud de θ, es

l(θ) = {yθ − b(θ)} /a(φ) + c(y, φ)
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luego
∂l

∂θ
= {y − b′(θ)} /a(φ)

Si l log-verosimilud se considera una variable aleatoria entonces

E
(
∂l

∂θ

)
= {E(Y )− b′(θ)} /a(φ)

Del resultado 1 de sección 3.5 tenemos

E(Y ) = b′(θ) (3.14)

Obtenemos la varianza como sigue

∂2l

∂θ2
= −b′′(θ)/a(φ)

Del resultado 3 de la sección 3.5, tenemos que

b′′(θ)/a(φ) = E
[
{Y − b′(θ)2

]
/a(φ)2

luego

var(Y ) = b′′(θ)a(φ)

(3.15)

Dado el vector y, una observación de Y , el estimador de máxima verosimilitud de β se

obtiene

L(β) =
n∏
i=1

fθi(Yi)

y por lo tanto la log-verosimilitud de β es

l(β) =
n∑
i=1

log[fθi(yi)] =
n∑
i=1

{yiθi − bi(θi)}/ai(φ) + ci(yi, φ)
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para ai(φ) = φ/wi

l(β) =
n∑
i=1

wi{yiθi − bi(θi)}/φ+ ci(φ, yi)

El proceso de maximización es por derivadas parciales utilizando mı́nimos cuadrados

ponderados sección 2.7, para cada elemento de β, igualando las ecuaciones a cero y

despejando β.

∂l

∂βj
=

1

φ

n∑
i=1

wi

(
yi
∂θi
∂βj
− b′i(θi)

∂θi
∂βj

)

según regla de la cadena

∂θi
∂βj

=
∂θi
∂µi

∂µi
∂βi

Según ecuación 3.14 y 3.15 obtenemos

∂µi
∂βi

= b′′j ⇒
∂θi
∂µi

=
1

b′′j(θi)

∂µi
∂βj

n∑
i=1

(yi − µi)
V (µi)

∂ui
∂βj

= 0,∀j

Sin embargo, estas ecuaciones según sección 3.7, se solucionan con el fin de encontrar β

por mı́nimos cuadrados ponderados no lineales, si los pesos V (µi) se conocen de antemano

y son independientes de β, decimos que,

∂l

∂βj
=

1

φ

n∑
i=1

[yi − b′i(θi)]
b′′i(θi)/wi

S =
n∑
i=1

(yi − µi)2

V (µi)

donde
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a) µi depende no linealmente de β, pero los pesos V (µi) son fijos

b) encontrar el estimador de mı́nimos cuadrados implica que ∂S/∂βj = 0∀j

Sea β̂[k] el vector de parámetros estimados para la iteracción kth y ν [k] y µ[k] sea el

vector con elementos ν
[k]
i = Xiβ̂

[k] y µ
[k]
i = g−1

(
ν

[k]
i

)
, respectivamente, donde g−1(.) es

la función inversa de función liga. Comenzamos calculando un parámetro estimado β̂[0],

el siguiente paso es iterar hasta que β̂[k] sea convergente.

1. Se calculan los términos V (µ
[k]
i ) dado que ocurre β̂[k] (V (µ

[k]
i ) comienza como fijo,

no como función de β).

2. Empleamos β̂[k] como valores iniciales, se realiza una iteración del método descrito

en la sección 2.7 para minimizar S con respecto a β para obtener β̂[k+1]. Sea V[k] la

matriz diagonal donde V[k]ii = V
(
µ

[k]
i

)
, podemos escribir a S como

S ≈
∥∥∥√V[k]−1 [y − µ(β)]

∥∥∥2

según la sección 3.7, podemos reemplazar a µ con la expansión de Taylor de primer

orden alrededor de β̂[k], tal que

S =
∥∥∥√V −1

[k]

[
y − µ[k] − J

(
β − β̂[k]

)]∥∥∥2

, donde J es la matriz jacobiana, con Jij = ∂µi/∂βj|β̂[k] . Sea

g(µi) = Xiβ ⇒ ǵ(µi)
∂µi
∂βj

= Xij

luego,

Jij =
∂µi
∂βj
|β̂[k] = Xij/ǵ

(
µ

[k]
i

)
. Sea G la matriz diagonal con elementos

Gii = ǵ(µ
[k]
i )

de modo que J = G−1X.

Por lo tanto,

S ≈
∥∥∥√V −1

[k] G
−1
[
G
(
y − µ[k]

)
+ η[k] −Xβ

]∥∥∥2
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=
∥∥∥√W [k]

(
z[k] −Xβ

)∥∥∥2

por definición de pseudodatos

z
[k]
i = ǵ

(
µ[k]
) (
yi − µ[k]

i

)
+ η

[k]
i (3.16)

con W [k], llamada “matriz diagonal de pesos ”donde

W
[k]
ii =

1

V

(
µ

[k]
i ǵ
(
µ

[k]
i

)2
) (3.17)

Los pasos siguientes son para obtener convergencia

2.1 Usando la actual µ[k] y ν [k] calculamos los pseudodatos z[k] y los pesos W [k]

2.2 Minimizamos la suma de cuadrados∥∥∥√W [k]
(
z[k] −Xβ

)∥∥∥2

con respecto a β, para obtener β̂[k+1], por lo tanto η[k+1] = Xβ̂[k+1] y µ[k+1]

3. Despues de k, para k+1.

Dado que la iteración necesita valores µ[0] y η[0] iniciales, no aśı β̂[0], por lo que la iteración

ajustada de µi = yi y η
[0]
i = g

(
µ

[0]
i

)
es decir que un leve ajuste de µ

[0]
i ,evita valores

infinitos de η
[0]
i (ejemplo, si yi = 0 con función logaritmo como función liga).

La estimación e inferencia con GLM, se basa en la teoŕıa de la estimación de máxima

verosimilitud, a pesar de la maximización de la probabilidad se convierte en un pro-

ceso iterativo requiere enfoque de mı́nimos cuadrados. Una distinción importante entre

los métodos de máxima verosimilitud y mı́nimos cuadrados es que el método de mı́ni-

mos cuadrados puede ser utilizado sin hacer suposiciones sobre la distribución de las

variables de respuesta Yi más allá de especificar los valores esperados y, posiblemente,

su estructura de varianza-covarianza. Por el contrario, para obtener los estimadores de

máxima verosimilitud es necesario especificar la distribución de probabilidad conjunta

(McCullagh, 1989) es el más completa, y se recomienda para GLM (Dobson, 2002)
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3.10. Modelos Lineales Generalizados Vectoriales

Un caso particular de los Modelos Lineales Generalizados de Vectores Aditivos (VGAM)

propuestos por (Yee, 2007) son los modelos Lineales Generalizados Vectoriales (VGLM),

los cuales pueden ser formulados como un modelo en donde la distribución condicional

de Y dado x es de la forma

f
(
y|x;µ, σ2,Γ

)
= F

(
y, η1, ..., ηn|σ2,Γ

)
(3.18)

donde

a) ηj = nj(x) = XTβj es el j-ésimo predictor lineal con β =
(
βT1 , ..., β

T
n

)T
coeficientes

de regresión.

b) Γ la matriz asociada, con entradas Γ(γij) que caracterizan la dependencia entre los

componentes de Y

F(·;σ2,Γ) es la función de densidad conjunta parametrizada por el vector de parámetros

de dispersión σ2 = (σ2, ..., σ2
n)
T

El trabajo principal es máximizar simultáneamente todos los parámetros θ = (β, σ2,Γ)

del modelo VGLM. En algunos casos la formulación del modelo general de VGLM puede

ser más espećıfico. Por ejemplo se puede asumir un VGLM a un vector de parámetros

con una regresión común β, para el análisis de datos longitudinales o cluster, donde los

efectos promedio de la población de las covariables son de interés. Además la matriz de

asociación Γ puede ser parametrizada por más de un parámetro α, denotada por Γ(α)

siguiendo la estructura de AR-1, o 1-dependencia. En este caso todos los parámetros del

modelo VGLM son denotados por θ = (β, σ2, α).

En particular, VGLMs y VGAMs muestran las ventajas de su uso, en al análisis de datos

extremos, pues permiten que todos los parámetros de la distribución de valores extremos

se puedan modelar como funciones lineales o suavizadas de covariables. Esto es,

yi|xi ∼ GEV (µ(xi), σ(xi), ξ(xi))

para

µ(xi) := g((Xβ)i)
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σ(xi) := h((Xβ)i)

ξ(xi) := k((Xβ)i)

Donde:

a) g,h,k son funciones suaves monótonas llamadas “funciones liga ”.

b) β vector de coeficientes de regresión.

c) X la matriz asociada con las xis.

Para estimar los parámetros de localización, escala y forma se utiliza el método de máxima

verosimilitud. (Yee, 2008) ha desarrollado un programa computacional bajo el programa

R, llamado VGAM, con el cual es posible estimar los parámetros de la distribución

(DVEG) y del modelo VGLM. El VGLM para respuestas univariadas utiliza

k(ξ(xi)) = ηi(xi) = βTxi = (β0 + β1xi1 + ...+ βnxin)

h(σ(xi)) = ηi(xi) = βTxi = (β0 + β1xi1 + ...+ βnxin)

g(µ(xi)) = ηi(xi) = βTxi = (β0 + β1xi1 + ...+ βnxin)

Con,

ηi =

(
µ, logσ, log

(
ξ +

1

2

))T
Aśı

k(ξ(xi)) = log
(
ξ + 1

2

)
= η1 = β(1)1 + β(1)2xi

h(σ(xi)) = logσ = η2 = β(2)1 + β(2)2xi

g(µ(xi)) = µ = η3 = β(3)1

(3.19)

El parámetro de forma ξ es complicado de estimar con precisión, a menos que se utilice

una gran cantidad de datos. La convergencia es lenta cuando ξ esta cerca de -0.5. La

restricción para este parámetro es basado en el método de verosimilitud, según (Coles

2001) para ξ > −0.5 los estimadores de máxima verosimilitud tienen las propiedades

asintóticas usuales. Cuando −1 < ξ < −0.5 se pueden obtener los estimadores de máxi-

ma verosimilitud pero no poseen las propiedades asintóticas usuales. Cuando ξ < −1 es

posible que no puedan obtenerse los estimadores de máxima verosimilitud. Bajo las re-

stricciones anteriores los estimadores (ξ̂, µ̂, σ̂) tienen aproximadamente una distribución

normal multivariada de media (ξ, µ, σ) y de matriz de covarianza igual al inverso de la
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matriz de información observada, evaluada en los estimadores de máxima verosimilitud.

Aunque esta matriz se puede calcular anaĺıticamente, es más sencillo calcularla numéri-

camente.

VGLMs son estimados por métodos iterativos de mı́nimos cuadrados ponderados (Iter-

atively Reweighted Least Squares (IRLS)), sección 3.7, para consulta el texto (Green,

1984), IRLS permite ajustar los modelos VGLM, la mayoria de los modelos pueden ser

ajustados y poseen log-verosimilitud

l =
n∑
i=1

wili (η1(x1), ...ηM(x1))

con wi pesos iniciales aditivos. Sea xi el vector de variables explicativas para la i− ésima
observación, para i = 1, ...,M . Según sección 3.9, tenemos

ηi =


η1(xi)

.

.

.

ηM(xi)

 = BT =


βT1 xi

.

.

.

βTMxi


El vector dependiente de pseudodatos asociado es según ecuación 3.16

zi = ηiW
−1
i di

donde

• a)di = wi
∂li
∂ηi

• b) Wi matriz diagonal de pesos, es definida positiva, ver ecuación 3.17.

Nota: Bajo condiciones regulares la teoŕıa de MLE, indica que los estimadores θ̂ =(
µ̂, σ̂, ξ̂

)
son consistentes y normalmente asintóticos y wiV ar (∂l/∂ηi) es igual a la matriz

de información esperada

−wiE
[
∂2li/

(
∂ηi∂η

T
i

)]
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Cuando es complicado obtener la segunda derivada de la log-verosimilitud, la información

esperada de Fisher se estimada con la expresión siguiente

I =
[
H(θ̂)B−1(θ̂)H(θ̂)

]−1

= H−1(θ̂)B(θ̂)H−1(θ̂)

donde, H(θ) es la matriz hessiana, para optimizar los procesos del modelo VGLM, se

utilizan los algoritmos Newton-Rapson y el algoritmo Fischer-scoring, respectivamente.

Según (Efron, 1978), Fischer-scoring es estable numéricamente, sin embargo, posee una

tasa de convergencia más lenta que Newton-Raphson.

3.11. Predicción espacial con Kriging

Los algoritmos de regresión lineal por mı́nimos cuadrados (kriging simple, kriging ordi-

nario, kriging con un modelo de tendencia y kriging de bloque) son modelos de dependen-

cia espacial que permiten abordar el problema de la estimación de valores de atributos

en lugares no muestreados (Goovaerts, 1997).

Considerando el problema de que se estime el valor de un atributo cont́ınuo z en cualquier

lugar no muestreado U usando solo z-datos disponibles en el área de estudio A, tal que

para n datos, tenemos {z(Uα), α = 1, ...n}. Kriging es el nombre genérico adoptado

por geoestad́ısticos para la familia de algoritmos de regresión por mı́nimos cuadradados

generalizado, todos los estimadores son más que variantes de kriging del estimador de

regresión lineal básica Z∗(U), definida como

Z∗(U)−m(U) =

n(U)∑
α=1

λα(U)[Z(Uα)−m(Uα)] (3.20)

donde λα(U) es el peso asignado al dato z(Uα) interpretado como una realización de la

variable aleatoria Z(Uα), los cuantiles m(U) y m(Uα) son los valores esperados de las

variables aleatorias Z(U) y Z(Uα), el número de datos que intervienen en la estimación,

aśı como sus pesos pueden cambiar de un momento a otro. En la práctica solo los n(U)

datos más cercanos a la localización U que son estimados pueden ser retenidos, esto

es, los datos dentro de una vecindad W (U) centrada en U . La interpretación de los

valores desconocidos z(U) y los valores de los datos z(Uα) como realizaciones de variables
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aleatorias Z(U) y Z(Uα) permite definir el error de estimación como una variable aleatoria

Z∗(U)− Z(U).

Las variantes de participación en el método kriging tienen el mismo objetivo que consiste

en tratar de minimizar estimación o la varianza del error σ2
E(U). Bajo la restricción del

estimador insesgado, esto es σ2
E(U) = V ar{Z∗(U)− Z(U)}

se minimiza con la restricción de que

E {Z∗(U)− Z(U)} = 0 (3.21)

El estimador de kriging vaŕıa según el modelo adoptado para la función aleatoria Z(U)

en śı. La función aleatoria Z(U) usualmente suele descomponerse en una componente

residual R(U) y un componente de tendencia m(U). El componente residual se modela

como una función aleatoria estacionaria con media cero y covarianza CR(h):

E {R(U)} = 0

Cov {R(U), R(U + h)} = E {R(U)·R(U + h)} = CR(h)

El valor esperado de la variable aleatoria Z en la posición U es por lo tanto el valor del

componente de tendencia en ese lugar:

E {Z(U)} = m(U)

Se pueden distiguir tres variantes de kriging de acuerdo con el modelo considerado por

la tendencia m(U)

1. Kriging simple: considera que la media m(U) debe ser conocida y constante a lo

largo del área de estudio A

m(U) = m

, conocida

∀U ∈ A

2. Kriging ordinario: considera las fluctuaciones locales de la media, al limitar el do-
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minio de la estacionalidad de la media para una vecindad local W (U): m(U
′
) son

constantes desconocidas, ∀U ′ ∈ W (U) A diferencia de kriging simple, aqúı la media

se considera desconocida.

3. Kriging con un modelo de tendencia: considera que el valor de la media local m(U)

es desconocido y sin problemas vaŕıa dentro de cada vecindad w(U), por lo tanto,

el estudio de toda la zona A. El componente de tendencia es modelado como una

combinación lineal de funciones fk(U) de las coordenadas

m(U
′
) =

K∑
k=0

ak(U
′)fk(U

′
)

con ak(U
′) ≈ ak constantes pero desconocidas ∀U ′ ∈ W (U) los coeficientes ak(U

′
)

son desconocidos y considerados constantes en cada vecindad local W (U). Por

convención f0(U
′
) = 1, por lo tanto el caso K = 0 es equivalente al kriging ordinario

(constante pero de media desconocida a0).

3.11.1. Kriging simple

Los modelos de la componente de tendencia m(U) conocida como media estacionaria m

nos permite escribir el estimador lineal (3.20) como una combinación lineal de (n(u) + 1)

piezas de información: las n(U) variables aleatorias Z(Uα) y el valor de media m:

Z∗SK(U) =

n(U)∑
α=1

λSKα (U)[Z(Uα)−m] +m =

n(U)∑
α=1

λSKα (U)Z(Uα) +

1 +

n(U)∑
α=1

λSKα (U)



Los pesos n(U) de λSKα (U) son entonces determinados para minimizar la varianza del

error σ2
E(U) = V arZ∗SK(U)− Z(U) bajo contracciones imparciales. El estimador simple

Kriging (SK) (3.21) es insesgado cuando la media es igual a cero. Utilizando la expresión

(3.21) tenemos

E {Z∗SK(U)− Z(U)} = m−m = 0

El error de estimación Z∗SK(U) − Z(U) puede ser visto como una combinación lineal de
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(n(U) + 1) con variables aleatorias residuales R(U) y R(Uα):

Z∗SK(U)−Z(U) = [Z∗SK−m]−[Z(U)−m] =

n(U)∑
α=1

λSKα (U)R(Uα)−R(U) = R∗SK(U)−R(U)

(3.22)

donde R(Uα = Z(Uα)−m) y R(U) = Z(U)−m

La varianza del error puede expresarse como una doble combinación lineal de los valores

de la covarianza residual:

σ2
E(U) = V ar {R∗SK(U)}+ V arR(U)− 2Cov {R∗SK(U), R(U)}

=
∑n(U)

α=1

∑n(U)
β=1 λ

SK
α (U)λSKβ (U)CR(Uα − Uβ + CR(0))

−2
∑n(U)

α=1 λ
SK
α (U)CR(Uα − U)

= Q(λSKα (U), α = 1, ..., n(U))

(3.23)

La varianza del error (3.23) se describe como una forma cuadrática Q(.) en los pesos

n(U) de λSKα (U) los pesos óptimos son aquellos que minimizan la varianza del error, son

obtenidos igualando a cero cada una de las primeras derivadas parciales de las n(U)

1

2

∂Q(U)

∂λSKα (U)
=

n(U)∑
β=1

λSKβ (U)CR(Uα − Uβ)− CR(Uα − U) = 0, α = 1, ..., n(U) (3.24)

El sistema (3.24) de n(U) ecuaciones lineales es conocido como el sistema de ecuaciones

normales o del sistema Kriging simple. La estacionaridad de la media implica que la

función covarianza residual CR(h) es igual a la función de covarianza estacionaria C(h)

de las funciones aleatorias Z(U), definida como sigue:

CR(h) = ER(U)R(U + h) = E[Z(U)−m][Z(U + h)−m] = C(h) (3.25)

Por lo tanto, el sistema kriging simple (3.24) puede ser escrito en términos de Z-covarianzas

como
n(U)∑
β=1

λSKβ (U)C(Uα − Uβ) = C(Uα − U), α = 1, ..., n(U) (3.26)

La varianza de error minimo, tambien llamada varianza SK es deducida cuando sustitu-
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imos la expresión (3.25) en la definición (3.23) de la varianza del error

σ2
SK(U) = C(0)−

n(U)∑
α=1

λSKα (U)C(Uα − U) (3.27)

3.11.2. Notación de correlograma

El kriging simple en términos de el correlograma ρ(h), se obtiene dividiendo la ecuación

(3.25) por la varianza C(0), esto es, para

n(U)∑
β=1

λSKβ (U)ρ (Uα − Uβ) = ρ (Uα − U)

donde α = 1, ..., n(U)

La varianza SK esta dada por

σ2
SK(U) = C(0)

1−
n(U)∑
α=1

λSKα (U)ρ (Uα − U)



3.11.3. Notación matricional

En notación matricional, el kriging simple de ecuación (3.26) puede escribirse como

KSKλSK(U) = kSK

donde KSK es la matriz de covarianzas de n(U)× n(U)

KSK =


C(U1 − U1) ... C(U1 − UN(U))

. . .

. . .

. . .

C(Un(U) − U1) ... C(Un(U) − Un(U))



λSK(U) es el vector de pesos de SK, y kSK es el vector de covarianzas para datos
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desconocidos

λSK(U) =


λSK1 (U)

.

.

.

λSKn(U)(U)



SK(U) =


C(U1 − U)

.

.

.

C(Un(U) − U)


Los pesos que el Kriging requiere para estimar los SK se obtienen multiplicando la inversa

de la matriz de covarianza de los datos por el vector de covarianzas de datos desconocidos

λSK(U) = K−1
SKkSK

de modo que

σ2
SK(U) = C(0)− λTSK(U)kSK = C(0)− kTSKK−1

SKkSK

El sistema de kriging simple (2.19) tiene solución única y la varianza kriging resultante

es postitiva si la matriz de covarianza KSK = [C(Uα − Uβ)] es definida positiva, esto es,

• a) Si α 6= β entonces Uα 6= Uβ

• b) El modelo covarianza C(h) es permisible



Caṕıtulo 4

Prueba de razón de verosimilitudes

generalizada para tendencia en la

serie de extremos

4.1. Prueba Propuesta

Una forma de evaluar la adecuación de un modelo es compararlo con un modelo más

general con el máximo número de parámetros que pueden ser estimados, llamado modelo

saturado ˝. Sean Yi con i = 1, ..., N observaciones de valores diversas para el componente

lineal XT
i β, decimos que un modelo saturado se puede especificar con N parámetros,

es decir, un parámetro por observación esto también llamado modelo completo˝. Sea

m el número máximo de parámetros que pueden ser estimados, sea βmax el vector de

parámetros del modelo saturado y sea bmax el estimador de máxima verosimilitud de

βmax .

La función de verosimilitud L(bmax; y) para el modelo saturado evaluado en bmax será más

grande que ningún otra función de verosimilitud, porque posee la mas completa descrip-

ción de los datos. Sea L(b; y) el máximo valor de la función de verosimilitud para el

modelo de interés. Entonces la razón de verosimilitud es

λ =
L(bmax; y)

L(b; y)

35
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es una alternativa de prueba para ajustes de el modelo. El logaritmo de la razón de

verosimilitud, es la diferencia las funciones de log-verosimilitud

logλ = l(bmax; y)− l(b; y)

Los valores grandes de logλ sugiere que el modelo de interés es una descripción pobre de

los datos relacionados al modelo saturado. La devianza, es llamada estad́ıstica (razón)

de log- verosimilitud definida

D = 2 [l(bmax; y)− l(b; y)]

La aproximación por serie de Taylor para una función f(x) de una variable cercana al

valor t es

f(x) = f(t) + (x− t)
[
df

dx

]
x=t

+
1

2
(x− t)2

[
d2f

dx2

]
x=t

+ ...

según x se aproxime a t Para una función de log-verosimilitud de un sólo parámetro β los

primeros tres términos de la aproximación de la serie de Taylor proximo a un b estimado

es

l(β) = l(b) + (β − b)U(b) +
1

2
(β − b)2U ′(b)

donde U(b) = dl
dβ

es la función evaluada en β = b. Si U ′ = d2l
dβ2 es

l(β) = l(b) + (β − b)U(b)− 1

2
(β − b)2τ(b)

donde τ(b) es la información evaluada en β = b. La aproximación que corresponde a la

función de log-verosimilitud para un vector de parámetros β es

l(β) = l(b) + (β − b)TU(b)− 1

2
(β − b)T τ(b)(β − b)

donde U es el vector de score y τ es la matriz de informació. Si b es el estimador de

máxima verosimilitud de el parámetro β, es decir, U(b) = 0.

l(β)− l(b) = −1

2
(β − b)T τ(b)(β − b)

aproximadamente. La estad́ıstica

2 [l(b; y)− l(β; y)] = (β − b)T τ(b)(β − b)
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tiene distribución chi-cuadrada χ2(p) donde p es el número de parámetros De el resultado

de la distribución muestral de la devianza

D = 2 [l(bmax; y)− l(b; y)] = 2 [l(bmax; y)− l(βmax; y)]−2 [l(b; y)− l(β; y)]+2 [l(βmax; y)− l(β; y)]

El primer término tiene distribución χ2(m) donde m es el número de parámetros en el

modelo saturado. El segundo término tiene distribución χ2(p) donde p es el número de

parámetros en el modelo de interés. El tercer término υ = 2 [l(βmax; y)− l(β; y)] es una

constante positiva que tiende a cero si el modelo de interés ajusta la mayoria de los datos,

asi como el modelo saturado. Aśı D ∼ χ2(m− p, υ)

La devianza es una estad́ıstica que permite comparar dos modelos que necesitan estar

anidados, es decir, que tengan la misma distribución de probabilidad y la misma fun-

ción liga, pero el componente lineal de el modelo más simple M0 es un caso especial de

componente lineal que el modelo más general M1 Considerando la hipótesis H0 : β = β0

Para probar la existencia de tendencia en la serie de valores extremos, incluimos al factor

tiempo (t) como covariable en los parámetros de regresión asociados a los parámetros de

escala y forma del modelo DGEV.

Sea Yt ∼ DGEV (µ, σ(t), ξ(t)) los valores máximos (mı́nimos) anuales tomados en el

tiempo (t). La hipótesis de interés es: H0: No hay evidencia estad́ıstica de tendencia

en los parámetros de regresión asociados a los parámetros de la distribución de valores

extremos generalizada

Modelo reducido = M0

Y1 ∼ DGEV (g−1(β3), h−1(β2), k−1(β1))

H1 : Existencia de evidencia estad́ıstica de tendencia en los parámetros de regresión

asociados a los parámetros de escala y forma de la distribución de valores extremos

generalizada. Modelo completo =M1

Yt ∼ DGEV (g−1(β(3)1), h−1(β(2)1 + β(2)2t), k
−1(β(1)1 + β(1)2t))
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utilizando la estadistica de prueba

2[l(M1)− l(M0)] ∼ χ2
p1−p0

donde:

a) pi es el número de parámetros (Mi)

b) l(Mi) es la log-verosimilitud del modelo Mi, con i = 0, 1.

Si la hipótesis nula se rechaza, entonces el modelo M1 es más verosimil en ocurrencia que

el modelo M0

4.2. Potencia de la prueba de razón de verosimili-

tudes generalizada para tendencia en la serie de

extremos

En una prueba de hipótesis H0 vs H1, un error de tipo II ocurre cuando H1 es verdadera

pero H0 no es rechazada. La potencia de una prueba eta dada por la función potencia

π : Θ → [0, 1], que es la probabilidad π(θ) de rechazar H0 dado que el verdadero valor

del parámetro es θ. Sea θ1 ∈ Θ1, la probabilidad de cometer el error tipo II es 1− π(θ1).

Idealmente podriamos preferir una prueba de menor probabilidad de error. El error de

tipo I (rechazar H0 dado que H0 es verdadera) es controlado por el nivel de significancia

elegido. Menor error tipo II corresponde a potencia alta bajo la hipótesis alternativa.

Cuando comparamos pruebas de algunas hipótesis con algún nivel de significancia nos

interesa comparar la potencia de las pruebas. Si la función potencia de la prueba no puede

ser derivada anaĺıticamente, la potencia de la prueba comienza con una alternativa fija

θ1 ∈ Θ1 se emplea el método Monte Carlo, note que la función de potencia es definida

para todo θ ∈ Θ pero el nivel de significancia α controla π(θ) ≤ α para todo θ ∈ Θ0.

Monte Carlo es un método estad́ıstico basado en un muestreo aleatorio para analizar

el comportamiento del estimador con datos simulados. Mediante Método Monte Carlo

mostramos la sensibilidad de el modelo VGLM para detectar tendencias, como sigue:
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1) Fijamos los valores de las pendientes distintas e iguales a cero asociadas a los

parámetros de regresión de los parámetros de la Distribución de Valores Extremos

Generalizada (GEV).

2) Generamos n variables aleatorias de GEV.

3) Se agrega a cada una de las n variables aletarias el valor del producto de una

pendiente determinada y la variable tiempo (con longitud n).

4) Se ajusta el modelo completo utilizando VGLM a las variables del paso 3).

5) Se ajusta el modelo reducido utilizando VGLM a las variables del paso 3).

6) Se comparan los modelos del paso 4) y 5) con prueba de razón de verosimilitudes

y se contabiliza las veces que se rechaza la hipótesis nula.

7) El cociente de los rechazos de la hipótesis nula y las iteraciones del método, nos

indica la gráfica de prueba de potencia que se presenta.
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Figura 4.1: Prueba de razón de verosimilitudes para probar tendencias cuando se
utiliza el modelo DGEV, para tamaño de muestra n= 10,000 ,la potencia
fue usando simulación Monte Carlo



Caṕıtulo 5

Metodoloǵıa propuesta para analizar

datos extremos de variables

meteorológicas

5.1. Metodoloǵıa Propuesta

La fuente de información utilizada, en este trabajo es la MAYA v1.0 como consecuencia

del análisis comparativo con la base de datos CLICOM (Mexico Climatological Station

Network Data) del Servicio Meteorológico Nacional. Pasos:

• Se ubican, según coordenadas (longitud, latitud) los 270 nodos de la Maya v1.0 del

estado de Durango, que registran la información diaria de las variables meteorológi-

cas (temperatura máxima (TMAX), temperatura mı́nima (TMIN) y precipitación

máxima (P), en el periodo de 1961-2000.

• Se ordenan la información de los nodos por fecha y se obtienen los valores extremos

(máximos, mı́nimos, percentiles), por bloques anuales, según el teorema 1 (Fisher-

Tippet-Gnedenko), se distribuyen con DGEV, si se cumplen ciertas condiciones.

• Se usa la libreria de funciones de VGLM del paquete estad́ıstico R (Team, 2012)

para ajustar el modelo completo (cuando el tiempo es la variable predictora) donde

se supone que la serie es no estacionaria y suponiendo estacionariedad en el modelo

40
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reducido (sin el tiempo como covariable). Los coeficientes de regresión del modelo

completo, representan el efecto de tendencia en la variable de extremos.

• Se utiliza una prueba de razón de verosimilitudes generalizada para probar la

estacionariedad, usando la verosimilitud de los modelos completo y reducido. La

hipótesis nula define que no hay evidencia estad́ıstica de tendencia de valores ex-

tremos, contrariamente la hipótesis alternativa define la existencia de evidencia

estad́ıstica de tendencia con respecto a los parámetros de escala y de forma.

• Se estiman los coeficientes de tendencias bajo el modelo VGLM, los cuales, da-

do que se obtienen usando el método de máxima de verosimilitud, para muestras

grandes se distribuyen normalmente por lo se aplica el método Kriging simple para

interpolar las tendencias y se presentan los mapas de tendencia para las variables

meteorológicas, utilizando la aplicación ArcGIS 8.1.

5.2. Descripción de la base de datos Maya v1.0

Los datos faltantes en las mediciones de las series de tiempo de variables climáticas es

un problema fuerte, en el sentido de que, la información de la base de datos Mexico Cli-

matological Station Network Data (CLICOM), que suministra mediciones en estaciones

climatológicas tradicionales, es una información con datos faltantes, debido a diferentes

factores tanto en la medición, como en situaciones ajenas a nuestro estudio.

Los valores máximos ( mı́nimos ) extremos de las variables (temperatura y precipitación),

se obtuvieron de la base de datos Maya v1.0, propuesta por el Servicio Meteorológico Na-

cional (SMN) de la Comisión Nacional del Agua (CONAGUA), a través de la Consultora

Nacional de la Organización Mundial de Meteoroloǵıa, M.C Isabel Quintas, adscrita a la

Universidad Autónoma Metropolitana (CONAGUA, 2011).

La MAYA v1.0 va de la longitud -117.2 ◦( 117.2 ◦W) a la longitud -86.0 ◦(o 86.0 W) y

de la latitud (norte) +14.0 ◦a la latitud (norte) +33.0◦. Se trata de una malla de 96 ren-

glones por 157 columnas, es decir de 15,072 nodos. Los nodos están separados entre śı por

0.2◦en ambas direcciones ortogonales. Por supuesto, muchos de estos nodos caen sobre

zonas maŕıtimas y por ende no tienen su valor definido; 4,542 nodos tienen valor definido

al encontrarse sobre tierra y 10,530 no lo tienen por estar sobre el mar. La separación entre

nodos equivale en forma burda a aproximadamente 20 km de distancia, es decir se tiene un
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valor por cada 400 km2delterritorionacional.Elintervalocubiertoesde40años, desdeel1◦de

enero de 1961 hasta el 31 de diciembre de 2000, es decir 14,600 d́ıas. Los d́ıas 29 de febrero

de los años 1964, 1968, 1972, 1976, 1980, 1984, 1988, 1992, 1996 y 2000 no aparecen en la

base de datos. La resolución temporal es igual a la original de los datos, diaria. Como en

el caso de la base de datos administrada con CLICOM, los d́ıas van de las 8 horas local de

un d́ıa a las 8 horas local del d́ıa siguiente. Cada d́ıa se etiqueta con la fecha del cierre del

intervalo diario que representa (lo que no coincide en todas las variables con la convención

utilizada en CLICOM). Tres de las cinco variables que se miden cuantitativamente en las

estaciones climatológicas tradicionales se manejan en MAYA v1.0:

a) Temperatura mı́nima diaria (◦C)

b) Temperatura máxima diaria (◦C)

c) Precipitación pluvial (mm).

d) Temperatura ambiente a la hora de la lectura (8 horas local)

e) Evaporación diaria.

El algoritmo de interpolación con el que se realizó dicha malla regular es el promedio

pesado de los valores en las estaciones vecinas con pesos proporcionales al inverso del

cuadrado de la distancia de cada estación al nodo en cuestión. Se utilizaron un máximo

de las 24 estaciones vecinas más cercanas manteniendo el mı́nimo número de estaciones

que producen un valor nodal en 5 estaciones vecinas. La búsqueda de las 24 estaciones

vecinas se realiza en cuatro cuadrantes alrededor del nodo (NW, NE, SW, SE) con hasta 6

estaciones en cada cuadrante. El proceso de interpolacón suaviza el campo de la variable

y rasura los picos de su distribución geográfica.

La base de datos interpolada en malla regular presenta las siguientes ventajas con respecto

a la original de mediciones puntuales:

a) Los nodos tienen un valor para cada d́ıa, no existen huecos; el valor representa

la mejor estimación posible de la variable en dicho nodo, dadas las mediciones

disponibles y para el algoritmo de interpolación utilizado.

b) La velocidad de procesamiento es mucho mayor que en el caso de los datos medidos

en las estaciones puntuales originales.
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Figura 5.1: Número de estaciones ECT’s utilizadas para el calculo de los valores
nodales

Figura 5.2: Distancias promedio de ECT’s al nodo calculado

c) La velocidad de procesamiento es tal que, aún cuando se tenga interés solamente

en una cierta región (digamos una cuenca) los cálculos se pueden realizar a nivel

nacional y hasta el final recortar el resultado al interior del rectángulo o interior

del contorno irregular de interés.
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Limitaciones de la MAYA v1.0:

a) Los valores nodales interpolados fueron obtenidos directamente de los datos de CLI-

COM sin controles de calidad adicionales. Algunos de los valores nodales pueden

estar contaminados por valores medidos puntuales incorrectos. Aún aśı, salvo ex-

cepciones, el efecto de una sola estación incorrecta debe ser relativamente menor,

pero por lo mismo, la identificación de datos obviamente equivocados se hace más

dif́ıcil.

b) El algoritmo de interpolación utilizado no considera la anisotroṕıa que podŕıa

provenir del relieve topográfico, es decir, sólo considera cualquier valor vecino en

forma independiente a que su altitud sobre el nivel del mar sea más o menos pare-

cida a la del nodo en cuestión.

c) En efecto, los valores máximos y mı́nimos medidos se ven suavizados en cierto gra-

do, y son dif́ıciles de evaluar de los datos nodales. En aplicaciones que esta suavidad

afecta significativamente el resultado, se debe recurrir a los datos puntuales origi-

nalmente medidos en la base de datos administrada con CLICOM.

d) La franja costera y la franja aledaña a las fronteras internacionales pueden contener

datos sesgados hacia las mediciones en el interior del páıs, pues en ellas el resultado

nodal puede ser el resultado de una interpolación en solo un hemisferio (o menos)

alrededor del nodo.

a) Analizamos las observaciones diarias de las variables meteorológicas (temperatura

máxima, temperatura mı́nima y precipitación), en 270 nodos que conforman el

estado de Durango, en el periodo de 1961-2000.

b) Obtenemos los valores máximos anuales y aplicamos VGLM en modelo completo

(cuando el tiempo es variable predictora) y VGLM en modelo reducido.

c) Comparamos utilizando prueba de razón de verosimilitud, los modelos completo y

reducido, con la hipótesis nula que no hay evidencia estadistica de tendencia contra

la hipótesis alternativa que si existe evidencia estadistica de tendencia con respecto

a los parómetros de escala y de forma.

d) Se interpolan las tendencias utilizando el método Kriging ordinario y se presentan

los mapas de tendencia para las variables meteorológicas.



Caṕıtulo 6

Modelación espacio temporal de

eventos climaticos extremos en el

estado de Durango

El estado de Durango, se localiza al norte 26◦53
′

al sur 22◦16
′

de latitud norte, al este

102◦29
′

al oeste 107◦16
′

de longitud oeste, ocupa el 6.3 por ciento del territorio nacional

con 123 451.3 km2, colinda al norte con Chihuahua y Coahuila de Zaragoza, al este con

Coahuila de Zaragoza y Zacatecas y al sur con Zacatecas, Nayarit y Sinaloa y al oeste

con Sinaloa y Chihuahua, impera el clima semiseco templado con un porcentaje del 27.2,

templado subhumedo con lluvias en verano 22.6,muy seco cálido con un 14.2, semifrio

subhúmedo con lluvias en verano 11.2, semicálido subhúmedo 7.8, otros tipos de cĺıma 9.3

de la superficie estatal, posee 39 municipios y 5794 localidades. La superficie de unidades

en producción es 4 107 953 hectáreas, con el 80.1 porciento de superficie agŕıcola de

temporal, sugerimos el texto (INEGI, Diciembre 2011).

Se presenta el mapa municipal en la Figura 6.1 y el mapa de la ubicación Figura 6.2, de

los 270 nodos y algunas localidades (en puntos de colores) que conforman el estado de

Durango, cubierto con la Maya v1.0.

45
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Figura 6.1: División municipal, Durango México

Figura 6.2: Nodos de Maya v1.0 en Durango, México

Los nodos presentados en colores en la Figura 6.2, ubicados dentro de los ĺımites del

estado de Durango, indican localidades de interés en el estado. En las Figuras 6.3, 6.4 y

6.5 se muestra el comportamiento de las series de tiempo de las variables climáticas de
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interés (temperatura máxima anual, temperatura mı́nima anual y precipitación) en las

localidades señaladas

Respecto a la variable TMAX podemos decir que se muestra una marcada variación en

cuanto las pendientes asociadas al parámetro de escala, lo que indica que a los largo de

los 40 años analizados, los valores se han alejado de la media en temperatura máxima,

significativamente.

En la Figura 6.3 Algunas localidades al norte del estado de Durango, presentan tem-

peratura máxima mayor, que algunas localidades al sur, El salto registra la temperatura

máxima menor.

Figura 6.3: Series de tiempo anuales de TMAX (grados) de algunas localidades del
estado de Durango (1961-2000).
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Figura 6.4: Series de tiempo anuales de TMIN (grados)de algunas localidades del
estado de Durango (1961-2000).

En la Figura 6.4 se observa en las gráficas, el comportamiento de temperaturas mı́nimas,
algunas localidades al sur del estado de Durango, presentan temperaturas mı́nimas menores
que algunas localidades al norte, a lo largo de 40 años. La localidad El salto registra
temperaturas mı́nimas menores.
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Figura 6.5: Series de tiempo de precipitaciones máximas anuales de algunas locali-
dades del estado de Durango (1961-2000).

En la Figura 6.5 se indica la variación anual en la precipitación máxima (miĺımetros) de
las localidades. Las localidades de El Salto y Durango presentan en el incio de la tercera
década una tendencia positiva, sin embargo, es complicado observar alguna tendencia.
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Figura 6.6: Series de tiempo de valores máximos y percentiles de promedios diarios ,
anuales de 270 nodos del estado de Durango (1961-2000).

En la Figura 6.6 se observa el comportamiento de los valores máximos y mı́nimos de
temperatura (promedio diario de 14600 d́ıas), del percentil 90 (TMAX, P) y del

percentil 10 (TMIN). Los valores representan el promedio diario de los 270 nodos.
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Mostramos las series de tiempo de las localidades que mencionamos, de la base de datos

CLICOM y la MAYA V1.0 para justificar, el uso de ésta ultima.

Figura 6.7: Series de tiempo de datos CLICOM y Maya v1.0, variable TMIN.

De la figura 6.7 Las localidades Villa Hidalgo, Villa Unión y San Bernardo no tienen

información suficiente en CLICOM, siendo esto ventaja al usar la Maya v1.0., las series

de tiempo de la Maya v1.0 en las localidades de Cuencamé, Santa Maria del Oro y

Mapimı́, presentan similitud en su comportamiento comparadas con las series de tiempo

de CLICOM, en las localidades de El Salto, Nombre de Dios, Durango, observamos que

las series para CLICOM no estan completas por lo que no tienen información estas

estaciones, en la localidad de Guadalupe Victoria y Canatlán se observan los valores

mı́ximos de la Maya v1.0 por encima de los registros de los valores reales CLICOM.
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Figura 6.8: Series de tiempo de datos CLICOM y Maya v1.0, variable Precipitación
máxima.

De la figura 6.8 Las series de tiempo de las localidades de Mapimi, Cuencamé, Santa Ma

del Oro, Nombre de Dios, Canatlán y Guadalupe Victoria presentan valores máximos de

la base de datos Maya v1.0 por debajo de las observaciones de CLICOM con diferencias

significativas, por lo que respecta a las localidades de Villa Hidalgo, San Bernardo pode-

mos notar que los valores máximos de la Maya v1.0 están por encima de los valores de

CLICOM, la localidad de Villa Unión no presenta información en CLICOM.
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De la figura 6.9 Los valores máximos de las series de tiempo de Maya v1.0 en temperatura

máxima son mayores respecto a los de CLICOM, en las localidades de Mapimı́ , Cuen-

camé y Guadalupe Victoria el comportamiento de la serie es parecido, excepto en algunos

puntos, las localidades de Canatlán, El Salto y San Bernardo presentan valores máximos

de las series de tiempo de Maya v1.0 ,muy por encima de CLICOM, la localidad de Villa

Hidalgo y de Villa Unión no presenta información en CLICOM. Por lo que trabajar con

Maya v1.0 es viable puesto que proporciona mayor información.

Figura 6.9: Series de tiempo de datos CLICOM y Maya v1.0, variable temperatura
máxima.



Índice de figuras 54

Se presenta el ajuste del modelo completo y del modelo reducido, bajo la prueba de

razón de verosimilitudes. La hipótesis nula define que no hay evidencia estad́ıstica de

tendencia de valores, contrariamente la hipótesis alternativa define la existencia de evi-

dencia estad́ıstica de tendencia con respecto a los parámetros de regresión asociados a los

parametros de escala y de forma ver ecuación 3.19. En los cuadros 6.1 y 6.2 se ilustra el

uso de la prueba de razón de verosimilitud para algunos nodos en el caso de precipitación

máxima.

Localidades β(1)2 β(2)2 L(M1)
Mapimı́ 0.07364496 0.008476241 -147.5936

Villa Unión -0.06612629 -0.015557579 -144.4678
El Salto 0.10045735 0.002131688 -156.5825
Durango 0.42849085 0.030995383 -149.7359

Guadalupe Victoria -0.10708991 -0.00671777 -141.1926
Canatlán 0.01837839 0.0041567 -132.5406
Cuencamé -0.20115133 -0.006367134 -138.919

Sta. Ma. del oro -0.0568312 -0.019716465 -136.2915
San Bernardo 0 .13216802 -0.007639798 -163.8904
Villa Hidalgo 0.0168877 0.019031006 -162.042

Nombre de Dios 0.02058847 0.007357268 -139.4725

Cuadro 6.1: Log-verosimilitud, L(M1) del modelo M1, con β(1)2 y β(2)2 pendientes
asociadas al parámetro de forma y escala, en localidades de interés en
Durango, México

Localidades L(M0)
Mapimı́ -147.8438

Villa Unión -145.4223
El Salto -156.9733
Durango -161.2376

Gpe. Victoria -141.759
Canatlán -132.5746
Cuencamé -141.5256

Sta. Ma. del oro -137.6793
San Bernardo -164.767
Villa Hidalgo -163.8981

Nombre de Dios -139.6125

Cuadro 6.2: Log-verosimilitud, L(M0), del modelo M0, en localidades de interés en
Durango, México
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En el cuadro 6.3 se muestran los valores de la devianza y se compara con el cuantil de

la chi-cuadrada (3.841459) para obtener la decisión si se rechaza H0. Los valores iguales

a uno indican tendencia en los parámetros de regresión asociados a los parámetros de

escala y forma de la DGVE, respecto a la variable precipitación para las localidades de

Durango y Cuencamé a lo largo de los 40 años de estudio.

Regla de decisión Tendencias
0.50034541 < χ2

(0.95,1) 0

1.90902749 < χ2
(0.95,1) 0

0.78152139 < χ2
(0.95,1) 0

23.0033907 > χ2
(0.95,1) 1

1.13278249 < χ2
(0.95,1) 0

0.06791642 < χ2
(0.95,1) 0

5.21314379 > χ2
(0.95,1) 1

2.77577696 < χ2
(0.95,1) 0

1.75326817 < χ2
(0.95,1) 0

3.71216867 < χ2
(0.95,1) 0

0.27997565 < χ2
(0.95,1) 0

Cuadro 6.3: Resultados de ajuste con VGLM, se usaron valores extremos (máximos,
mı́nimos) en precipitación máxima, localidades de interés.

Uso de la prueba de razón de verosimilitud para probar tendencias en la precipitación máxima

1961-2000 en algunas localidades de Durango. Rechazamos H0 si

Devianza>
(
χ2

(0.95,1) = 3.841459
)

El cuadro 6.4 presenta las tendencias en el ajuste de VGLM con respecto a los parámet-

ros de escala y forma, en los 270 nodos, en el estado de Durango, bajo la hipótesis nula

(tendencia) y la hipótesis alternativa ( no tendencia) de la prueba de razón de verosimil-

itudes.

Variable Nodos convergentes Nodos analizados Tendencias signi
-ficativas al 5 %

Precipitación máxima 20 250 98
Temperatura máxima 19 250 161
Temperatura mı́nima 22 250 178

Cuadro 6.4: Resultados de ajuste con VGLM, se usaron valores extremos (máximos,
mı́nimos), caso Durango, Mexico.

Nota: Se considera un nodo no convergente cuando el programa VGAM no pudo obtener los

estimadores de máxima verosimilitud por problemas numéricos.
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Variable Nodos convergentes Nodos analizados Tendencias signi
-ficativas al 5 %

Precipitación máxima 255 250 97
Temperatura máxima 20 250 183
Temperatura mı́nima 12 258 196

Cuadro 6.5: Resultados de ajuste usando VGLM, valores extremos (percentil 90, per-
centil 10), caso Durango, Mexico.

Presenta las tendencias en el ajuste de VGLM con respecto a los valores percentil 90 y 10 de

los coeficientes de regresión asociadas a los parámetros de escala y forma, en los 270 nodos, en

el estado de Durango, bajo la hipótesis nula (tendencia) y la hipótesis alternativa ( no

tendencia) de la prueba de razón de verosimilitudes.

Observar las gráficas de las series de máximos de las variables a estudiar, en las locali-

dades mencionadas, desde el punto de vista gráfico, provoca conocer a mayor profundi-

dad el comportamiento de los valores máximos de las series, para ello implementamos la

metodoloǵıa propuesta con VGLM y el método Kriging de interpolación. Se grafican los

valores de β(1)2 y β(2)2 que son las pendientes asociadas a los parámetros de escala y forma

respectivamente. Los mapas de tendencia para las variables meteorológicas generados me-

diante interpolación en la aplicación de sistema de información geográfica ArcGis8.1, se

presentan a continuación Figuras 5.10 -5.15 en donde comparamos los mapas de análisis

de la pendiente asociada a los parámetros de regresión de la distribución de valores ex-

tremos generalizada, se compara cuando se seleccionan los valores máximos por bloque y

cuando se usan los valores percentil 90 (precipitación y temperatura máxima) y percentil

10 (temperatura mı́nima) por bloque.

De las Figuras 6.10 - 6.15 se pudo notar que hay similitudes en ciertas regiones al comparar

los mapas de tendencias, obtenidas con valores máximos anuales y los valores percentil

90 anuales. se observa que hay un aumento considerable en la tendencia (positiva y

negativa) en el parámetro de escala en temperaturas máximas anuales en algunas áreas

del estado, en temperaturas mı́nimas y precipitación máxima anual, lo que significa, que

éstas regiones son más propensas a manifestar algún fenómeno climático extremo, por

la tendencia de los 40 años de estudio. Los mapas generados se pueden emplear para

localizar áreas donde eventos extremos pueden ser aún más severos en el futuro. Al norte

y al oeste del estado se presentan las temperaturas máximas mayores, al sureste del

estado temperaturas mı́nimas menores y al sur y suroeste precipitación máxima menor.
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Figura 6.10: Mapas de tendencia en el parámetro de escala y de forma de la DVEG
para la variable TMIN

Figura 6.11: Mapas de tendencia en el parámetro de escala y de forma de la DVEG
para la variable TMIN, con percentil 10

6.1. Modelación de datos extremos de variables me-

teorológicas (TMAX,TMIN,P) en la República

Méxicana

En el cuadro 6.6 se registran las tendencias a nivel nacional.
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Figura 6.12: Mapas de tendencia en el parámetro de escala y de forma de la DVEG
para la variable TMAX.

Figura 6.13: Mapas de tendencia en el parámetro de escala y de forma de la DVEG
para la variable TMAX,con percentil 90
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Figura 6.14: Mapas de tendencia en el parámetro de escala y de forma de la DVEG
para la variable precipitación máxima anual.

Figura 6.15: Mapas de tendencia en el parámetro de escala y de forma de la DVEG
para la variable precipitación máxima anual, utilizando percentil 90 de
los datos de la Maya v1.0
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Figura 6.16: Mapa de tendencias en la pendiente de regresión, precipitación máxima,
República Méxicana .

Figura 6.17: Mapa de tendencias en la pendiente de regresión, TMAX, República
Méxicana

Variable Nodos convergentes Nodos analizados Tendencias signi
-ficativas al 5 %

Precipitación máxima 3981 4542 1587
Temperatura máxima 3825 4542 2465
Temperatura mı́nima 3798 4542 2574

Cuadro 6.6: Resultados del ajuste de VGLM, se usaron valores máximos(mı́nimos),
por bloques anuales, República Mexicana.
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Figura 6.18: Mapa de tendencias en la pendiente de regresión, TMIN, República
Méxicana



Caṕıtulo 7

Conclusiones

a) Se muestra y prueba una metodoloǵıa para investigar el comportamiento espacio-

tiempo de valores extremos en series meteorológicas. Las tendencias obtenidas para

el estado de Durango en las variables estudiadas sirven para monitorear los posibles

cambios en variables climáticas y anticipar escenarios ante un eventual cambio

climático.

b) Los mapas de tendencia de los parámetros de escala y forma para la República

Mexicana, muestran significativamente tendencia en ciertas regiones, sin embargo,

solo nos indican que es posible asociarles algún tipo de distribución dependiendo

del comportamiento del parámetro de forma, esto, con la finalidad de un estudio

más exhaustivo.

c) Como algoritmo de optimización en VGLM se sugiere implementar y comparar

los algoritmos Gauss-Newton (Ruppert,2005) y Maximization by Parts (MBP)

(Song,et,al.- 2005)

d) Es posible implementar VGAM considerando las variables altitud, evaporación di-

aria, entre otras, para investigaciones posteriores.
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Anexos

Anexo A:Densidad de DGEV

Sea Y ∼ DGEV (µ, σ, ξ), decimos que la función de distribución acumulada de Y es

G(y) = exp

{
−
[
1 +

(
ξ(y−µ)
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)]−( 1
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}
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Si x ∼ DGEV (µ, σ, ξ) entonces Y = ax ∼ DGEV Sea Y = ax, a>0

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (ax ≤ y)

= P
(
x ≤ y

a

)
= Fx

(
y
a
)
)

Dado que FY (y) = Fx
(
y
a

)
, entonces
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dFY y
dy
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)
fy(y) = fx

(
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)
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a

) (
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)

Anexo B: Código en R

Programa 1

Código aplicado a los datos de la Maya v1.0 correspondientes a los valores mı́nimos de

la variable TMIN en el estado de Durango.

# Los programas que se utilizan son

library(extRemes)

library(MASS)

library(tseries)

library(fExtremes)

library(VGAM)

TIEMPO<-seq(1:40) # covariable

# Los datos se tienen en la matrix (prec_general[,]).

datos_pre<- matrix(prec_general[-14601,],14600,270)

#Obtenemos los percentiles 10 para los valores

x_prec<-matrix(0,40,270)

for(q in 1:40)

{

for(nod in 1:270 )

{

j <- 365*(q-1)+1

k <- 365*q

x_prec[q,nod]<-quantile(datos_pre[j:k,nod],0.10)
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}

}

### calculamos el promedio de los valores diarios anuales de los 270 nodos

media_pre<-matrix(apply(datos_pre,1,mean))

# Se otienen los bloques anuales con " blockmaxima".

max_mean<- matrix(blockMaxima(media_pre, block =365),40,1)

# ejecutamos VGLM

mod1_pre = vglm(max_mean~TIEMPO,egev,trace=TRUE)

mod2_pre = vglm(max_mean~1,egev,trace=TRUE)

# realizamos prueba de razón de verosimilitud

desv_pre<-(2*(logLik.vlm(mod2_pre)-logLik.vlm(mod1_pre)))

#Identificamos las tendencias si se rechaza H0.

tx<-ifelse(desv_pre>qchisq(0.95,1),1,0)

####calculando percentil 10 para los valores promedio de los 270 nodos.

x_mean<-matrix(0,40,1)

for(qua in 1:40)

{

ji<-365*(qua-1)+1

ki <- 365*qua

x_mean[qua,1]<-quantile(media_pre[ji:ki,1],0.10)

}

plot(TIEMPO,x_mean,xlab="1961-2000",ylab="PERCENTIL 10

DE PROMEDIO DIARIO ANUAL TMIN")

x_mean_ext <-as.timeSeries(x_mean)

plot(x_mean_ext,ylim=c(0,10),xlab="1961-2000",ylab="PERCENTIL 10

DE PROMEDIO DIARIO TMIN.",col="black",lty=1)
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#Ejecutamos VGLM

mod1_pre = vglm(x_mean~TIEMPO,egev,trace=TRUE)

mod2_pre = vglm(x_mean~1,egev,trace=TRUE)

desv_pre<-(2*(logLik.vlm(mod2_pre)-logLik.vlm(mod1_pre)))

tx<-ifelse(desv_pre>qchisq(0.95,1),1,0)

# Graficamos valores mı́nimos y valores percentil 10 en TMIN.

x11()

plot(TIEMPO,max_mean,xlab="1961-2000",ylab="PERCENTIL

10 DE PROMEDIO DIARIO TMIN.")

x_mean_ext <-as.timeSeries(max_mean)

per_mean_ext <-as.timeSeries(x_mean)

par(mfrow=c(2,1))

plot(x_mean_ext,xlab="1961-2000",ylab="MÍNIMOS.",col="black",lty=1)

plot(per_mean_ext,xlab="1961-2000",ylab=" PERCENTIL 10 .",col="red",lty=1)

legend(0,100,c("Máximos.","percentil 10"),col=c("black","red"),

lty=c(1,1),lwd=2,cex=0.95)

#obtenemos los valores mı́nimos por bloque de cada nodo.

# prec_general es la matrix de 14600 x 270 en donde se guardan los datos.

z <- matrix(0,40,270)

for(h in 1:270)

{

cat("h= ",h,"\n")

z[,h]<- matrix(-blockMaxima(-prec_general[,h], block =365),40,1)

A<-mod1[[h]] <- try(vglm(z[,h]~TIEMPO,egev,trace=TRUE))

C<-devianza1[[h]]<-try(logLik.vlm(mod1[[h]]))

B<-mod2[[h]] <-try( vglm(z[,h]~1,egev,trace=TRUE))

D<-devianza2[[h]]<-try(logLik.vlm(mod2[[h]]))

E<-desv[[h]]<-try(2*(devianza1[[h]]-devianza2[[h]]))

S<-try(mod1[[h]])



Referencias 70

G<-b<-try(coefficients(S))

J<-int1[h]<-try(b[1])

I<-int2[h]<-try(b[2])

K<-int3[h]<-try(b[3])

L<-tiempo1[h]<-try(b[4])

M<-tiempo2[h]<-try(b[5])

X<-rechazos[h]<-try(desv[h]>qchisq(0.95,1))

rechazos<-rechazos[!is.na(rechazos)]

if(class(A)=="list" & class(B)=="list" & class(C)=="list"

& class(D)=="list" & class(E)=="list"

& class(F)=="list" & class(G)=="list" & class(J)=="list"

& class(I)=="list" &

class(K)=="list" & class(L)=="list" & class(M)=="list"

& class(S)=="list" & class(X)=="list" )

{

mod4[[h]]<-A

mod5[[h]]<-B

dev1[[h]]<-C

dev2[[h]]<-D

dev3[[h]]<-E

}

}

# Se guardan los valores del ajuste.

write(tiempo1,file="tiempo1_dgo_tmin_minimos.txt",ncol=1)

write(tiempo2,file="tiempo2_dgo_tmin_minimos.txt",ncol=1)

write(int1,file="int1_dgo_tmin_minimos.txt",ncol=1)

write(int2,file="int2_dgo_tmin_minimoso.txt",ncol=1)

write(rechazos,file="rechazos_dgo_tmin_minimos.txt",ncol=1)

write(prec_general,file="prec_dgo_tmin_minimos.txt")

write(devianza1,file="dev1_dgo_tmin_minimos.txt")

write(devianza2,file="dev2_dgo_tmin_minimos.txt")

write(x_prec,file="x_prec_dgo_tmin_minimos.txt",ncol=278)
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write(max_mean,file="minimo_dgo_tmin_minimos.txt",ncol=1)

write(x_mean,file="percentil_10_dgo_tmin_minimos.txt",ncol=1)

Programa 2

Programa para estimar la potencia de la prueba de razón de verosimilitudes, usando

simulación Monte Carlo, con 10,000 simulaciones.

library(VGAM)

m<-10, 000

betas<-c(0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8)

beta1<-matrix(betas)

n<-length(betas)

i<-1

while(i<=n)

{

cat("i= ",i,"\n")

j<-1

while(j<=m)

{

cat("j= ",j,"\n")

tiempo<-seq(1:40) # La covariable

y<-rgev(40,28.07716,35.11695542,-4.08E-01) # valores semilla

pendiente<-seq(1:40)

# Cambio intencional para probar que VGLM lo detecte.

ec<-y+(pendiente*beta1[i])

# Modelo completo

A <- mod1[[j]]<-try(vglm(ec~tiempo,egev,trace=TRUE))

C<-devianza1[[j]]<-try(logLik.vlm(mod1[[j]]))

B<-mod2[[j]] <-try(vglm(ec~1,egev,trace=TRUE))

# Modelo reducido

D<-devianza2[[j]]<-try(logLik.vlm(mod2[[j]]))

# Prueba razón de verosmilitud.
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E<-desv[[j]]<-try(2*(devianza1[[j]]-devianza2[[j]]))

# Regla de decisión.

F<-tx[j]<-ifelse(desv[j]> qchisq(0.95,1),1,0)

rechazos[j]<-desv[j]>qchisq(0.95,1)

rechazos<-rechazos[!is.na(rechazos)]

if(class(A)=="list" & class(B)=="list" &

class(C)=="list" & class(D)=="list" & class(E)=="list" & class(F)=="list" )

{

mod4[[j]]<-A

mod5[[j]]<-B

dev1[[j]]<-C

dev2[[j]]<-D

dev3[[j]]<-E

tx2[[j]]<-F

pot[j]<-G

}

j<-j+1

}

potencia_proff[i]<-sum(rechazos)/m # Método Monte Carlo

potencia_proff<-potencia_proff[!is.na(potencia_proff)]

i<-i+1

}

ji<- par(mfrow = c(1, 3))

plot(y,ylab="valores",xlab="mu=28.07716,sigma=35.11695542,xi=-4.08E-01",

type = "b", col = "red",main="VALORES GEV SIMULADOS ")

plot(ec,type ="b",ylab="Y=BT+e", col = "red"

,main="VALORES GEV CON TENDENCIA")

plot(betas,potencia_proff,xlab="B", type= "l", col = "red"

,main="CURVA DE POTENCIA",ylab="POTENCIA")


	Portada
	Hoja Firmas
	Resumen
	Abstract
	Agradecimientos
	Dedicatoria
	Contenido
	Lista de cuadros
	Lista de figuras
	Introducción
	Objetivos
	Marco Teórico
	Cambio Climático y extremos
	Teoría de valores extremos
	Distribución de mínimos 
	Estimador de máxima verosimilitud
	Propiedades del valor esperado de log-verosimilitud
	Estimación por mínimos cuadrados
	Mínimos cuadrados ponderados
	Prueba de razón de verosimilitud
	Modelos Lineales Generalizados
	Modelos Lineales Generalizados Vectoriales
	Predicción espacial con Kriging
	Kriging simple
	Notación de correlograma
	Notación matricional


	Prueba de razón de verosimilitudes generalizada para tendencia en la serie de extremos
	Prueba Propuesta
	Potencia de la prueba de razón de verosimilitudes generalizada para tendencia en la serie de extremos

	Metodología propuesta para analizar datos extremos de variables meteorológicas 
	Metodología Propuesta
	 Descripción de la base de datos Maya v1.0

	Modelación espacio temporal de eventos climaticos extremos en el estado de Durango
	Modelación de datos extremos de variables meteorológicas (TMAX,TMIN,P) en la República Méxicana

	Conclusiones
	Literatura citada
	Anexos
	Anexo A:Densidad de DGEV
	Anexo B: Código en R


