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Modelos de Regresiéon Robusta con Aplicacion en Econometria
Aldo Rodriguez Cortés, M. en C.
Colegio de Postgraduados, 2019
RESUMEN

En econometria y finanzas, son de gran interés los modelos que determinan la relacién
cuantitativa entre el rendimiento en exceso para un valor determinado y el rendimiento en
exceso en la cartera del mercado en que cotiza, sin embargo, una critica constante es que,
generalmente, se supone que los rendimientos son simétricos y normalmente distribuidos,
no obstante, se ha encontrado que la distribucién del rendimiento financiero es de cola
pesada y ligeramente asimétrica.

Existe una amplia literatura estadistica sobre distribuciones asimétricas, las cuales
recientemente han recibido mucha atencion en la investigacion para resolver problemas
como el descrito, para esto diferentes autores han propuesto varias distribuciones
asimétricas, incluyendo versiones de la Normal Asimétrica (SN), t-Asimétrica (ST),
Cauchy Asimétrica (SC'), Laplace Asimétrica (SL), entre otras; la mayorfa de las cuales
se construyen mezclando dos distribuciones o escalando una distribucién. En este
trabajo se propone el uso de una clase de distribuciéon asimétrica univariada, la ST, que
incluye un parametro de forma que le permite modelar la asimetria, representada aqui
por dos parametrizaciones distintas, una de ellas construida aplicando un factor de
escala aleatorio adecuado a una variable SN, replicando el mecanismo que genera la
distribucion habitual de t-Student y por lo que puede considerarse una generalizacién
que incluye como caso particular la SN; la otra, generada por medio de una mezcla de
distribuciones Normales.

En ambos casos, las representaciones estocasticas de una variable aleatoria ST
permiten hacer inferencia Bayesiana mediante el uso de técnicas de Cadenas de Markov
Monte Carlo (MCMC) para ajustar el modelo propuesto en el contexto de Regresién
Lineal Multiple (RLM). Se presentan los desarrollos tedrico-matemédticos que permiten
la obtencién de la distribucién posterior de los parametros para la ST, utilizando la
técnica de Aumentacién de Datos. Se opté por hacer uso de la formulacion actualmente
mas utilizada de la ST para la creacién de un programa en el paquete estadistico R que
permite realizar el ajuste, evaluar el poder predictivo y la bondad de ajuste del modelo.
Se muestra el uso de la propuesta mediante estudios de simulacién y la aplicacién a un
conjunto de datos reales de rendimientos financieros ampliamente estudiado.
Finalmente, se presentan dos Pruebas de Bondad de Ajuste para la distribucion ST,
una basada en el coeficiente de Correlacion de Pearson y otra basada en el calculo del
estadistico de Kolmogorov-Smirnov mediante Bootstrap paramétrico.

Palabras clave: Distribucién t-Asimétrica (ST), Inferencia Bayesiana, Aumentacién de
Datos, Pruebas de Bondad de Ajuste, Rendimientos Financieros.
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Robust Regression Models with Application in Econometrics
Aldo Rodriguez Cortés, M. en C.
Colegio de Postgraduados, 2019
ABSTRACT

In econometrics and finance, models that determine the quantitative relationship between
excess return for a given value and excess performance in the market in which it is quoted
are of great interest, however, a constant criticism is that, generally, it is assumed that
the returns are symmetric and normally distributed, however, it has been found that the
distribution of financial return is thick-tailed and slightly skewed.

There is vast statistical literature on skewed distributions, which recently have received
much attention in research to solve problems such as the one described, for this
different authors have proposed several skewed distributions, including versions of the
Skew-Normal (SN), Skew-t (ST), Skew-Cauchy (SC), Skew-Laplace (SL), among
others; most of which are built by mixing two distributions or scaling a distribution. In
this work we propose the use of a univariate skewed distribution class, the ST, which
includes a parameter that allows it to model the asymmetry, represented here by two
different parameterizations, one of them constructed applying a random scale factor
appropriate to a variable SN, replicating the mechanism that generates the usual
t-Student distribution which can be considered a generalization that includes as
particular case the SN distribution; the other distribution, generated by a mixture of
Normal distributions.

In both cases, the stochastic representations of a random ST variable allow us to make
Bayesian inference by using Markov Chain Monte Carlo (MCMC) techniques to fit the
proposed model in the context of Multiple Linear Regression (MLR). The theoretical-
mathematical developments that allow the obtaining of the posterior distribution of the
parameters for the ST are presented, using the Data Augmentation algorithm. It was
decided to make use of the currently more accredited formulation of the ST for the
creation of a program in the R statistical package that allows to fit the model, to evaluate
the predictive power and goodness of fit of the model. The use of the proposal is shown
through simulation studies and the application to a set of real data of financial returns
widely studied. Finally, two Goodness of Fit Tests for the ST distribution are presented,
one based on the Pearson Correlation Coefficient and another based on the calculation
of a Bootstrap version of the Kolmogorov-Smirnov Goodness of fit test.

Keywords: Skew-t distribution (ST), Bayesian Inference, Data Augmentation,
Goodness of Fit Tests, Financial Returns.
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Capitulo 1

Introduccion

La econometria segin Herndndez y Zuniga (2013), desde un enfoque moderno, se ha de
considerar como la adecuada interacciéon entre teoria econdémica, matematica y
estadistica. De esta manera se pretende explicar fendmenos econémicos mediante la
definicion de modelos matematicos que son verificados por procedimientos estadisticos.
Asi se distingue entre la Teoria Econométrica y la Econometria Aplicada. La primera se
refiere al conjunto de técnicas estadisticas que tienen por objeto la estimacién y
verificacién de los modelos; y la segunda, al conjunto de aplicaciones de los métodos
econométricos tedricos para alcanzar un conocimiento cuantitativo 1util de los
fenémenos econémicos.

Los modelos econométricos se basan fundamentalmente en los modelos lineales y en
el analisis de regresion como herramienta principal para la obtencién de estimaciones
con la finalidad de llegar a la toma de decisiones de indole econémica o de politica
haciendo uso de aproximaciones frecuentistas, lo que se llama la corriente clasica, que
domina la practica econométrica. Por otra parte, los modelos econométricos fundados
en la Teoria Bayesiana permiten hacer inferencia incorporando informacién inicial, a los
datos muestrales, de modelos y parametros en una forma coherente a través del Teorema
de Bayes, con la finalidad de incorporar adecuadamente la incertidumbre en un problema
de decisién (Riascos, 2009).

Los supuestos en que se basa el modelo clésico de regresiéon lineal (MCRL) son, entre
otros, la linealidad en los parametros, la normalidad en los errores, la homogeneidad
de varianzas. Dichos supuestos restringen el estudio de los fenémenos econémicos, y de
cualquier tipo en general, debido a que el horizonte de prediccion es limitado por la
propia forma funcional de los modelos, la bondad de ajuste que presentan estos, y las
propias variables causales utilizadas. Si un modelo es ajustado conforme al MCRL y no
cumple estos supuestos, evidentemente se representardn incorrectamente los resultados,
por ejemplo, los errores estandar de los coeficientes podrian estar sesgados, conduciendo
a valores de las correspondientes estadisticas de prueba y p-wvalores incorrectos, con lo
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cual las pruebas de hipdtesis llevarian a conclusiones equivocas sobre la significancia de
las covariables incluidas en el modelo. A su vez, si la estimacion de los coeficientes es
incorrecta, las predicciones seran distorsionadas y de poca utilidad préctica.

El uso de una clase limitada de distribuciones da como resultado una clase de inferencias
limitada y potencialmente inapropiada. Muchos problemas quedan fuera del rango de los
modelos convencionales, y los modelos deben elegirse para que se ajusten a la ciencia y
los datos subyacentes, no simplemente por su conveniencia analitica o computacional. En
situaciones como la presencia de valores atipicos, si, por conveniencia, se usan modelos
simplistas, es importante preguntarse ;de qué manera la inferencia depende de los valores
extremos y de las suposiciones del modelo que no se pueden evaluar? Los modelos basados
en la distribucién Normal son notoriamente “no robustos” a los valores atipicos, en el
sentido de que un solo dato aberrante puede afectar fuertemente la inferencia para todos
los parametros en el modelo, incluso aquellos con poca conexion directa a la observacion
atipica. En el marco Bayesiano, se puede reducir la influencia de observaciones aberrantes
al reemplazar el modelo de poblacién Normal por una familia de distribuciones de colas
mas pesadas, lo que permite la posibilidad de observaciones extremas. Por cola pesada,
se entiende a una distribucién con un contenido de probabilidad relativamente alto lejos
del “centro” (Gelman et al., 2014).

Un fenémeno de interés dentro del area econométrica y financiera que sirve para
ejemplificar la problematica descrita anteriormente son los modelos que determinan la
relacion cuantitativa entre el rendimiento en exceso para una compania en particular y
el rendimiento en exceso en la cartera de cierto mercado de valores, en donde suele
suponerse que dichos rendimientos siguen una distribucién Normal, cuando en realidad,
su distribucién es de cola pesada y asimétrica.

Existe una tendencia general en la literatura estadistica en direccion a métodos mas
flexibles para representar caracteristicas de los datos en la medida de lo posible y
reducir asi supuestos poco realistas al momento de los analisis realizados
(Rusell-Noriega y Gonzalez-Farias, 2002). Por ejemplo, existen diferentes clases
paramétricas de distribuciones con algunas caracteristicas particulares deseables, es el
caso de la familia de distribuciones asimétricas, entre las que destacan, la Normal
Asimétrica (SN), t-Asimétrica (ST), Cauchy Asimétrica (SC), Laplace Asimétrica
(SL), entre otras.

Con la finalidad de proponer una herramienta estadistica adecuada para el andlisis de
fenomenos similares al del area econométrica y financiera descrito, en este estudio se
aborda la distribucién t-Asimétrica (ST') univariada para ajustar modelos de Regresién
Lineal Multiple (RLM) en el contexto Bayesiano. Se utilizan dos parametrizaciones de la
distribucién, una de ellas construida aplicando un factor de escala aleatorio adecuado a
una variable SN, replicando el mecanismo que genera la distribucién habitual de ¢-Student
y por lo que puede considerarse una generalizacién que incluye como caso particular la
SN la otra, generada por medio de una mezcla de distribuciones Normales.
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1.1. Objetivos

Generales: Proponer modelos de regresion paramétrica con distribuciones de errores
asimétricos.

Particulares: Aplicacién de modelos propuestos a casos reales en ciencias econémicas.

1.2. Metodologia

Para el desarrollo de este trabajo se inicia con una revision de la literatura acerca de los
modelos més comunes utilizados en regresion robusta. Esto con la finalidad de conocer
las herramientas actuales y disponibles con las que se estéd abordando este problema.

Se revisa el método de inferencia Bayesiana asi como las herramientas que permiten
su aplicaciéon computacional, Cadenas de Markov Monte Carlo (Muestreador de Gibbs
y Algoritmo de Metropolis), asi mismo, los modelos de regresiéon con errores aleatorios
t-Student y Normal Asimétrico.

Se analizan diferentes alternativas para la distribucién t-Asimétrica univariada
propuestas por distintos autores, las cuales cuentan con diferentes caracteristicas
propias y se elige una parametrizacién que resulta conveniente para el problema de
estudio.

Se presentan los resultados obtenidos de los desarrollos matematicos que permiten el
ajuste de un modelo de regresion lineal multiple con errores S7T'.

Los modelos presentados en este trabajo de investigacién se ajustaron utilizando el
software de uso libre R (R Core Team, 2018), el cual puede ser descargado en el sitio
http://www.R-project.org/.

1.3. Organizacién del Trabajo

En el capitulo 2 se realiza una breve revision de la metodologia para la Inferencia
Bayesiana y se presentan algunos técnicas de Cadenas de Markov Monte Carlo
(MCMC). Asi mismo, se presenta el Modelo Cldsico de Regresién Lineal (MCRL) y se
plantean algunos problemas presentes en cierto tipo de andlisis estadisticos dando paso
a los modelos de regresién robusta que asumen diferentes distribuciones a la Normal en
los errores; se analizan a detalle las propuestas que suponen una distribucién ¢-Student


http://www.R-project.org/

1.3. Organizacién del Trabajo

y Normal Asimétrica (SN). Finalmente en este mismo capitulo se analizan diferentes
alternativas para la distribucién t-Asimétrica univariada (ST'), la cual es el nicleo de la
propuesta de este trabajo de investigacion.

A continuacién, en el capitulo 3, se presentan los desarrollos matematicos para la
obtencion de las distribuciones condicionales de los parametros de la distribucion ST
que permiten la implementacién de un algoritmo de Gibbs y Metropolis para ajustar el
modelo de regresién lineal multiple (RLM) con errores ST. Al final de este capitulo se
realizan algunos estudios de simulacién en los que se comparan las diferentes propuestas
presentadas anteriormente para ajustar el modelo de RLM con errores que siguen
distribuciones distintas de la Normal.

Enseguida, en el capitulo 4, se realiza la aplicacién del modelo de RLM con errores
aleatorios ST propuesto a un conjunto de datos financieros reales ampliamente estudiado
en distintos trabajos previos, con el fin de mostrar la utilidad de la propuesta desarrollada
en esta investigacion.

Posteriormente se encuentra el capitulo correspondiente a las Conclusiones (5), en donde
se mencionan los principales puntos que pudieron ser extraidos del analisis de la propuesta
desarrollada en este trabajo.

Finalmente se incluyen algunos Anexos que son, principalmente, los codigos creados en el
paquete estadistico R (R Core Team, 2018), para el desarrollo de los andlisis estadisticos
presentados en esta investigacion.



Capitulo 2

Revision de literatura

En este capitulo se presenta un resumen de la teoria relacionada con los temas que
seran utilizados en capitulos posteriores. En especifico, los modelos de regresion robusta
actualmente utilizados, es decir, regresion con errores aleatorios t¢-Student y Normal
Asimétricos (SN), y diferentes alternativas para la distribucién ¢-Asimétrica
univariada.

2.1. Algoritmo de Aceptacion y Rechazo

Suponga que deseamos obtener muestras de una densidad p (6|y), llamada densidad

q(0ly)
Ja(0ly)do
El algoritmo de Aceptacién y Rechazo es un método de Monte Carlo que permite
realizar dicho trabajo y se utiliza, generalmente, para el muestreo de distribuciones
univariadas y, a menudo, para generar distribuciones multivariadas truncadas, si la
proporcion de la masa de densidad en la parte truncada no es cercana a 1.

objetivo, o en su caso, una densidad no normalizada ¢ (6|y) con p (0ly) =

Este algoritmo requiere de una distribucién llamada Generadora de Candidatos, g (),
positiva definida para todo @ para los cuales p(fly) > 0 que tiene las siguientes
propiedades:

e Es posible muestrear de la densidad de probabilidades proporcional a g (-). No se
requiere que g (-) integre 1, pero [; g (6) df < oco.

0
e La razéon de importancia p( (|6?-,)l) debe estar acotada superiormente, es decir, debe
g
0
existir alguna constante M para la cual ]% < M para todo 6 (Gelman et al.,
g
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2014).

Asi, de acuerdo a Tanner (1996), el método de Aceptacién y Rechazo es como se detalla
en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Algoritmo de Aceptacién y Rechazo.
input : Para generar muestras de p (6|y), el algoritmo de Aceptacién y Rechazo
requiere la especificacion previa de la Distribucion Generadora de
Candidatos, g ().
output: Muestra aleatoria de p (0]y).
1 Obtener 0* que resulta de maximizar la razén de importancia m (),
p(0ly) _ m ().
g(0)

2 Obtener la constante M = m (6*)

3 foriin1: B do /* con B nimero de muestras deseadas x/
4 reject=TRUE. /* Rejection step */
5 while reject do

6 Generar un candidato 6¢ de g (6).

7 Generar u, U ~ U (0, 1).

8 if u< M then

Mg (6°)

9 aceptar §° como muestra de p (0]y).

10 reject=FALSE
11 else

12 ‘ Rechazar el candidato 6¢
13 end
14 end
15 end

El algoritmo de Aceptacién y Rechazo permite muestrear indirectamente de p (0|y), si
se conoce su forma funcional y se proporciona una muestra aleatoria de una distribucion
aproximada g (6). Se debe tener en cuenta que la probabilidad de aceptar un candidato

0¢ es igual a /p (0ly) dd/M. Por lo tanto, si la aproximacion de g (0) a p (0|y) es pobre

en algunas regiones (forzando a que la probabilidad anterior sea pequena), entonces el
algoritmo puede tener una baja tasa de aceptacion.

2.2. Aumentacion de datos

La idea de la aumentacion de datos surge naturalmente en problemas de valores
perdidos, como lo es en las formas estandar de completar las celdas faltantes en tablas

6
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de dos vias equilibradas. Asi, la aumentacion se refiere a un esquema de aumentar los
datos observados para que sean mas facil de analizar. Este método es usado por el
algoritmo EM (Esperanza-Maximizaciéon) para resolver problemas de estimacién por
Maxima Verosimilitud. En situaciones en las que la funcién de verosimilitud no tiene
forma cerrada, las estimaciones de Maxima Verosimilitud y los errores estandar
asociados no son confiables para hacer inferencias vélidas. Desde el punto de vista
Bayesiano, hay que calcular los parametros de la distribucién posteriores de interés. Si
la aumentaciéon de datos se puede usar en la estimacion de Maxima Verosimilitud,
entonces, de igual manera, se deberia poder usar en el calculo de la distribucion
posterior.

La idea bésica es simple, los datos observados y son aumentados por la cantidad z (no
observados), que se conoce como datos latentes. Se asume que si y y z son conocidos,
entonces el problema es mas sencillo de analizar, es decir, la densidad posterior de los
datos aumentados p(@|y,z) puede ser calculada. Pero la densidad posterior que
deseamos es p(0@|y) lo que puede ser dificil de calcular directamente. Sin embargo, si
uno puede generar multiples valores de z a partir de la distribucién predictiva p(z|y)
(i.e. imputaciones miultiples de z), entonces p(8|y) se puede obtener aproximadamente
como el promedio de p(@|y, z) sobre las z's imputadas. Sin embargo, p(z|y) depende, a
su vez, de p(@|y), por lo tanto si esta se conociera, podria usarse para calcular p(z|y).
Esta depedencia mutua entre p(8|y) v p(z|y) conduce a un algoritmo iterativo para
calcular p(@ly). Analiticamente, este algoritmo es esencialmente el método de
sustitucién sucesiva para resolver una ecuacién de operador de punto fijo (Tanner y
Wong, 1987).

El método consiste en iteraciones de los siguientes dos pasos:

a) Dada la estimacién actual de la distribucién posterior de 8 dado y, generar una
muestra de tamano n > 0 de datos latentes a partir de la distribucién predictiva de z
dado y,

b) Actualizar la posterior de @ dado y, para ser la mezcla de los n datos aumentados.

Note que el foco de inferencia es:

p(Oly) = / p(8]2,9) p (ly) d=

z

y esta marginalizacion se realiza a través de métodos de Cadenas de Markov Monte Carlo
(MCMC) (Sorensen y Gianola, 2007), algunos de ellos, como lo son Muestreador de Gibbs
y Algoritmo de Metropolis, presentados en secciones siguientes.
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2.3. Inferencia Bayesiana

La inferencia Bayesiana es el proceso de ajustar un modelo de probabilidad a un
conjunto de datos y resumir el resultado mediante una distribucién de probabilidad en
los parametros del modelo y en cantidades no observadas, como las predicciones para
nuevas observaciones. La metodologia Bayesiana estd basada en la interpretacion
subjetiva de la probabilidad y tiene como punto central el Teorema de Bayes. Bajo el
enfoque Bayesiano, el vector de parametros de interés, @, sobre el cual se desea hacer
algun tipo de inferencia es desconocido, de tal modo que el objetivo es usar datos, y|0,
junto con un modelo paramétrico dado, para realizar andlisis sobre los pardmetros
desconocidos.

El proceso de anélisis de datos Bayesiano se puede visualizar dividiéndolo en los siguientes
tres pasos:

1. Configuracién de un modelo de probabilidad completo: una distribucion de
probabilidad conjunta para todas las cantidades observables y no observables en
un problema.

2. Condicionamiento sobre los datos observados: calcular e interpretar la distribucion
posterior apropiada; la distribucion de probabilidad condicional de las cantidades
no observadas de interés final, dados los datos observados.

3. Evaluar el ajuste del modelo y las implicaciones de la distribucién posterior
resultante (Gelman et al., 2014).

El Teorema de Bayes

Con el fin de obtener informacién probabilistica sobre 8 dado y, debemos comenzar con
un modelo que proporcione una distribucién de probabilidad conjunta para @ y y. La
funcion de masa o densidad de probabilidad conjunta puede escribirse como un producto
de dos densidades que a menudo se conocen como la distribucién a priori p(@) y la
distribucién de muestreo (o distribucién de datos o funcién de verosimilitud) p(y|@),

p(0,y) = p(y|0)p(0).

Simplemente condicionando el valor conocido de los datos y, utilizando la propiedad
bésica de probabilidad condicional conocida como Teorema de Bayes, se obtiene la
densidad posterior 8|y, es decir:

~p0,y)  p(yl@)p(o)
PO ="y T o)

donde p(y), se puede obtener de dos maneras:
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(y) = Y opP(y|0)p(@) si 6 es discreto.
n Jo P(y|0)p(6)dO si 6 es continuo,

donde @, denota el espacio paramétrico de 8 y p(y) es la constante de normalizacién de
p(Bly), y es llamada la distribucién marginal de los datos o la distribucién predictiva
inicial (Carlin y Louis, 2000). Entonces, como p(y) no depende de 6, se tiene la
densidad posterior no normalizada:

p(6ly) < p(y|@)p(6).

El primer término del lado derecho de la expresién anterior, p(y|@), es tomado como
una funcion de @, no de y. Estas formulas simples encapsulan el nticleo de la inferencia
Bayesiana, la tarea principal de cualquier aplicacion especifica es desarrollar el modelo
p(0,y) y realizar los célculos para resumir p(8|y) de manera apropiada (Gelman et al.,
2014).

Generalmente es dificil obtener p(@|y), de forma analitica, por lo cual es comin utilizar
algoritmos numéricos como Metropolis-Hastings (Hastings, 1970), descrito una seccién
posterior; muestreador de Gibbs (Geman y Geman, 1984), etc., este ultimo se describe a
continuacion.

2.4. Muestreador de Gibbs

El muestreador de Gibbs (Geman y Geman, 1984) es una técnica de Cadenas de Markov
Monte Carlo (MCMC), que permite muestrear de una distribucién conjunta utilizando
sus distribuciones condicionales.

Suponga que p(0),0 = (01,6, ...,0,)" es una densidad conjunta y se quiere obtener:

p(QJ) —/---/p(@l,(?g,...,Hp)dﬁl,dﬁg,...,de1,d9j+1,...,d9p,

pero en muchas casos la integral anterior es muy compleja de obtener de forma analitica.
Un algoritmo de cadena de Markov particular que se ha encontrado 1til para resolver este
problema es el muestreador de Gibbs, también llamado en ocasiones muestreo condicional
alternativo.

Siguiendo a Sorensen y Gianola (2007), considere el vector de pardmetros
0 = (01,0,,... ,9p)t, cuya distribucion posterior es proporcional a
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p(61,92, e 76j—178j70j+17 . 79p’y)

Sea 0_; = (01,05,...,0;_1,0,41,... ,Qp)t un vector de dimensién (p — 1), que es igual a 6
pero con su componente ¢; eliminado. La distribucién posterior condicional completa de
0; es:

001,05 0y 05 0ir. . Oy
p<9j|0—j7y) o (1 2 Jj—1 Y5, Vj+1 p| )

a fp(617927"'76j7176j>9j+17'"76p’y)d9j

X p(01702a s 79j—179ja0j+1a s 7€p|y)

Note que también es posible obtener la distribucion posterior condicional completa de
0., con r > 1, el nimero de elementos del vector de parametros de interés (6,.) y ademas
p > r. Sin embargo, en muchas aplicaciones r = 1, como en el caso descrito anteriormente,
y los parametros se actualizan de uno en uno al muestrear, cuando esto es posible, de
p(6;16_;,y), o lo que comunmente se denota como p (6;|resto).

Una explicacién simple de como y por qué funciona el algoritmo de Gibbs puede
encontrarse en Casella y George (1992). Los pasos necesarios para implementar el
muestreador de Gibbs se detallan en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Muestreador de Gibbs.
input : Para generar una cadena de Markov, el muestreador de Gibbs comienza
con un valor inicial 8 = (950), 950), . ,91(,0)) en el soporte de p (0|y).

output: En el tiempo ¢, la realizacién 8% = (9?), Gg), e ,01(90) se obtiene
iterando en el ciclo siguiente.

initialization ¢ = 0

for t < B do /* con B nimero de muestras deseadas */

3 Hacert =t + 1.

4 Se genera 9?) de p(91|y, ggtfl), o 791(:71)).
5 Se genera Qét) de p(6s)y, g%’f)7 gét—l)’ N ’Qz()t—l)).

N =

7 Se genera 6 de p(6,y, QY), Gét), . ,91(21).

8 end

/* Las primeras m muestras se denominan, muestras de calentamiento
(burn-in), asi que se pueden desechar y solamente tomar en
cuenta las dltimas B —m muestras a las cuales se les aplica el
adelgazamiento (thin), que consiste en guardar unicamente los
k-ésimos pasos de la cadena, lo que resulta en muestras con
menos autocorrelacién. x/
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2.5. Algoritmo de Metropolis

Este algoritmo es un método de Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC) el cual
ha sido ampliamente utilizado en Fisica, restauracién de imagenes y actualmente en
Estadistica (Carlin y Louis, 2000). El método en su versién original fue propuesto por
Metropolis et al. (1953), y evoluciona al conocido algoritmo como Metropolis-Hastings
Hastings (1970), una exposicién detallada de este algoritmo se encuentra en Chib y
Greenberg (1995).

Siguiendo a Gelman et al. (2014), considere el vector de parametros 8 = (64,... ,9p)t
cuya distribucién p(@) es completamente conocida y de la cual se desea generar
muestras aleatorias. Para construir la cadena {O(t)} se genera un punto candidato 8" de
una distribucion propuesta o distribucién generadora de candidatos en el tiempo t,

J <0*|0(t_1)). Para el algoritmo de Metropolis, la distribucion generadora de

candidatos debe ser simétrica, satisfaciendo la condicién J; (0,|0,) = J; (0,|6.) para
todo @,, 6, y t.

Note que la distribucién propuesta, J; (9*|0(t*1)>, solo depende del estado 8%~ Asf el

punto candidato 8* = 8™ se acepta con la siguiente probabilidad de transicién:

ol — 0" con probabilidad « <0*, 0“‘”) = min (r,1),
oY dom.
donde *
__p(0y)
p <9(t_1)‘y>

Note que r es la razén con la cual se decide si se acepta o se rechaza el candidato. Si 8*
no se acepta, entonces la cadena no se mueve y 0" = 0%V Ademés la probabilidad de

transicién de 89 a 8% o <0t, O(t_1)>, depende sélo de =Y y no de 00 42 ... y

cuya distribucion de Transicién se define como:
T, <g(t)|9(t*1)> — (0@, 9<H>> J, (9<t>|9(t71>) .

Dado el valor actual 8%~ la distribucién de transicién T} (0("/)]0(“1)) de la cadena

de Markov es, por lo tanto, una mezcla de una masa puntual en oM = glt-Y

, y una
version ponderada de la distribuciéon propuesta, J; (9@)\0(*1)), que se ajusta a la tasa

de aceptacion.
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2.6. Caso Caminata Aleatoria Metropolis (RWM)

Existen dos casos particulares de J; (9* |9(t_1)> que comunmente se utilizan y dan origen

a las variantes mas populares del algoritmo de Metropolis, Caminata Aleatoria y Muestreo
Independiente (Smith y Roberts, 1993).

El Algoritmo 3 resume los pasos, descritos anteriormente, necesarios para implementar
el Algoritmo de Metropolis.

Algoritmo 3: Algoritmo de Metropolis.

B

input : Para generar una cadena de Markov, (0(0), oW ... o )>, el algoritmo

de Metropolis comienza con un valor inicial 8® = (0%0), 950), e ,91(,0)>
en el soporte de p (0|y).
output: En el tiempo ¢, la realizacién 8% = <8§t), th), e ,Qz(f)) se obtiene
iterando en el ciclo siguiente.
1 initialization t = 0
2 for t < B do /* con B nimero de muestras deseadas */
3 Hacer t =t + 1.
4 Generar una observacién 8 de la distribucién generadora de candidatos

J, (9*\0“*1)).

5 Generar una variable u ~ U(0, 1).
6 if u <r then

7 ‘ hacer 8% = 9,

8 else

9 ‘ hacer 8% =@,

10 end
11 end

2.6. Caso Caminata Aleatoria Metropolis (RWM)

Sea J; <0*|0(t71)) = J; (0* — 0(t71)> , donde Ji(-) es una densidad de probabilidades

simétrica centrada en el origen. Entonces el punto candidato 8™ se genera con:
0F — e(t—l) +m,

donde m es una variable aleatoria de incremento de la distribuciéon generadora de

candidatos J; (0*|0(t_1)>, la cual se genera a partir de una distribucion esférica

simétrica, es decir, el caso Gaussiano, donde 17 ~ N®) (0,3), y con base en lo anterior:

12
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0*
« (0*, 9<t—1)> =min(r,1), r= p(9"y) (Craiu y Rosenthal, 2014).

p(0ly)

2.7. Caso Muestreo Independiente (IS)

Sea J, (0*\9(t_1)> = Jo(6"), donde Jo(-) es una densidad de probabilidad sobre 8~V es

decir, 8" no depende del estado actual de la cadena, o1, por lo tanto:

w(0%)

a (9*, 0(“1)) =min(r,1), r=

con w (0) = pjie(tg?J)) (Tierney, 1994).

En general, el RWM se utiliza en situaciones en las que tenemos poca idea sobre la forma
de la distribucién objetivo y, por lo tanto, debemos movernos a través del espacio de
parametros. La situacién opuesta es una en la que tenemos una idea bastante buena de
la distribucién objetivo y podemos producir una aproximacion creible Jy(+) que se puede
usar como propuesta en el algoritmo IS.

En la practica, se debe decidir qué muestra usar y, lo que es mas importante, qué
parametros de simulacion elegir. Por ejemplo, en el caso de RWM, la matriz de
covarianza de la propuesta, 2, desempena un papel crucial en la eficiencia del algoritmo
de muestreo.

Las modificaciones de estos muestreadores incluyen ademds, el método de Rechazo
Retrazado (DR), Metropolis de Multiples Intentos (MTM) y los algoritmos de Saltos
Reversibles (RJ), entre otros (Smith y Roberts, 1993).

2.8. Regresion con Errores aleatorios Normales

El andlisis de regresién es una técnica estadistica (posiblemente la mds usada) para
investigar y modelar la relacién entre dos o més variables (Montgomery et al., 2006). El
primer método analitico para la estimacién de la recta de regresion, el Método de
Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), se atribuye a M. Legendre (1805) con su obra
“Nuevos métodos para la determinacién de las érbitas de cometas”, mismo que se
desarrolld de manera més profunda por Gauss (1809) en su obra “Teoria del
movimiento de los cuerpos celestes sobre el sol en las secciones canonicas”. La idea del
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método es producir estimadores, Bo y B que minimicen la suma de cuadrados de las
distancias entre los valores observados y; y los estimados ¢;. Ademas de MCO, pueden
utilizarse otros métodos para resolver el problema de regresion lineal, como lo son,
estimacién por Maxima Verosimilitud (EMV) y Estimacién Bayesiana, dependiendo de
la clase de modelo lineal presentado y el tipo de inferencias que se deseen acerca de los
parametros.

A continuacién se presenta formalmente el modelo clasico de regresion lineal (MCRL).
Sean Y7, ..., Y, variables aleatorias observables no correlacionadas entre si y, @i, ..., Zip,
i =1,...,n, un conjunto de observaciones (a Y; se le llama comunmente variable respuesta
y ax;;, j = 1,...,p, variables predictoras o covariables), el MCRL se define por la relacién:

yz:ﬁo—i_wf/ﬁ—’_em 1= 1727“'7n; /8: [617"'7Bp]t7
e; ~ iidN (0, 0?),

donde Sy y B son parametros de regresién desconocidos, el primero representa la ordenada
al origen de la recta de regresién y no siempre tiene interpretacion practica, pero es
necesario para representar la tendencia que muestran los datos en el espacio de valores
observados para las covariables, el segundo indica la forma en que estan relacionadas X
y Y, en el sentido en que mide cuanto y en qué direcciéon se modifican los valores de
Y cuando cambia X. Y e; son variables aleatorias no observables e independientes con
distribucién Normal cuya media se supone 0 y varianza o2.

De lo anterior, por propiedades de la distribuciéon Normal, es posible demostrar que
Y; ~ N (By + x8,0°) , independientes.

De este modo, con la declaracién de los supuestos fundamentales para el MCRL, se dice
que el modelo estd identificado (Mood, 1974).

Existen muchas propiedades deseables que se distinguen en el MCRL, sin embargo,
debido a la necesidad de adoptar los supuestos antes mencionados, existen también
situaciones en que este modelo no resulta adecuado. De esta manera se tiene que el
MCRL resulta ser muy sensible a observaciones alejadas del resto de los datos, es decir,
una sola observaciéon apartada del resto puede modificar sustancialmente la estimacion
realizada. A este tipo de observaciones se les conoce como valores atipicos u
observaciones aberrantes que es un caso que no sigue el mismo modelo que el resto de
los datos. Sin embargo, debe senalarse que esta deficiencia en las estimaciones ante la
presencia de este tipo de observaciones no proviene del modelo lineal, sino del método
de estimacion elegido para ajustarlo: el método de MCO que propone como funcién de
pérdida a la suma del cuadrado de los residuos. Los métodos de estimacién que son
menos sensibles a la influencia de observaciones apartadas del resto se denominan
“métodos robustos de estimacién”. Si en vez de tomar esa funcién de pérdida, se eligiera
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otra, se podria subsanar este déficit que tienen los estimadores de MCO, de volverse
ilimitadamente sensibles a una observacion atipica. Sin embargo, esta soluciéon funciona
siempre y cuando los datos de la muestra siguieran el modelo de regresién con errores
Normales (Szretter, 2017). Pero, ;qué sucede cuando existe una cantidad considerable
de datos que pueden considerarse como valores atipicos u observaciones aberrantes en el
MCRL? Se rompe el supuesto de normalidad en los errores y se puede incurrir asi en un
problema de especificacién del modelo, lo que da paso a modelos de regresion robusta
que asumen diferentes distribuciones a la Normal en los errores, es decir, que ofrecen un
mejor ajuste y permiten la obtencién de estimaciones mas adecuadas y confiables.

2.9. Regresion con Errores aleatorios t-Student

Como ya se menciond, se sabe que la inferencia estadistica basada en la distribucién
Normal (univariada o multivariada) es sensible a la presencia de valores atipicos. A
pesar de este hecho, y del considerable interés en procedimientos robustos, en la
literatura estadistica matematica, la mayoria de los analisis estadisticos aplicados
continian basandose en el modelo Normal. Muchos problemas quedan fuera del rango
de los modelos convecionales, y los modelos deben elegirse para que se ajusten a la
ciencia y los datos subyacentes, no simplemente por su conveniencia analitica o
computacional. La distribucién de probabilidades ¢, propuesta por W.S. Gosset en 1908,
proporciona una extension ttil de lo Normal para el modelado estadistico de conjuntos
de datos que implican errores con colas mas largas que las Normales (Gelman et al.,
2014). En el marco Bayesiano, es posible hacer inferencias a través de la obtencién de
muestras de la distribucion posterior; en esta seccién se presentan los desarrollos
tedrico-matematicos necesarios para el uso del muestreador de Gibbs en la formulacion
de un modelo robusto, teniendo a los errores de regresion distribuidos como una
t-Student.

2.9.1. Distribucion t-Student

Sea Y una variable aletoria con funcion de densidad:

_ (k+1)
2

p(ylp, 0% k) = FF(E{EZ‘)";ZT% [1 % , yeR (2.1)

donde i € R pardametro de localidad, 0 > 0 pardmetro de escala, k > 0 grados de libertad
y T(-) es la funcién gamma, I' (z) = [;7t* 'e~'dt con z > 0. La funcién de densidad en
(2.1) corresponde a la de una variable aleatoria t(u, o2, k) (Sorensen y Gianola, 2007). A
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2.9. Regresién con Errores aleatorios t-Student

continuacion se enumeran algunas de sus propiedades:

1. Esta distribucion es simétrica respecto al parametro de localidad pu.

2. Cuando k < 2 entonces var(y) = oo.

3. Sipu=0yo%=1se tiene la distribucién ¢(0, 1, k) o simplemente ¢(k).
4. Cuando k — oo la distribucién converge a una N (u, c?).

5. Cuando k = 1 se tiene una distribucién Cauchy, C (i, 0?), cuya media y momentos
de orden superior no existen.

En la Figura 2.1 se puede observar la densidad de la t-Student con p = 0y 0% = 1,
para distintos valores de k, grados de libertad. Algunas de las propiedades enunciadas se
pueden identificar con facilidad en esta figura.

0.5
|

plylk)
0.3

0.2

0.1

Figura 2.1: Densidad de la t(k) con distintos grados de libertad, k. Observe que si
k — oo se obtiene la densidad N(0,1) y si k = 1 se obtiene la densidad
C(0,1).
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2.9.2. Regresion Bayesiana con Errores t-Student

Si se considera el modelo de regresiéon lineal multiple
yz:ﬁo+$fﬁ+€u 1= 1,2,...,71/; /6: [517"'76p]t7
e; ~ 1idt(0, 07, k),

donde #(0, 02, k) denota la funcién de densidad de probabilidades ¢-Student dada en (2.1).

Una representacion equivalente para este modelo de regresion es:

€ .
\/Uf 1 y 2 ..
g; ~ 1dN (0, 0%),

yi = Po + x; 8+

k k
w; ~ Ga (shape =5 rate = 5) .

El planteamiento anterior proviene del punto de vista clasico para la generacion de una
variable aleatoria con distribucién ¢-Student (Sorensen y Gianola, 2007). La forma de
probar que la razon de las variables aleatorias €; y \/w; dan origen a otra variable aleatoria
con distribucién t-Student consiste en encontrar la distribucién conjunta de ¢; y w;,

p (€5, w;), definir la transformacién <= y obtener su distribucion a partir de la primera,

w

utilizando Jacobianos (Casella y Berger, 2002).

Note que el vector de parametros incluye los coeficientes de regresién Sy, 3 y el pardmetro
o?, es decir, 0 = [Bo,ﬁ,JQ]t con B = [f, ...,Bp]t, mientras que alternativamente w =
[wi,wa, ..., wy,]" son considerados pesos, variables no observables (latentes). Esto se conoce

como “Aumentacién de datos” (Tanner y Wong, 1987). Bajo esta consideracién puede
demostrarse que y se distribuye como una t-Student de la siguiente manera:

0.2

1

k k
wilk ~ Ga (shape = §,mte = 5) ,

la distribucién conjunta de y;, w; queda definida como sigue:

b (yiv wi|97 k) =D (yi|wi’ 0)]9 (w2|k) )

17



2.9. Regresién con Errores aleatorios t-Student

entonces, la distribucién de Y;|0, k se obtiene por integracién:
P16 = [ bl 1) s,
resolviendo la integral anterior se puede mostrar que:

Y, ~t (60 +x!3, 0%, k) , independientes.

La Verosimilitud Aumentada se obtiene como sigue:

n

Suponga las distribuciones a priori:

folos ~ N (0,05) ,
Blog ~ NM (0,031)
1

p(0'2) X ;

Cabe senalar que para la distribucién a priori de fy y 8 se fijé 03 = 1 x 10° dando lugar
a una distribucién a priori no informativa. Ademas, el parametro k se considera como

fijo.
Con el fin de obtener estimaciones de 0 aplicamos el Teorema de Bayes utilizando la

funcion de verosimilitud aumentada, la distribucion a priori de € y €2 el conjunto de
hiperparametros y el muestreador de Gibbs.

p(0,w|datos) o p(y,w|6,k)p(0|Q)

= [ (v, wil6, k)] p(50)p(B)p(0?).

=1
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2.9. Regresién con Errores aleatorios t-Student

Entonces utilizando la funcién de verosimilitud de los datos aumentados y las densidades
a priori antes definidas, considerando ademads a k como fijo, la distribucién a posteriori
p(0, w|datos) esta dada por:

(2.2)

2

k 1
i k\z 1 0'2 2 kg Wi (yz —Bo —wtﬁ)2 +k0’2
0 dat — _ | — 2 _ %
p(0,w|datos) o J:ll (2) NG <wl) W; exp{ 9 [ 02

1
XN (]0,03) NM (3]0, agI)g.

Considere ademés que é; = y; — (5o + @i3) son los errores de regresion.

Entonces las distribuciones condicionales completas para implementar el algoritmo de

muestreo de Gibbs se pueden obtener de (2.2) y se presentan a continuacién (Sorensen y
Gianola, 2007):

1. p(wilresto),i=1,...,n

k+1 k+ é2/o?
wi|resto ~ Ga (%,mt@ = %’/0> :

2. p(Bo|resto)

n
*
E Wiy, 9

Bolresto ~ N | ==L ?

Zwi—l—)\ iwz—i—)\
=1 =1

[\

) y;k = éz + B(())ld> A=

mqw| 9

3. p(Bjlresto), j=1,...p

n
*ok
E Willy Tij ) )

L O' R
Bjlresto ~ N =1 . Y =6+ 5qld$ij7 A= —.

n

’on
§ : 2 § : 2
=1 =1

4. p(o?|resto)

SCE .
o?|resto ~ GI (shape = g,rate = T) , SCFE = Zwiég.
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2.9. Regresién con Errores aleatorios t-Student

Note que GI(-) denota una variable aleatoria Gamma Invertida (Sorensen y
Gianola, 2007).

Para fijar el parametro k se sugiere utilizar una malla de puntos, por ejemplo k € (2, 30),
y elegir el mejor modelo comparando el valor del Criterio de Informacion de Akaike (AIC).

Los pasos necesarios para el funcionamiento del muestreador de Gibbs para ajustar un
modelo de regresion con errores aleatorios t-Student se describen en el Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Regresion Bayesiana con errores aleatorios t.

input : El algoritmo requiere que se le proporcione y, X y fijar k.
output: p (0, w|resto).

1 for hin1:B do /* con B nimero de iteraciones x/
fiall old __ old __ old __ 2o0ld __ .2 : 2 _ 6
2 Inicializar 87 = ( 0¢=0,p5 = 0,0 = Sy) y fijar o3 =1 x 10°.
3 Obtener é; = y; — ( old 2t (3° ), i=1,..,n.
4 Muetrear de cada distribucién posteior @|resto, obtener 8™ y actualizar é
tras actualizar cada coeficiente de regresion By y 85, 7 =1,...,p.
5 begin
6 wi‘ﬂgld’ B;?ld’ O.2old N wlnew
" ﬁ0|w;’bew,ﬁ;ld’ O.20ld N ﬂgew
8 S = gld o /861611)
10 for j=1,...,pdo
11 Bj|w?ew’ ﬁgew’ O.2old — ﬁjnew
__ Rold __ pnew
12 0 = f3; B
13 € =¢; + 5$ij
14 end
15 O.2|wgzew’ Bgew7 6jnew N O.Znew
16 end
17 end

/* Las primeras m muestras son el calentamiento (burn-in) asi que
se pueden desechar y solamente tomar en cuenta las dltimas B —m
muestras a las cuales se les aplica el adelgazamiento (thin).

*/

El Algoritmo 4 se implement6 en el paquete estadistico R (R Core Team, 2018) y se
presenta en el Anexo A.
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2.10. Regresion con Errores aleatorios Normal-Asimétricos

2.10. Regresion con Errores aleatorios
Normal-Asimétricos

2.10.1. Distribucion Normal-Asimétrica

En el contexto de los modelos lineales, existen muchas aplicaciones reales donde los
supuestos de normalidad y homocedasticidad no se satisfacen. Ocurre que en muchos
casos, la distribucién de frecuencias asociada a la variable respuesta es marcadamente
asimétrica. Azzalini (1985) introduce el concepto de la Distribucion Normal-Asimétrica,
que permite modelar la asimetria presente en un conjunto de datos. Su funcién de
densidad de probabilidades esta dada por:

P () = 26 (1) @ (At) Iy (). (2.3

donde ¢(:) y ®(-) denotan la funcién de densidad y distribucién de una variable Normal
estandar N (0, 1), respectivamente, y A € R regula la asimetria (forma).

Si U tiene la funcién de densidad dada en (2.3), entonces se escribe U ~ SN(A). Algunas
propiedades de la distribucién SN, que la hacen matematicamente tratable son:

1) Si A=0en (2.3) entonces U ~ N (0, 1).

)
2) SiU ~ SN(X) entonces —U ~ SN(=M).
3) Si A — oo entonces (2.3) converge a la distribucién Media-Normal, 2¢(u)I( ) (u).
)

4) Si U ~ SN()) entonces U? ~ x3.

Usando los resultados de Azzalini (1985), la funcién generadora de momentos de (2.3)
esta dada por:

Mu(t) = 2eap(2/2)3 (%) |

de donde es posible obtener la media y la varianza, dados por:

2 A
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2.10. Regresion con Errores aleatorios Normal-Asimétricos

y el coeficiente de asimetria de U estd dado por:

I 1))
(1= [EW)P}

La funcién de distribucién acumulada de (2.3) estd dada por:

A\x

P(U < u) :/ %exp(—xQ/Z)/ exp(—t*/2)dtdz.

—00 —0o0

u

Cosidere una transformacion lineal de la variable aleatoria U, Y = £ +wU, donde £ es un
parametro de localidad y w es un parametro de escala, se dice entonces que la variable
aleatoria Y ~ SNp(&,w, A), donde el subindice D representa la parametrizacion directa
de la SN. Asi la funcién de densidad de Y estd dada por:

p(yl§, w, A) = %cb (yT—g) o [A (S)] : (2.4)

w

donde y € R, £ € R, w > 0. Se puede demostrar que el coeficiente de asimetria de Y
corresponde al coeficiente de asimetria de U.

En la Figura 2.2 se puede observar la densidad de la Normal Asimétrica para =0, w =1
y distintos valores de \. Algunas de las propiedades enunciadas se pueden identificar con
facilidad en la Figura 2.2.

Esta distribucion tiene algunas propiedades de la distribucién Normal univariada, pero
presenta problemas desde el punto de vista de la estimacion de sus parametros, en
particular, el estimador de méxima verosimilitud para el parametro de forma tiende a
infinito con probabilidad positiva (Azzalini, 1985; Pérez-Rodriguez et al., 2017).

2.10.2. Regresion Bayesiana con Errores Normal-Asimétricos
(BSN)

Si se considera el modelo de regresion lineal propuesto por Azzalini y Capitanio (1999)
y Rusell-Noriega y Gonzalez-Farias (2002)

yz:/BO—i_wf/B—'_em 1= 1,2,...,%; /8: [617"'76p]t7
€; NiidSND<O,w,)\),
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2.10. Regresion con Errores aleatorios Normal-Asimétricos

0.8

p(y[r)

Figura 2.2: Densidad de la SN (A) con distintos pardmetros de forma A. Observe
que si A = 0 se obtiene la densidad N(0,1) y si A — oo se obtiene la
distribucién Media Normal.

y usando las propiedades de la distribucion Normal Asimétrica, se sigue que

Y ~ SND (50 —|—£U§,3,UJ,)\) :

Existen problemas para la estimacion de los parametrs &, w, A. Desde el punto de vista
clasico, los estimadores de momentos no dan buenos resultados, y en el caso de Maxima
Verosimilitud, existen diferentes problemas al momento de maximizar la funcion de
verosimilitud (Pérez-Rodriguez et al., 2018).

Azzalini y Capitanio (1999) proponen utilizar una reparametrizacién de la funcién de
densidad (2.3), la cual se denomina parametrizacion centrada.

SiU~SNp(A) y A= %, con p € (—1,1), entonces:
—p

E(U):\/gp, Var(U)zl—%pQ, S(U)=+Var(U) = 1—%p2
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2.10. Regresion con Errores aleatorios Normal-Asimétricos

A
Jiox

se puede observar ademés que p =

La variable aleatoria:

U—E(U))7

Y:“"E( S(0)

sigue una distribuciéon SN con pardmetros ;1 € R y o, > 0, los cuales denotan la media
y la desviacién estandar de Y respectivamente, es decir, en este caso E(Y) = p y
Var(Y) = 02, entonces se dice que Y ~ SN¢g(j, 0e,71), donde v; € (—0.99527,0.99527)
es el coeficiente de asimetria dado por:

2 . /4 9202\ ~3/2
() ()
T T T

Considere la distribucion p (u, z|p) = p (u|z, p) p(z) con p(u|z, p) la funcién de densidad
de una variable aleatoria Normal con media pz y varianza 1 — p? y p(2) la funcién
de densidad de una variable aleatoria Normal Truncada, con parametro de localidad 0,
parametro de escala 1, cota inferior de truncamiento 0 y cota superior de truncamiento
0o. La distribucion conjunta de U y Z es:

1 1 1 2
p(u,zlp) = Eﬁ“ﬁ{‘ﬂ(“‘ﬂ@}

1 1
X \/ﬂexp {—§z2} I.(0,00).

Observe que la distribucion de U puede ser obtenida por integraciéon
[ p(u,zlp)dz = p(ulp). Para mds detalles ver Kim (2005) y Pérez-Rodriguez et al.
(2018) en la seccion Truncamiento oculto.

Siguiendo el esquema de la parametrizacion centrada, considere la transformacién

U—EU)

Y = .
wro (55

T = Z
cony€eR, 2>0, By =EU)y Sy =SU).
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2.10. Regresion con Errores aleatorios Normal-Asimétricos

La distribuciéon conjunta de las variables aleatorias Y y Z puede ser obtenida usando
Jacobianos (Casella y Berger, 2002), y estd dada por:

1 S, 1 y— W 2
p(y,2|lp,02,p) = ma—jff%p{—ﬂl—_pQ)[SU( p >+EU—PZ} }

1 1,
X exps —=2" ¢ L0.00) (2) .
mp{z}(o,)()

(2.6)

Note que la funcién de densidad de Y ~ SNg(u,02,741) puede ser obtenida integrando
p (y, 2|11, 02, p) con respecto de z; esto es

p (ylp, o2, m) —/O p (v, 2w, 02, p) dz,

_ 2 3 (4 2p° —3/2 ., .
con yp = 4/=p (; — 1) (1 — 7) . Esta representacién es muy conveniente porque
nos permite escribir una funcién de probabilidad aumentada (Kim, 2005; Liseo y Parisi,
2013), como si hubiésemos observado los valores latentes z. La funcién de densidad de la
variable aleatoria SN bajo la parametrizacion centrada es una funcién complicada que
puede consultarse en Azevedo et al. (2011).

Entonces, considerando el modelo de regresion lineal presentado anteriormente pero ahora
con los errores aleatorios SN¢ se tiene

yi=Po+xBte, i=12..n B=I[p,..05),
€; ~ iidSNC(070-627’71)7

por lo tanto, por propiedades de la distribucién Normal Asimétrica se tiene que

Y; ~ SN¢ (60 +x!8,0.2 'yl) independientes.

Con esta parametrizacion centrada de la distribucién SN en los errores, ahora el trabajo
se enfoca en obtener estimaciones de los pardmetros 0 =[Sy, 3, 0.2, 11]', B = [B1, -, B,
con p(0|Q) la distribucién a priori de 8 y €2 el conjunto de hiperpardmetros, entonces se
aplica el Teorema de Bayes y se obtiene la distribucién posterior p(8|datos) como sigue:
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p(@|datos) o p(y|0)p(0|Q2)

= [ Ip(w:l0)lp(50)p(B)p(a2)p().

=1

Se tiene que ni la distribuciéon posterior ni la distribucién condicional de los parametros
de interés tiene forma cerrada, por lo tanto, para realizar la estimaciéon Kim (2005) y
Pérez-Rodriguez et al. (2018) proponen aumentacién de datos lo cual permite utilizar el
muestreador de Gibbs y el Algoritmo de Metropolis con Caminata Aleatoria para obtener
muestras de la distribucion posterior.

Considere la distribucién conjunta de Y y Z dada en (2.6). En el contexto de regresién,
establecemos u; = [y + x!3, entonces la funcién de verosimilitud aumentada es:

p (Y, 2160, 8,02, p) = [ [ p (i, 2il i, o2, p)
=1

1 i — i S |
H\/ 1—p { 2(1 = p?) {SU (y JM)JVEU_P%} _5’21‘2}](0,00)(21')'

Para especificar completamente el modelo Bayesiano, se deben definir distribuciones a
priori para los parametros desconocidos:

Bolos ~ N (0,03)
Blod ~ NM (0,031,

1

plo2) x o

Cabe senalar que para la distribucion a priori de By y 3 se fijé ag =1 x 10% dando lugar
a una distribucién a priori no informativa.

Para el pardmetro p, basados en la transformacién p = 1 — 2B, donde B ~ Beta(ag, by),
la densidad a priori queda definida como:

1_p ap—1 1_p bo—1
p (plag, bo) (T) (1 -5 I1n(p)-

Entonces utilizando la funcién de verosimilitud de los datos aumentados y las densidades
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2.10. Regresion con Errores aleatorios Normal-Asimétricos

a priori antes definidas, la distribucién a posteriori p(@, z|datos) esta dada por:
p (0, z|datos)
- 1 Sy 1 Yi — i 21 9
S S By - pa| =57  lows (=
: H (1—p2)0e6xp{ 2(1—/)2){[]( o ) TEmpa| g T ()

1 1_p ap—1 1_p bo—1
X N (60]0,03) NM (8[0,031) — X <T> (1 — T) I1in)(p).

Sea

€ = Yi — Miy i = Bo +$§5,
oby  oepz;

Su Sy’

T =

entonces, las distribuciones condicionales completas que se utilizan para la
implementacién del Muestreador de Gibbs y Algoritmo RWM del modelo BSN se
obtienen de (2.7) y se presentan a continuacién:

1. p(Bo|resto)

n

>ou ,

i= 1- p2 O, * ~ o
Bo|resto ~ N (11— 2)02 ’ ( ) 2\ 2 y Y =6t Bold + 7.
LY P Gt A
S5 v S?]a%

xijy:
; (1—p*)oe

n 2\ 2’ n 2\ 2
2 (]‘_p)ge 2 (1—p)0'
E T+ —a3 35— 5[2] 5+
P J Stog — J Sg,a%

Bjlresto ~ N

3. p(z]resto)
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2.10. Regresion con Errores aleatorios Normal-Asimétricos

p(zi|resto) o< exp {—

donde y = ;SU + By

Se reconoce el nicleo de una distribucion Normal Truncada con parametro de
localidad py;, pardmetro de escala 1 — p?, cota inferior de truncamiento 0 y cota
superior de truncamiento oo, es decir, z; ~ NT (py;, 1 — p?,0,00).

4. p(c?|resto)

En el caso de 02 no es posible identificar el niicleo de alguna distribucién univariada
conocida, pues su distribucion condicional no tiene forma cerrada:

n 2
9 2\ —(%+1) _ 5[2] . oy _ OePZ
p(oZ|resto) o (o7) exp{ 0= )0l E <el + S, S, :

2
p?)o? =

Kim (2005) propone utilizar el algoritmo de Metropolis con Caminata Aleatoria

para obtener muestras de o2. Dado que 02 > 0, sea () = log(02), €W tiene

soporte en R. La funcién de densidad de £ puede ser obtenida usando el método
de transformacién (Casella y Berger, 2002) y esta dada por:

P (5(1)|rest0) o p(o?|resto)exp {5(1)} .

En el algoritmo Metropolis con Caminata Aleatoria se genera &) eligiendo un
ntcleo de transicién propuesto para anadir ruido al estado actual. Suponiendo que
el valor actual de £ es féllg se desea actualizar su valor en la siguiente iteracion a

&(L?w, entonces se hace lo siguiente:
a) Muestrear £, ¢ = féllg + 11, donde 1y ~ N (0,73).
b) Muestrear u, U ~ U (0, 1).
p (€W]resto)
P (§§;g|resto)

(1) 1)

c) Siu< entonces fr(Lle)w = (W de otro modo &rew = Eora-

Una vez que se ha obtenido £\, calcular oA = exp {&(Lle)w} El pardmetro n? se

puede modificar para obtener una tasa de aceptacién 6ptima.

5. p(p|resto)
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Finalmente, para p, vea que la distribucion condicional tampoco tiene forma cerrada

Sy S? - (A o. By aepzi)Q
p(plresto) X ———geIP ———o €; + -
(v ) (1—p?)> { 2(1 = p*)o? = Su Su

1_p ap—1 1_p bog—1
X (T) (1 B [(71,1)(0)-

Se propone utilizar el algoritmo de Metropolis con Caminata Aleatoria para
obtener muestras de p. Se utiliza la transformacién de Fisher (1915) definida
1 1+p
2 = 2 -7

como 0
¢ 2 9 1—p
consideran los hiperpardmetros ay = 1 y by = 1 dando paso a una a priori U [0, 1].

> = tanh™* (p), el soporte de @) estd en R. Ademds, se

La funcién de €2 se puede obtener usando el método de transformacién (Casella
y Berger, 2002) y estd dada por:

D (5(2)]rest0) x p(p|resto)tanh (6(2)) .

En el algoritmo Metropolis con Caminata Aleatoria, se generé £ eligiendo un
ntcleo de transicién propuesto para anadir ruido al estado actual. Suponiendo que
el valor actual de €@ es 5(()2 se desea actualizar su valor en la siguiente iteracion a

2 L
&(Le)w, entonces se hace lo siguiente:

a) Muestrear (@), €2 = 55)12; + 1)y donde 1y ~ N (0,73).
b) Muestrear u, U ~ U(0,1).
PEDresto)

(2) 5(2)
p(fgi |resto)

c) Siu< ) entonces §T(Lze)w = £ de otro modo &rer = old-

Una vez que se ha obtenido fﬁfelﬂ, calcular p"* = tanh (fﬁi%) El parametro 73 se

puede modificar para obtener una tasa de aceptacién 6ptima.

Por lo anterior se tiene que hacer uso de diferentes técnicas computacionales para realizar
las simulaciones, Muestreador de Gibbs para 5y y 3, se utiliza el algoritmo de Metropolis
con Caminata Aleatoria para lograr obtener muestras de o (Kim, 2005), finalmente,
para obtener muestras de p, se usa la transformacién de Fisher (1915) y el algoritmo de
Metropolis con Caminata Aleatoria.

Los pasos necesarios para el funcionamiento del muestreador de Gibbs y RWM para
ajustar un modelo de regresién Bayesiana con errores aleatorios Normal Asimétricos
(BSN), se describen en el Algoritmo 5. Dicho Algoritmo se implementé en el paquete
estadistico R (R Core Team, 2018) y se presenta en el Anexo B.
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Algoritmo 5: Regresién Bayesiana con errores aleatorios SN (BSN).

input : El algoritmo requiere que se le proporcione y, X, y fijar R2 vy y vs.
/* donde v; =77 y v =73 en el paso de Metropolis de o2 y p. */
output: p (0, z|resto).

1 Obtener 8% = (5"“ ﬁom 2,0ld Old), Ey, Vy, Sy, 22 y fijar 0?3 =1 x 106.
2 for kin1: B do /* con B nimero de iteraciones x/
3 Obtener é; = y; — ( old 4 wtﬁdd) 1=1,...,n
4 Muestrear de cada dlStI‘lbUClOH posterior @|resto, obtener 8"’ y actualizar
é tras actualizar cada coeficiente de regresién By y 5;, j = 1,...,p.
5 begin
6 B |Bold 20ld old old N ﬁnew
7 § = [l — ”ewyel—ez—l—é
8 for j=1,...,pdo
9 B,‘ﬂgew O.20ld pold old Bnew
] I Y 7
10 o= ﬁj?ld — By € = & + 0wy
11 end
12 Z,lﬁnew ﬁnew 0.27old pold N Znew
1 fo) ? Vi ) )
13 Paso de Metropolis con Caminata Aleatoria para o y p:
14 for h € {1,2} do
(h) ¢(h) _ ¢(h) 2
15 Muestrear de £, €W = &0 + ¢y, con ¢y, ~ N (0,7;)
16 Muestrear de u, U ~ U(0, 1)
h) resto
17 if u < %
p( old|7’€5t0>
18 ‘ gnew = f
19 else
0 | e =
21 end
22 Para o2 una vez que se ha obtenido &(L?w, calcular

grner — exp {57(11@)1”} El pardmetro 1? se puede modificar para
obtener una tasa de aceptacién optima.
23 Para p una vez que se ha obtenido 5,(126)% calcular p"¢" = tanh (5,(126)“))

El pardmetro 73 se puede modificar para obtener una tasa de
aceptacion 6ptima.

24 Actualizar Ey, Vi v Sy.
25 end

26 end

27 end

/* Las primeras m muestras son el calentamiento (burn-in) asi que
se pueden desechar y tomar en cuenta las dltimas B —m muestras
a las cuales se les aplica el adelgazamiento (thin). */
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2.11. Distribucién t-Asimétrica (ST)

2.11. Distribucion t-Asimétrica (ST)

La familia Normal Asimétrica es, por construccién, una clase de distribuciones mas
flexible que la Normal, debido al parametro adicional A que regula la asimetria. Este
hecho, combinado con una serie de propiedades formales que disfruta esta distribucién,
lo convierte en una propuesta atractiva para el trabajo estadistico. Sin embargo,
aunque es mas flexible que la familia Normal, la presencia de un tnico pardmetro para
regular la forma de la densidad en (2.3) no puede ser suficiente para manejar
adecuadamente los muy diversos tipos de situaciones que se cumplen en el trabajo
practico. Un problema frecuente es que las colas de la distribucién observada son mas
gruesas que las normales, una situacion que se encuentra en una gama de areas de
aplicacion, casi sistemdaticamente en econometria y finanzas.

Si bien el modelado estadistico escapa a reglas fijas, existe una percepcién generalizada
de que en un gran numero de casos practicos relacionados con el tipo continuo de
observaciones con soporte ilimitado se puede producir un resultado satisfactorio
trabajando con una distribucion que permita una regulacion independiente de
localidad, escala, asimetria y curtosis.

En el marco de distribuciones asimétricas, la formulacién actualmente més utilizada es
proporcionada por la distribucién t-Asimétrica (ST) (Arellano-Valle y Azzalini, 2013),
destacando, entre esta familia, la proposicién presentada por Azzalini y Capitanio (2003).

La familia ST ha sido considerada por primera vez por Branco y Dey (2001) pero en
su forma multivariada, la funcién de densidad en la forma univariada ha sido dada por
primera vez por Azzalini y Capitanio (2003) y por Gupta (2003).

A continuacién se presentan diferentes alternativas para la distribucion t-Asimétrica
univariada propuestas por distintos autores, las cuales cuentan con diferentes
caracteristicas propias.

2.11.1. ST Azzalini y Capitanio (2003), y Gupta (2003)

La distribucién ST'(\, k) se puede obtener aplicando un factor de escala aleatorio
adecuado a una variable aleatoria SN (), replicando el mecanismo idéntico que conecta
la distribuciéon N(0,1) y la distribucién habitual de ¢-Student, t (k). Esta representacién
estocastica para la distribucion ST fue propuesta por Azzalini y Capitanio (2003) y
consiste en lo siguiente:

Denote por W una variable aleatoria continua que puede ser obtenida como el cociente
de otras dos variables aleatorias,
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2.11. Distribucién t-Asimétrica (ST)

donde U ~ SN(A) cuya funcién de densidad estd dada por (2.3), V ~ x% independiente
de U y k son los grados de libertad de la variable V. Entonces, utilizando el método de
Jacobianos (Casella y Berger, 2002) puede probarse que W ~ ST(A, k), donde A € R, y
k> 0.

Considere una transformacion lineal de la variable aleatoria W,

Y =¢+wlW

donde £ € R es un parametro de localidad y w > 0 es un parametro de escala. Utilizando
el método de Jacobianos Casella y Berger (2002) puede obtenerse la distribucién de Y,
la cual esta dada por:

_2,. [k+1 Yy
p(ylﬁ,wwk)—wt(zk)T(Az k+22,k+1>, 2= (2.8)

donde y € R, t(;k) y T(-;k) denotan la funcién de densidad de probabilidades y
funcién de distribucién acumulada, respectivamente, de una variable ¢-Student con
k > 0 grados de libertad, £ € R, w > 0 y A € R pardmetro de sesgo. Si Y tiene la
funcién de densidad dada en (2.8), entonces Y ~ ST(&,w? A\, v), (Azzalini y Capitanio,
2003). Alguna propiedades de la distribucién ST presentada de esta forma son:

1) Sik — oo en (2.8) entonces Y ~ SNp(A).

2) Si k =1 se obtiene la distribucién Skew-Cauchy, SC (£, w?, \).

4) Si k — ooy A =0 la distribuciéon ST(&,w?, A, k) converge a la distribucién N (€, w?).

)

)
3) Si A =0 entonces Y ~ t (£, w? k).

)
5) SiY ~ ST (A k), entonces =Y ~ ST (=, k).
)

6) SiY ~ ST (A k), entonces Y2 ~ F (1, k) (Di Ciccio y Monti, 2011).

Un aspecto problematico con este tipo de formulacion es que los pardametros no estan
relacionados con los momentos de una manera simple. Para ejemplificar el hecho, el
parametro de localidad £ no corresponde a ninguna cantidad utilizada tradicionalmente
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2.11. Distribucién t-Asimétrica (ST)

para cuantificar la ubicacién, como la media o la mediana, ni £ estd relacionado con ellas
en una forma simple, un hecho que afecta la interpretacion de este parametro. Con otros
parametros, especialmente aquellos que reflejan la asimetria y la curtosis, el problema no
es mas sencillo, y se vuelve aiin més complejo en el caso multivariado. Una complicacion
adicional proviene de la falta de momentos de orden no mayores que k. Sin embargo, hay
que tener en consideracién que estos problemas no son especificos de la formulaciéon ST, y
también presentan diversos grados de complejidad en propuestas alternativas (Arellano-
Valle y Azzalini, 2013).

A diferencia del caso de la Normal Asimétrica, en la ST de Azzalini y Capitanio (2003)
y Gupta (2003) no se tiene el problema de singularidad y la llamada parametrizacion
centrada, a saber, i, 02 y A\, que representan la media, la varianza y el indice de asimetria,
se usa solo con fines de interpretacion.

En la Figura 2.3 se puede observar la densidad de la ST definida por Azzalini y Capitanio
(2003) y Gupta (2003), la cual tiene la forma presentada en (2.8), para distintos valores de
A, pardmetro de sesgo, y de k, parametro de forma. Algunas de las propiedades enunciadas
se pueden identificar con facilidad en la Figura 2.3.

De la Figura 2.3 vea que el grafico a) es idéntico que la Figura 2.2 de la distribucién
Normal Asimétrica, como ya se menciond, esto se debe a que cuando k& — oo la
distribucién ST converge a la SN.

2.11.2. ST Zhu y Galbraith (2010)

En general, dentro de la literatura, se describen varios tipos de distribuciones ST con
un parametro que controla principalmente la asimetria de la parte central de una
distribucion. Por lo tanto, una clase de distribuciones asimétricas que tiene un
pardmetro de asimetria y dos parametros de cola ofrece la posibilidad de mejorar
nuestra capacidad para ajustar y pronosticar datos empiricos en las regiones finales que
son criticas, por ejemplo, en problemas de gestién de riesgos y otras aplicaciones
econométricas financieras.

Bajo este contexto Zhu y Galbraith (2010) proponen una distribucién ST cuya funcién
de densidad esta dada por:

( _ ki1

B BQ o 2 2
— 14+ — M S Yy < i
o kl 20'06QU€1)
p(ym,a,a, klakQ) = kot (29)
B ” B? y— o0 .
- - S1?
o ko \20(1 — a)Q(k2) you
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2.11. Distribucién t-Asimétrica (ST)

T[(k+1)/2]
T (k/2) vk

gamma; p € R pardmetro de localidad, o > 0 pardmetro de escala, a € (0,1) parametro
de sesgo, y dos pardametros de forma k; > 0 y ks > 0 correspondientes a las colas.

donde y € R, Q(k) = , B=aQ(k)+ (1 —a)Q(k) y T'(+) es la funcién

Una representacion estocastica de la ST definida de esta manera que resulta 1til para
estudiar las propiedades de la distribuciéon y en estudios de simulacién se da a
continuacion.

Denote por T'(k) una variable aleatoria que tiene la distribucién ¢-Student estandar con k
grados de libertad. Considere tres variables aleatorias independientes U ~ U(0, 1), T'(k1)

y T(k’z)-

Y = o*T(k)]| [sign(U — ) — 1] + (1 — a™)|T (k)| [sign(U — o) + 1] (2.10)

aQ (k1)
aQ(k1) + (1 — a)Q(ky)’

Entonces, es posible mostrar que Y es una variable aleatoria ST estandar que tiene la
densidad con los tres pardmetros de forma (o, k1, ko).

donde o* = sign(x) =4+1siz >0, —1siz <0,y 0siz=0.

Naranjo et al. (2017) propone otra representacién estocéstica de la ST definida en (2.9)
por medio de una mezcla de distribuciones Normales, la cual parece ser adecuada en
estudios de simulacién ya que es posible obtener distribuciones condicionales de los
parametros de interés.

ﬂw=a/f@%ﬁwmwﬁwrﬂn/fwwﬁmwm2 (2.11)

donde

Ying~N (IM [200@(%)]271_1) I(Y <), Y1~ Ga(k1/2, scale = 2/k;)
Y ~ N (1, 20(1 = a)QUko)[25 ") I (Y > 1), 72 ~ Ga (ky/2, scale = 2/ky)

con o € (0,1), entonces f(y) es la fdp de una distribucion ST, es decir,
Y ~ ST(u, 02, , ki, ks).
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2.11. Distribucién t-Asimétrica (ST)

En la Figura 2.4 se puede observar la densidad de la ST definida por Zhu y Galbraith
(2010), la cual tiene la forma presentada en (2.9), para distintos valores de «, pardmetro
de sesgo, y de ky, pardmetro de forma en la cola izquierda. Algunas de las propiedades
enunciadas se pueden identificar con facilidad en la Figura 2.4.

2.11.3. ST Fernandez y Steel (1998)

Fernandez y Steel (1998) proponen una metodologia que permite transformar
distribuciones simétricas en asimétricas de una manera muy sencilla, la misma
solamente requiere usar un escalar A, es decir, un parametro de asimetria, para hacer
dicha transformacién. Particularmente usan esta metodologia para transformar una
distribucién de densidad t-Student en una distribucién t-Asimétrica.

Primeramente se considera Y ~ t(k), donde k£ > 2. La metodologia propuesta introduce
asimetria en las funciones de densidad mediante factores de escala inversos en los valores
positivos y negativos de Y. Estos factores se definen con el escalar A > 0. Particularmente,
si este escalar es fijo, la funcién de densidad de la variable Y que sigue una distribucién
t-Asimétrica queda definida como sigue:

TN — [ (0) Iosa ) + 0w DI )] (212)

(At 1/X

donde t (-, k) denota la fdp de una variable aleatoria t-Student con k > 2 grados de
libertad. La fdp anterior generaliza la distribuciéon ¢-Student con base en el pardmetro
de asimetria A. Si A = 1, la funcion resultante es la distribucién ¢-Student simétrica. Si
A # 1, la funcién resultante es una ST. Particularmente, si A < 1, se tiene una distribucién
sesgada a la izquierda, en contraparte, si A > 1, se tiene una distribucién sesgada a la
derecha. Entonces, si la variable Y se distribuye siguiendo una ST estandarizada puede
denotarse como Y ~ ST(A, k) (Lorenzo y Ruiz, 2014).

En la Figura 2.5 se puede observar la densidad de la ST definida por Fernandez y Steel
(1998), la cual tiene la forma presentada en (2.12), para distintos valores de A, pardmetro
de sesgo, y de k, pardmetro de forma. Algunas de las propiedades enunciadas se pueden
identificar con facilidad en la Figura 2.5.

2.11.4. ST Jones y Faddy (2003)

Jones y Faddy (2003) proponen una familia de distribuciones que incluye la distribucién
t-Student como caso especial, y también incluye extensiones aiin tomando valores en toda
la linea real con asimetria distinta de cero.
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a+1/2 b+1/2
_ Y Y
p(yla,b) = C 1 1+ 1— , yeR (2.13

( ’ ) 1b{ (a+b+y2)1/2 (a+b+y2)1/2 ( )

donde

Cup = 27771 B(a, b)(a + )"/,

con a,b € Ry B(-) denota la funcién beta, B (z,y) = fol w1 —w)? du, x,y € RY.
Cuando a = b, p(-) se reduce a la distribucién ¢-Student con 2a grados de libertad. Vea
que si a,b — oo p(-) converge a la distribucién N(0,1). Cuando a < b o a > b, p(-) esta
negativa o positivamente sesgada respectivamente, de hecho p(y|b, a) = p(—yla,b).

Se plantea una transformacién de variables aleatorias para obtener la distribuciéon en
(2.13) la cual consiste en partir de una v.a. Y ~ Beta(a,b), con a =0y b = 1, entonces
considere la siguiente transformacion:

V(a+0)(2Y —1)
2,/Y(1-Y)

T —

Una formulacién equivalente estd dada por la relacion entre una variable aleatoria con
distribucién Beta y un par de variables aleatorias distribuidas como Chi-cuadrada. Sean
U~ X3, vV ~ x3 variables aleatorias independientes entonces:

_ \/(a+b)(U—V)
UV '

Finalmente, otra representacion para esta tltima ecuacién estda dada por
T =1/(a+b) (W2 —-W-1/2) donde W = aF/b con F ~ Fy, .

— 2
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fdp

fdp

Figura 2.3: Densidad de la ST (£,w? A, k) definida por Azzalini y Capitanio (2003)
y Gupta (2003) con distintos pardmetros de sesgo, A, y de forma, k.
a) Densidad ST (.5 =0,w?=1,\k= oo) con distintos parametros de
sesgo, A = {0, —2,50}. Observe que cuando A # 0y k — oo la distribucién
ST converge a la SN. Ademds, cuando A = 0 y k — oo la distribucion ST
converge a la distribucién N (&, w?).
b) Densidad ST (§ =0,w2=1,A=0.8, k‘) con distintos pardmetros de
forma, k = {1,2,5,30}.
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fdp

Figura 2.4: Densidad de la ST (,u, a2, o, ki, k:g) definida por Zhu y Galbraith (2010)

con distintos parametros de sesgo, «, y de forma en la cola izquierda, k.
a) Densidad ST (p=0,02=1,0,k1 =1,kp =10) con distintos
pardametros de sesgo, o = {0.2,0.4,0.6,0.8}.

b) Densidad ST (,u =0,02=1,0a=0.8ki, ko = 1) con distintos
pardametros de forma en la cola izquierda, k1 = {1,2,5,30}.

38
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0.4

fdp

0.2

0.2 03

fdp

0.0 0.1

Figura 2.5: Densidad de la ST (A, k) definida por Ferndndez y Steel (1998) con
distintos parametros de sesgo, A, y de forma, k.
a) ST (A, k = o0), con distintos parametros de sesgo, A = {1,2,0.3,5}.
Observe que cuando A = 1 se obtiene la distribucién t(k).
b) ST (A = 0.8, k) con distintos pardmetros de forma, k = {1,2,5,30}.
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2.12. Eleccion de una adecuada Distribucion ST

La eleccién de una representacion de la distribucion ST dependera de las preferencias y
necesidades particulares de cada usuario de esta. Existen mas propuestas de las que aqui
han sido presentadas para el caso univariado, y lo mismo ocurre para el caso multivariado.
Cabe destacar que algunas de estas proposiciones son equivalentes entre ellas bajo alguna
reparametrizacion.

Asi, la eleccién puede reducirse a criterios como la facilidad de aplicacién de la
representacion de la distribuciéon ST, el nimero de parametros que esta utiliza, la
tratabilidad matematica o el mayor uso y aplicacién en diferentes trabajos, por ejemplo.

En atencién a lo anterior, en este trabajo se ha optado por desarrollar el problema de
regresiéon con dos proposiciones de las presentadas anteriormente, la distribucién ST de
Azzalini y Capitanio (2003) y la ST de Zhu y Galbraith (2010). En cuanto a la
primera, se trata de una de las formulaciones mas utilizadas en distintos trabajos de
investigacion, presenta una representacion estocédstica intuitiva, es matematicamente
tratable para el desarrollo de los resultados Bayesianos de interés para esta
investigacion y presenta un numero de parametros menor comparada con otras
proposiciones. En cuanto a la segunda, a pesar de tener un nimero mayor de
parametros, su autor manifiesta que esto permite manejar la forma de las colas
independientemente, lo que podria ser 1til en ocasiones, ademds es relativamente
reciente y poco estudiada por lo que resulta interesante abordarla.

De esta manera, en el Capitulo 3 se presentan los desarrollos tedrico-matematicos que
permiten la estimacién de los parametros, bajo el contexto de regresion, de las dos
distribuciones ST anteriores y desde un enfoque Bayesiano. Cabe hacer notar que para
el caso de la formulacién de Zhu y Galbraith (2010) el trabajo culmina con la
exposicion de los desarrollos realizados, mientras que para la proposicion de Azzalini y
Capitanio (2003) se ha hecho ademés un programa, utilizando los desarrollos expuestos
en el capitulo siguiente, en el paquete estadistico R (R Core Team, 2018) que permite el
ajuste de modelos de RLM, el cual es utilizado posteriormente.
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Capitulo 3

Regresion con Errores Aleatorios ST

3.1. Regresion Bayesiana con Errores ST de Azzalini
y Capitanio (2003), (BST)

Si se considera el modelo de regresién lineal multiple

yi=Bo+xBre, i=12..,n B=I[p,...05),
ei ~ 4dST (0,w*, \, k),

donde ST (0,w? )\, k) denota una variable aleatoria con funcién de densidad dada por
(2.8).

Utilizando la representacion estocdstica propuesta por Azzalini y Capitanio (2003) y
desarrollada a detalle por Parisi y Liseo (2018) puede obtenerse la distribucién

ST (0,1, A\, k) como sigue:

Denote por W una variable continua que puede ser obtenida como el cociente de otras
dos variables aleatorias

donde U ~ SN(A), V ~ x? independiente de U y k son los grados de libertad de la
variable V.

Considere la distribucién p (u, z) = p(ulz, p) p(z), con p(ulz, p) la funcién de densidad
de una variable aleatoria Normal con media pz y varianza 1 — p? y p(2) la funcién
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(BST)

de densidad de una variable aleatoria Normal Truncada, con parametro de localidad 0,
parametro de escala 1, cota inferior de truncamiento 0 y cota superior de truncamiento
co. La distribucién conjunta de U y Z esta dada por (2.5) y a partir de esta es posible
obtener una variable aleatoria SN usando aumentacion de datos.

Obteniendo la densidad conjunta de U, Z y V:

1 1 1 2
p(u,z,vp. k) = ﬁﬁewp{—m(u—Pz)}

1 1, 1 kg v
X expq —=2" ¢ 1,(0,00) X v2 ex {——},
o p{ 5 } (0,00) 25T (5) P13

dondeu € R, 2>0,v>0,pe(—-1,1)y k>0.

Note que p (u|p) se obtiene mediante integracién de p (u, z, v|p, k) dada en (3.1), es decir,

p(ulp) = [ [p(u,z,v|p, k) dvdz, obteniéndose U ~ SN (\), con A = — =
-P

Defina la transformacién W = \/‘U/W y obtenga su distribucién a partir de p (u, z,v|p, k)
dada en 3.1 utilizando el método de Jacobianos (Casella y Berger, 2002). Esto es, obtenga

la distribucién conjunta p (w, z,v|p, k) y posteriormente, al resolver la integral doble
[ [p(w,zv|p, k)dvdz = p(wl|p, k), se demuestra que W ~ ST(0,1, A, k) con A = %.

—p
Ahora considere una transformacion lineal de la variable aleatoria W,

Y =&+ wW,

donde ¢ € R es un parametro de localidad y w > 0 es un pardmetro de escala. De nueva
cuenta, utilizando el método de Jacobianos (Casella y Berger, 2002) puede obtenerse la
distribucion conjunta de Y, Z y V, la cual esta dada por:

s ]

dondeyeR, 2>0,v>0,{€R,w>0,pe(—1,1)y k> 0.
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Entonces resolviendo la integral doble

p(y|€aw7p7k) :/ / p(y,Z,U|§,w,p, kﬁ) dvdz
0 0

es posible mostrar que Y ~ ST (&,w? \ k), es decir, Y tiene la forma de una funcién
de densidad dada en (2.8), con A = —£—. Esta representacién es muy conveniente
\/1—p2

porque nos permite escribir una funcién de probabilidad aumentada, como si hubiésemos
observado los valores latentes z y v.

Entonces, siguiendo en el contexto del problema de regresion lineal multiple planteado
al comienzo de esta seccién, donde e; ~ dST (0,w? X\, k), por propiedades de la
distribucién t-Asimétrica se tiene que

Y; ~ ST (8o + iB,w*, A\, k) , independientes.

Sea & = By + xB. La verosimilitud aumentada estd dada por:

n n

[[p = ui0) = E%%ﬁw{‘zul—pw{(%;&)\/%")Zir}

1 1, 1 E_q & &
X —=¢expq —=2; ¢ I, (0,00) /———v;2 ex {——} —.

Note que el vector de parametros 0 incluye los coeficientes de regresion By v B y los
pardmetros w?, p y k, es decir, 8 = [By, 3,w?, p, k;]t con 3 = [/, ...,Bp]t, mientras que
alternativamente z = [z1, 29, ..., zn]t y v = [v1, v, ..., vn]t son considerados pesos. Esto se
conoce como “Aumentacién de datos” (Tanner y Wong, 1987).

Con el fin de especificar el modelo completo en el marco Bayesiano se asignan las
siguientes distribuciones a priori:

Bolos ~ N (0,05) ,
Blog ~ NM (0,031),
1

p () x .

Cabe senalar que para la distribucion a priori de By y 3 se fijé ag =1 x 10° dando lugar
a una distribucion a priori no informativa.
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Para el pardmetro p, basados en la transformacién p = 1 — 2B, donde B ~ Beta(ag, by),
la densidad a priori queda definida como:

1_p ap—1 1_p bo—1
p (plao, bo) (T) (1 -5 I1n(p)-

Finalmente, el pardmetro k es considerado como fijo debido a que se tienen problemas de
convergencia del algoritmo al momento de probar diferentes distribuciones a priori para
este parametro.

Con el fin de obtener estimaciones de 0 se aplica el Teorema Bayes utilizando la funcién
de verosimilitud de los datos completos, la distribucion a priori de @ y €2 el conjunto de

hiperparametros, el muestreador de Gibbs y el algoritmo de Metropolis con Caminata
Aleatoria.

p (8, z,v|datos) o p(y,z,v|0)p(6]€2)

= [ p i z,0:10))p (Bolo3)p (Blo3) p (w?) p (plao, bo) -

=1

Entonces utilizando la funcién de verosimilitud de los datos aumentados y las densidades
a priori antes definidas, la distribucién a posteriori p(0, z, v|datos) esta dada por:

p(0, z,v|datos) o< p(y,z,v|0)p(0|Q)

- exp{—m ‘nl {(yi—&)\/%—pwzir}exp{_%gz?}
(3) () () OF Vi) 550}

2 oy L (L—p o L—p o
xN(ﬁ0|0,05)N(ﬁ]0,aﬁI)—( ) (1__) |

w

N

Sea é; = y; — &. Entonces las distribuciones condicionales completas necesarias para
implementar el algoritmo del muestreador de Gibbs y RWM se pueden obtener de (3.3)
y se presentan a continuacion.
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(BST)

1. p(Bo|resto)

1 — 2 2
Bolresto ~ N (c_w) 7

C1 C1

donde

donde

« Ui % A
fizyi\/E—szi, y¢:€i+5jxij'

3. p(zresto),i=1,...,n

zilresto ~ NT (u:glﬁ,az =1-pa=0,b= oo) ,
w
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3.1. Regresién Bayesiana con Errores ST de Azzalini y Capitanio (2003),
(BST)

U.
donde P = AZ‘ —Z.
n g e I

4. p (vi|resto)

Para la variable latente V; no es posible identificar el ntcleo de alguna
distribucion univariada conocida, pues su distribucion condicional posterior no
tiene forma cerrada

p (vi|resto) oc v¥  exp {— A — Biy/ui},

donde

Parisi y Liseo (2018) proponen usar el Algoritmo de Aceptacién y Rechazo
(Gelman et al., 2014) para muestrear de V|resto. Teniendo la distribucién
condicional completa p (v;|resto) como densidad objetivo se hace lo siguiente:

a) Definir la Distribucion Generadora de Candidatos G = R? con
R ~ I'(a,, ), entonces usando Jacobianos se encuentra la distribucién de
G, la cual esta dada por:

Ve
2T ()

e (glaw, 1) = 9% teap{—v3g}, g>0.

b) Definir

a, =2C=k+1,

*_]‘ 2
=7 (BiJr\/Bi +8Ai(20+1)>,
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3.1. Regresién Bayesiana con Errores ST de Azzalini y Capitanio (2003),
(BST)

usando los parametros a; y 7, se optimiza la eficiencia del algoritmo de
Aceptacién y Rechazo, entonces se tiene pg (glas, 7).

c¢) El algoritmo de Aceptacién y Rechazo requiere la obtencién de la constante
M

e Paso de Rechazo:

p (vi|resto) < Mpg (vi; 7)) -

Razén de Importancia:

p (vs|resto)

= m(v),
yle: (U“Oé:,”}/:) )

dados los parametros de la distribucién generadora de candidatos, esta
funcién tiene un maximo en

i\ Toa, )

asi el valor de M puede ser obtenido finalmente como

M =mv]).

(2

d) El algoritmo de Aceptacién y Rechazo consiste en dos pasos:

1) Generar un candidato v§ de la distribucién generadora de candidatos,
pe (vilag, 7).

2) Siu < -7 (v |:68t0)
Mpe (v; a5, 77)
candidato v§ es rechazado, regresar al paso 1).

aceptar vf como muestra de p (v;|resto). Si el

En la Figura 3.1 se presenta un ejemplo ilustrativo del funcionamiento del Algoritmo
de Aceptacién y Rechazo para el muestreo de Vj|resto para A = 0.5251, B = 0.0121,
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3.1. Regresién Bayesiana con Errores ST de Azzalini y Capitanio (2003),
(BST)

k=331, a =4.31,~ =2.3676 y v* = 5.03. Utilizando el Algoritmo de Aceptacion
y Rechazo dado en 1 y las condiciones anteriormente descritas en los pasos a-d, se
generar un candidato v{ de la distribucién generadora de candidatos, y se decide si
es aceptado o rechazado, se realizan 1000 iteraciones del proceso con la finalidad
de mostrar como funciona el algoritmo, obteniéndose los resultados mostrados en
la Figura 3.1, donde se identifican con o los candidatos que son aceptados y con X
los candidatos rechazados.

— Mg(v)
--- p(v|resto)
o ey
N a(v)
o
2 -
@ _|
—_ o
o
®
g
z ©
S o
<
o
N
o
X e
o _ e e
o

Figura 3.1: Se presenta las densidades p (v|resto), g (v) asi como Mg (v). Ademds 1000
realizaciones de (G, V), con G = R}, R~ T (a},8) yV =UxM x g (v).
Si V < p(v|resto) se acepta el candidato y por lo tanto v¢ = v.

5. p(w?|resto)

Por otra parte, en el caso de w? se tiene también que no es posible identificar el
ntcleo de alguna distribucion univariada conocida:

n ~ 2
(= 1 ) i
p(w?|resto) o< (w?) (2+1>exp —_— Z (e_ G pzi)
i=1
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3.1. Regresién Bayesiana con Errores ST de Azzalini y Capitanio (2003),
(BST)

Se propone utilizar el algoritmo de Metropolis con Caminata Aleatoria para
obtener muestras de w?. Dado que w? > 0, sea 9V = log (w?), IV tiene soporte
en R. La funcién de densidad de 9" puede ser obtenida usando el método de
transformacion (Casella y Berger, 2002) y estd dada por:

P (19(1)|7"est0) o p(w?|resto)exp {19(1)} :

En el algoritmo Metropolis con Caminata Aleatoria se genera ¥ eligiendo un
ntcleo de transicién propuesto para anadir ruido al estado actual. Suponiendo que
el valor actual de 9™ es 19221 se desea actualizar su valor en la siguiente iteraciéon a

1 -
ﬁ%e)w, entonces se hace lo siguiente:

a) Muestrear 9V, 91 = 19(% + 1)1, donde 1y ~ N (0,7?).
b) Muestrear u, U ~ U (0, 1).
p (VW |resto)

0 entonces ﬁ%le)w =91 de otro modo 195116)11) = 19(()}2[-
D (ﬁoldh“esto)

c) Siu<

Una vez que se ha obtenido 9\, calcular w?™* = exp {19%16)11,}. El pardmetro n?

se puede modificar para obtener una tasa de aceptaciéon éptima.

6. p(p|resto)

De igual forma, para p, vea que la distribucién condicional no tiene forma cerrada

n n ~ 2
1 1 e |v;
1— ap—1 . bo—1
i ooy
2 2

Se propone utilizar el algoritmo de Metropolis con Caminata Aleatoria para
obtener muestras de p. Se utiliza la transformacién de Fisher (1915) definida
1 1
como 9 = §l0g (1+—p) = tanh™" (p), el soporte de ¥ estd en R. Ademas, se
—p

consideran los hiperpardmetros ay = 1 y by = 1 dando paso a una a priori U [0, 1].
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3.1. Regresién Bayesiana con Errores ST de Azzalini y Capitanio (2003),
(BST)

La funcién de densidad de 9 se puede obtener usando el método de
transformacion (Casella y Berger, 2002) y estd dada por:

p (0?|resto) o p(p|resto)tanh (91).

En el algoritmo Metropolis con Caminata Aleatoria se generé ¥ eligiendo un
nicleo de transicion propuesto para anadir ruido al estado actual. Suponiendo que
el valor actual de 9 es ﬁgc)l se desea actualizar su valor en la siguiente iteracion a

2 -
ﬁ%e)w, entonces se hace lo siguiente:

a) Muestrear 92, 9 =92 4, donde 1y ~ N(0,72).
b) Muestrear u, U ~ U(0, 1).
(0@ |resto)

entonces Vnew = , de otro modo Vneéw = .
D =92, d do Vo = 0%)
p("z?g;hesto) ’

c) Siu<

Una vez que se ha obtenido 19,(126)1,}, calcular p™* = tanh(ﬁ%)w). El pardmetro n3 se
puede modificar para obtener una tasa de aceptacién 6ptima.

7. Finalmente, para fijar el parametro k se sugiere utilizar una malla de puntos, por
ejemplo k € (2,30), y elegir el mejor modelo comparando el valor del Criterio de
Informacién de Akaike (AIC).

Dadas las distribuciones condicionales anteriores y, como se mencion6 en cada caso
particular, se tiene que hacer uso de diferentes técnicas computacionales, Muestreador
de Gibbs para 5y y 3, se utiliza el algoritmo de Metropolis con Caminata Aleatoria
para obtener muestras de w? y p, ademds del algoritmo de Aceptacién y Rechazo
utilizado para la variable latente V.

Los pasos necesarios para el funcionamiento del muestreador de Gibbs, RWM vy
Aceptacion y Rechazo para ajustar un modelo de regresién con errores aleatorios ST de
Azzalini y Capitanio (2003) se describen en el Algoritmo 6. Dicho Algoritmo se
implementé en el paquete estadistico R (R Core Team, 2018) y se presenta en el Anexo

C.
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3.1. Regresién Bayesiana con Errores ST de Azzalini y Capitanio (2003),
(BST)

Algoritmo 6: Regresion Bayesiana con errores aleatorios ST.

input : El algoritmo requiere que se le proporcione y, X y fijar k.
output: p (0, z, v|resto).
Obtener 6% 8, B9 y w?°'d usando la funcién Im(), fijar p°@ = 0.5,

0% =1x10°, y obtener z° y v°% como n niimeros aleatorios de N(O 1)y

['(n, k) respectivamente.

[y

2 for g in1: B do /* con B nimero de iteraciones x/
3 Obtener é; = y; — ( old | :ctBOld), i=1,...,n
4 Muestrear de cada d1str1bu(:1on posterior @|resto, obtener 8"’ y actualizar
é tras actualizar cada coeficiente de regresion 8y y 5;, j =1, ..., p.
5 begin
6 ﬁ ’ﬁOld 20ld old zol old ﬁnew
7 éi =6+ ( 3“ 6‘6“’)
8 for j=1,...,pdo
9 ﬁ |6new 2,0ld pold zold ,vold - Bnew
J W ’ ) ) '
10 éi =&+ (B9 — By
11 end
12 Z|/66Lew Bnew w2,old pold ,Uold —y pnew
) Vi ) ) )
13 Paso de Metropolis con Caminata Aleatoria para w? y p:
14 for h € {1,2} do
15 Muestrear de 9, 9 = 192};2[ + by, con Yy, ~ N (0,7?)
16 Muestrear de u, U ~ U(0, 1)
9 M |resto
17 if u< %
p(Y, |7’est0)
18 ‘ 9, = 19
19 else
h h
20 ‘ o, = ﬁgl;
21 end
22 Para w? una vez que se ha obtenido 19%1@)1,), calcular
w2,new = exp {191(116)10}
23 Para p una vez que se ha obtenido 19,(12@)11,, calcular p"" = tanh (19new>
24 Los parametros n? y 03 se pueden modificar para obtener una tasa de
aceptacion optima.
25 end
26 ,v|ﬁgzew’ B}@ew7 w2,neu}7 pnew 2" s e /x Jsando las
especificaciones de la seccién anterior. */
27 end
28 end

/* Las primeras m muestras son el calentamiento (burn-in) asi que
se pueden desechar y tomar en cuenta las dltimas B —m muestras
a las cuales se les aplica el adelgazamiento (thin). x/

51




3.2. Regresién Bayesiana con Errores ST de Zhu y Galbraith (2010)

3.2. Regresion Bayesiana con Errores ST de Zhu y
Galbraith (2010)

Si se considera el modelo de regresion lineal multiple

yi=Bo+xBre, i=12..,n B=I[p,..05),
e; ~ iWdST (0,07, a, ki, ks) ,

donde ST (0,02, a, ki, ko) tiene funcién de densidad de probabilidades dada en (2.9).

Utilizando la representacién estocéstica propuesta por Naranjo et al. (2017) y dada en
(2.11), para los errores, se tiene que

ples) = a / Fledm) f (ie)d + (1 — a) / F(erae) £ (as) s,

donde

eilni ~ N (O, [QJaQ(kl)]nyfil) I(e; <0), mi ~ Ga(k1/2, scale = 2/ky),

eilv2i ~ N (Oa [20(1 — a)@(k2)]27§il) I(e;>0), 72~ Ga(ky/2,scale=2/ky).

Al resolver las integrales se demuestra que p(e;) es la fdp de una distribucién

ST (0, 0'2, a, ]{?1, ]{52)

Note que el vector de parametros 0 incluye los coeficientes de regresion 5y y 3 y los
pardmetros 02, o, ky y ky, es decir, @ = [Bo, B, 0%, a, ky, ko]’ con B = [B4, ..., 5", mientras
que ¥, = [Y11: Y12 - Yin)' ¥ Yo = [V21, Y22, ---» Yan]' son considerados pesos. Esto se conoce

como “Aumentacién de datos” (Tanner y Wong, 1987). Bajo esta consideracién puede
demostrarse que y se distribuye como una ST’ de la siguiente manera:

Yilyi ~ N (50 +zi, [20()4@(]?1)}2%_11) I(y; < Bo+xiB),

Yilvei ~ N (Bo+ =B, [20(1 — O‘)Q(@)]Q%_il) I(y; > Bo+xiB),
yi ~ Ga (k1/2,scale = 2/ky), 72 ~ Ga(ke/2,scale = 2/ks),
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3.2. Regresién Bayesiana con Errores ST de Zhu y Galbraith (2010)

la distribucién conjunta de y;, 71; ¥ Y2; queda definida como sigue:

kL 2 ky 2
79 79 10 - 7 i iag A A )
P (Yis 16> 72:10) = p (Yl i, 12 )p(%IQ h)p(wIQ %>

entonces, la distribucién de Y;|0 se obtiene por integracién:
p(vil0) = /p(yi771i772i|9) dy1idya;-
Resolviendo la integral anterior se puede mostrar que:

Y; ~ ST (ﬁo +x!8,0% a, ki, kg) , independientes.

La verosimilitud aumentada se obtiene como sigue:

Hn Hn @ (i — [Bo + =B))°
iy [1iy [21 0 = €x - 2 1
i:1p(y i) i=1 \/QW[QaaQ (k)] p{ 2200Q (k)" }

k1

21 k1
X’ylz GIL‘p{ 2]311}1 [yz < 60 + wfﬂ}

(%) (2)°

¥ d-o) exp{_ (y: — 150 + 2i8)” }
V/2r7(20 (1 - @) Q (ko) 220 (1 - ) Q (ko))"

k2

31 _kao
X’Y27, ea;p{ Qk;Ym}[ [yl > By + 3’3513} _

T (2)°

Asignando las distribuciones a priori siguientes:

Bolos ~ N (0,03) ,
Blog ~ NM (0,031)
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3.2. Regresién Bayesiana con Errores ST de Zhu y Galbraith (2010)

ala,b ~ Bla,b).

Cabe senalar que para la distribucion a priori de 5y y 3 se fijo ag =1 x 10° dando lugar
a una distribucién a priori no informativa. Ademas, los parametros ki y ko se consideran
como fijos.

Con el fin de obtener estimaciones de @ se aplica el Teorema de Bayes utilizando la
funcion de verosimilitud de los datos completos, la distribucion a priori de @ y €2 el
conjunto de hiperparametros, el muestreador de Gibbs y un paso de Metropolis con
Caminata Aleatoria.

p(0,71,Ys|datos) o< p(y,v1,72|0)p(0|2)

= H[p(yia%u%iw)]p(/60|<7§)P ([3|U§)p(02)p(0z|a, b).

=1

Entonces utilizando la funcién de verosimilitud de los datos aumentados y las densidades
a priori antes definidas, la distribucién a posteriori p(0,~,,y,|datos) esté dada por:

11 4P _ﬂ(yi—[ﬂow?ﬁ])z
P(0. 71, 7s|datos) o g\/%@(kl) - egjp{ 2\ 20aQ (k)

k1

2t _ ki
X’Yu eg;p{ 21;171@}1— [yz < 50+a:§,8]

ry)(2)°

1 1 7211‘/261, i (Y — [Bo + B ’ (3.4)
Ve Qk) o p{ 2 (ZTU-—a)Q(kﬁ) }

k2

31 _ koo
X%Z€W{2f*mw>%+dm

riy)(2)°

XN (0]0,03) N (810,031) ~3 B (ala.b).

Sea
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3.2. Regresién Bayesiana con Errores ST de Zhu y Galbraith (2010)

1 = Bo + xi3,
€ = Yi — M-

Entonces las distribuciones condicionales completas que sirven para implementar el
algoritmo del muestreador de Gibbs se pueden obtener de (3.4) y se presentan a
continuacion:

1. p(yi|resto)

1
fyu\resto ~ Ga ! , scale = = , St Y < e
é; k1
220aQ (k)]* 2
2. p(7e4|resto)
1
Yai|resto ~ Ga 2 , scale = o ’ .S Y >
€ 2
+ i
220 (1— ) Q (k) 2
3. p(Bo|resto)
Bolresto ~ N (co1 + o2, So1 + Soz) ,
donde
Z%z‘yﬂ lyi < i Z%z‘yﬁ lyi > pil
Co1 = ni:1 ,  Co2 = ni:1 )
Z’Ylil [vi < )+ M Z’YQJ [yi > il + Ao

=1 i=1
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3.2. Regresién Bayesiana con Errores ST de Zhu y Galbraith (2010)

61 — [20aQ (k)] o — 20 (1 —a)Q (ko)]?
Z’Ylil Wi < ) + M Z Yoil [yi > pui] + Ao
i=1 =1

) 2 k1)) 20 (1 — k)
y: =+ B(())ld7 )\1 _ [ o-ai?_%( 1)] , )\2 _ [ 0( gag) Q( 2)]

4. p(Bilresto), j = 1,...,p

Bjlresto ~ N (cj1 + ¢j2, Sj1 + Sj2) ,

donde

Z'Vliy:xij[ lyi < i Z%iyfxijf [yi > pui
Cj1 = =1 y  Cj2 = =l )

Z%ﬂ?jf lys < il + M Z%ﬂ?j] [yi > ] + A
=1 i—1

L [2ea@k)P o) Q)P
71 — —x ) 5]2 - )
Z’Ylﬂ?jf lys < il + M Z’Yzﬂ?j[ [yi > ] + A2
i=1 i=1
R 2000 (ki)]? 20 (1 — « k)2
y;k = ¢+ ledxija )\1 _ [ QQ( 1)] , )\2 _ [ ( Q)Q( 2)]
I3 s

5. p(o?|resto)

o?|resto ~ GI (ay + ag — 1,by + by),
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3.2. Regresién Bayesiana con Errores ST de Zhu y Galbraith (2010)

donde
Z[ i < pi Z[ [yi > il
ay = =1 2 7 Uy = =1 2 :
5122% [y_u] -, bzzzw [y M] .
i=1 2 [20Q (k)] i=1 2 2(1—a)Q (k)]

6. p(a|resto)

En el caso de o no es posible identificar el niicleo de alguna distribuciéon univariada
conocida, pues su distribucién condicional no tiene forma cerrada.

Z%ié?-] i < pi Z%z’é?-’ [yi > i)
p(afresto) o« |exp{ —= - +exp{ ——=2 .
2[20aQ (k)] 2[20 (1 — @) Q (k2)]

a—l( )bfl.

X 11—«

Dado que « € (0, 1), se propone utilizar la transformacién £ = —log (%), que es
la inversa de la funcién Sigmoide, & tiene soporte en R. Observe que la densidad
de & puede ser obtenida usando el método de transformacién inversa (Casella y
Berger, 2002) y esta dada por:

resto) «< p(a|resto .
p(€lresto) o plalresto);——
En el algoritmo de Metropolis con Caminata Aleatoria se genera ¢ eligiendo un
ntcleo de transicién propuesto para anadir ruido al estado actual. Suponiendo que

el valor actual de £ es &,4 se desea actualizar su valor en la siguiente iteracién, a
&new, entonces se hace lo siguiente:
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3.2. Regresién Bayesiana con Errores ST de Zhu y Galbraith (2010)

a) Muestrear £, &€ = &4 + ¢ donde ¢ ~ N(0,7?).
b) Muestrear u, U ~ U(0, 1).

p(&|resto)

¢) Situ< ——>——2-
) p(Eora|resto)

entonces &,e, = &, de otro modo &,e0, = Eota-

: new __ 1 < 2
Una vez que se ha obtenido &, calcular « = 7@ Bl pardmetro 7 se
puede modificar para obtener una tasa de aceptacién 6ptima.

Los pasos necesarios para la implementacién del muestreador de Gibbs y RWM para
ajustar un modelo de regresién con errores aleatorios ST de Zhu y Galbraith (2010) se
describen en el Algoritmo 7.
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3.2. Regresién Bayesiana con Errores ST de Zhu y Galbraith (2010)

Algoritmo 7: Regresion Bayesiana con errores aleatorios ST.

input : El algoritmo requiere que se le proporcione y, X,
0°ld=( 01 =0,p9=0,0%" = 52 ,a=0.5) y fijar ki, ko y
crg =1 x 10°.

output: p(0,~,,7,|resto).

1 forginl: B do /* con B nimero de iteraciones x/
2 Obtener é; = y; — u;, donde y; = B54 + a:tﬁ"ld i=1,.
3 Muestrear de cada distribucién postenor O|resto, obtener 0"6“’, y actualizar
é tras actualizar cada coeficiente de regresion Sy y 5;, j =1, ..., p.
4 begin
5 if y; < p; then
6 ‘ 'le’ﬁdd ﬁ;lda O,20ld old N ,erZew
7 else
s ‘ il B, ﬁ;}ld, o200 qold _y Amew
9 end
10 ﬁ0|,ynew,,ygzew 50[{1 20ld old N Bnew
11 5 = old ﬂnew
12 é; = eZ +6
13 for j=1,...,pdo
14 ijnew77;zew 5new7 20ld7 aOld N B;Lew
15 S = ﬁ]@ld . ﬁjnew
16 éz = él + §x¢j
17 end
18 2|,ynew7 ,ygzew, gew 5]7}610 old N O.Qnew
19 Paso de Metropolis con Caminata Aleatoria:
20 begin
21 Muestrear de &, &€ = &4 + 9, con ¥ ~ N(0,7?%)
22 Muestrear de u, U ~ U(0, 1)
23 if u < M then
p(&aa|resto)
24 ‘ fnew - f
25 else
26 ‘ Snew - Sold
27 end
28 Una vez que se ha obtenido &, calcular o™ = m El
pardmetro n? se puede modificar para obtener una tasa de aceptacién
optima.
29 end
30 end
31 end

/* Las primeras m muestras son el calentamiento (burn-in) asi que
se pueden desechar y tomar en cuenta las dltimas B —m muestras
a las cuales se les aplica el adelgazamiento (thin). */
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3.3. Estudios de Simulacion

En esta seccion se presentan los resultados de un pequeno estudio de simulacién. El
objetivo es verificar, utilizando la simulacién, si la metodologia propuesta funciona de
forma satisfactoria al ajustar diferentes modelos para un conjunto de datos generados de
forma sintética.

Con la finalidad de tener un conjunto de datos simulados en la misma escala que el
conjunto de datos reales utilizado en la aplicacién presentada en el Capitulo 4 para la
metodologia propuesta, se utilizaran valores cercanos de los pardametros de regresiéon y
los parametros del modelo obtenidos por el ajuste de Azzalini y Capitanio (2003) para
el conjunto de datos de la compania Martin Marietta para simular una nueva variable
respuesta Y* como sigue:

y::B0+ﬁlxl+ﬁ2x2+ei7 i:1727"'7n
e; ~ 1idST (0, w2\, k:)

donde los parametros verdaderos seran:

Bo = 0.05 w? = 0.04
pr=1.70 y p=0.85
By = —2.40 k = 3.50

La covariable x; se toma del conjunto de datos Martin Marietta, la cual representa el
indice CRSP que proporciona la tasa de rendimiento mensual en la cartera del mercado
de Nueva York para el periodo que va de 1982 a 1986. Dicha covariable consta de 60
observaciones por lo que n = 60 para la simulaciéon. La covariable zs proviene de la
simulacién de n nimeros aleatorios de una distribucién U (0, 1).

Finalmente los ¢;, i = 1,2,...,60, fueron simulados utilizando la funcién rst() la cual
fue programada en el paquete estadistico R (R Core Team, 2018) y se presenta como
parte del Anexo C. Con lo anterior es posible simular una nueva variable respuesta y;,
1=1,2,...,60.

El Algoritmo 8 resume los pasos necesarios para llevar a cabo el estudio de simulacion
descrito anteriormente. Se ajustaron, ademas, los modelos de RLM Normal, t-Student,
BSN y ST de la libreria SN (Azzalini, 2018), para comparar el ajuste de los modelos a
los datos de interés.

En la Tabla 3.1 se reportan los resultados para los estimadores puntuales (obtenidos
como la media posterior de las 100 réplicas Monte Carlo) de los pardmetros de regresién
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3.3. Estudios de Simulacion

Bo, B1y B2 asi como su desviacion estandar entre las réplicas. Se presentan también la
correlacién entre los valores observados (y*) y los valores predichos (3*), el CME y al AIC
como una medida de bondad de ajuste de los modelos, dichos estadisticos se obtuvieron
como el promedio de las 100 réplicas Monte Carlo. Claramente se observa una capacidad
predictiva del modelo propuesto ST superior al resto y una bondad de ajuste equiparable
a los resultados que muestra el modelo ST de la libreria SN. La Figura 3.2 presenta el
histograma de residuales y el grafico de dispersién de los valores observados vs predichos,
obtenidos con los estimadores puntuales de la Tabla 3.1, mientras que en la Figura 3.3
se presentan las densidades posteriores de los parametros estimados Bo, Bl, wy p del

modelo de regresion con errores aleatorios ST para el conjunto de datos simulados.

Algoritmo 8: Algoritmo para la realizacion de las Simulaciones.

1

2
3
4
5
6

w

10

11

12
13
14
15

Elegir el tamano de muestra n.

Construir X.

Fijar los pardmetros verdaderos 3, w?, Ay k.

Simular los e; ~ itdST (0,w?, A\, k), i = 1,2, ..., n.

Simular la variable respuesta Y* como yf = By + €3 + ¢;.

Ajustar el modelo de regresién con errores aleatorios Normal usando la funcion
Im() y obtener la correlacién entre los valores simulados de la respuesta y los
valores ajustados, Corr (y*,7*), el Cuadrado Medio del Error (CME) y el
Criterio de Informacién de Akaike (AIC).

for j in1: M do /* con M nimero de réplicas Monte Carlo */

Ajustar el modelo de regresion con errores aleatorios ST usando el Algoritmo
6 y obtener estimadores puntuales para 3y, 3 y el resto de pardmetros del
modelo.

Ajustar el modelo de regresién con errores aleatorios t-Student usando el
Algoritmo 4 y obtener estimadores puntuales para 5y, 3 v el resto de
parametros del modelo.

Ajustar el modelo de regresion con errores aleatorios SN usando el Algoritmo
5 y obtener estimadores puntuales para [y, 3 y el resto de parametros del
modelo.

Calcular la correlacién entre los valores simulados de la respuesta y los
valores ajustados, Corr (y*, y*), para cada uno de los modelos de regresién
ajustados.

Calcular el CME para cada uno de los modelos de regresion ajustados.

Calcular el AIC para cada uno de los modelos de regresién ajustados.

end

Para obtener los estimadores de los parametros, los modelos se ajustaron usando
los datos completos y las inferencias se hicieron con base en 5,000 muestras
(obtenidas después de descartar 5,000 muestras como calentamiento) de la
densidad posterior y M = 100 réplicas Monte Carlo. Los valores estimados se
obtuvieron con respecto a la media de las 100 réplicas y también se obtuvo la
desviacion estandar de los estimadores entre las réplicas.
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3.3. Estudios de Simulacion

Density

Tabla 3.1: Comparacién del ajuste de los modelos de regresion BST, Normal, t-
Student, BSN y ST de la libreria SN para un conjunto de datos simulados.

0; / Modelo | Normal | t-Student BSN ST libreria SN ST
A 0.0235 0.0214 0.0238 0.0294 0.0588
B (0.0118) (0.0019) (0.0006) (0.0117) (0.0047)
A 1.3977 1.5394 1.4034 1.5773 1.4595
b (0.1397) (0.0209) (0.0060) (0.0954) (0.0630)
A -2.3679 -2.3770 -2.3684 -2.3772 -2.3724
& (0.0194) (0.0032) (0.0011) (0.0136) (0.0018)
w - — — 0.0328 0.0545
p — — 0.5194 1.1415 0.7689
k - — — 2.4977 3.5000
Corr (y,9) 0.9981 0.9981 0.9981 0.9980 0.9981
CME 0.0020 0.0020 0.0019 0.0028 0.0126
AIC -197.1043 | -201.3885 | -195.5449 -204.8292 -202.3118
@] .
»
g . S
] 2 | *
7 o | :.".
af .:no
S [ E— . ’
—0.[20 0.‘15 -0.10 —0.‘05 O.L)O O.L)S O.;O —2‘.5 —2‘.0 —1‘.5 —1‘.0 —0‘.5 OTO

errors

Ystar

Figura 3.2: Histograma de residuales (izquierda) y grafico de dispersién de los valores
observados vs valores predichos del modelo de regresiéon con errores
aleatorios ST para el conjunto de datos simulados.
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3.3. Estudios de Simulacion
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Figura 3.3: Gréfico de las densidades posteriores de los parametros estimados BO,
Bl, w y p del modelo de regresién con errores aleatorios ST para el
conjunto de datos simulados. Se presenta, la Traza (lado izquierdo) y
un Histograma (lado derecho) de la muestra MCMC generada para cada
uno de los parametros del modelo.
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Capitulo 4

Aplicacién con datos reales

Una aplicaciéon del modelo propuesto consistio en ajustar el modelo de regresion ST a
un conjunto de datos en el area de finanzas, el cual se describe a continuacién.

4.1. Conjunto de Datos de Rendimientos
Financieros de la compania Martin Marietta

Los datos provienen de dos companias cuyas acciones ordinarias cotizan en la Bolsa de
Nueva York y son reportados por el Centro de Investigacion en Precios de Seguridad
(CRSP). Dichos datos fueron utilizados por primera vez por Butler et al. (1990) en un
estudio sobre “Estimacion robusta y parcialmente adaptativa de los modelos de regresiéon”
en el que muestran los posibles peligros de aplicar MCO a datos con distribucién no
Gaussiana para obtener estimaciones de parametros de regresién y hacer un examen de
la influencia de los valores atipicos.

En dicho articulo se propone un enfoque de estimacién parcialmente adaptativa para la
estimacion de modelos de regresién bajo diversos supuestos de distribucién y presenta
un ejemplo ilustrativo con un conjunto de datos leptokurtéticos de la compania Martin
Marietta obteniendo diferencias significativas en las estimaciones por MCO y los
estimadores parcialmente adaptativos.

Un subconjunto de estos datos es utilizado posteriormente en un trabajo de Azzalini
y Capitanio (2003) en el que estudian un procedimiento general para perturbar una
densidad multivariada a través de la simetria y asi generar un conjunto completo de

densidades no simétricas, poniendo énfasis en la distribucién ¢t Asimétrica multivariada.

En dicho trabajo se presenta un problema de regresién lineal simple, del tipo y = Sy +
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4.1. Conjunto de Datos de Rendimientos Financieros de la compania Martin
Marietta

B + ¢, donde € ~ ST(0,w? a,k). Aqui, la variable de respuesta (y) representa los
rendimientos en exceso de la compania Martin Marietta los cuales estan relacionados con
el indice CRSP (z) de la tasa de rendimiento en exceso en el mercado de valores de Nueva
York en general.

Finalmente, en Arellano-Valle y Azzalini (2013) abordan principalmente la cuestion de la
eleccion de la parametrizacion de la distribucién ¢t Asimétrica y, mas generalmente, de la
seleccion de las cantidades de interés asociadas a esta distribucién y presentan un ejemplo
numérico, con el mismo conjunto de datos, sobre la base de los argumentos presentados
por los anteriores autores.

El conjunto de datos utilizado en este articulo para mostrar una aplicacién del modelo de
regresion con errores aleatorios ST propuesto es incluido en la Tabla 4.1 y se encuentra
disponible en la libreria hett (Taylor, 2018) del paquete estadistico R (R Core Team,
2018).

Para el ajuste de los modelos de regresion se consideran las ecuaciones estimadas que
asumen la relacion habitual entre el rendimiento en exceso para un valor determinado y
el rendimiento en exceso en la cartera del mercado, esto es,

(Ri — Ry) = Bo + B1 (R — Ry) + e,

donde:

R;: Tasa de rendimiento sobre el patrimonio de la empresa 7,
R,,: Tasa de rendimiento de la cartera de mercado,

Ry: Tasa libre de riesgo,

e;: Término de error aleatorio.

Para la estimacion de los coeficientes de regresiéon del modelo de mercado se utilizaron 5
anos de rendimientos mensuales (R;) de la compania Martin Marietta, segin lo
reportado por el CRSP. El rendimiento libre de riesgo (Ry) es la tasa del Tesoro a 30
dias. Finalmente, el indice ponderado de valor (CRSP) con dividendos proporciona el
rendimiento en la cartera del mercado (R,,).

De esta manera se tienen las variables y y x presentadas en la Tabla 4.1 en las
columnas Martin Marietta y Value Wighted CRSP Index respectivamente.
Posteriormente se presentan los resultados obtenidos del ajuste de los modelos de
regresion desarrollados en este trabajo con la finalidad de obtener estimaciones sobre la
variacién relativa de la rentabilidad del activo respecto al mercado en que cotiza.
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Tabla 4.1: Datos: Rendimientos en Exceso, Compania Martin Marietta (Butler et al.,

1990).

Date Martin Marietta) | Value Weighted CRSP Index®
Jan.1982 -0.1365 -0.0300
Feb.1982 -0.0769 -0.0584
Mar.1982 -0.0575 -0.0181
Apr.1982 0.0526 0.0306
May1982 -0.0449 -0.0397
Junel982 -0.0859 -0.0295
Jul.1982 -0.0742 -0.0316
Aug.1982 0.6879 0.1176
Sept.1982 -0.0770 0.0075
Oct.1982 0.0850 0.1098
Nov.1982 0.0030 0.0408
Dec.1982 0.0754 0.0095
Jan.1983 -0.0412 0.0301
Feb.1983 -0.0890 0.0221
Mar.1983 0.2319 0.0269
Apr.1983 0.1087 0.0655
May1983 0.0375 -0.0030
Junel983 0.0958 0.0325
July1983 0.0174 -0.0374
Aug.1983 -0.0724 0.0049
Sept.1983 0.0750 0.0105
Oct.1983 -0.0588 -0.0257
Nov.1983 -0.0620 0.0186
Dec.1983 -0.0378 -0.0155
Jan.1984 0.0169 -0.0165
Feb.1284 -0.0799 -0.0440
Mar.1984 -0.0147 0.0094
Apr.1984 0.0106 -0.0028
May1984 -0.0421 -0.0591
Junel984 -0.0036 0.0158
July1984 0.0876 -0.0238
Aug.1984 0.1025 0.1031
Sept.1984 -0.0499 -0.0065
Oct.1984 0.1953 -0.0067
Nov.1984 -0.0714 -0.0167
Dec.1984 0.0469 0.0188
Jan.1985 0.1311 0.0733
Feb.1985 0.0461 0.0105
Mar.1985 -0.0328 -0.0070

Continua en la siguiente péagina.
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4.1. Conjunto de Datos de Rendimientos Financieros de la compania Martin

Marietta
Tabla 4.1 — Continuacion de la pagina anterior.
Date Martin Marietta Value Weighted CRSP Index
Apr.1985 -0.0096 -0.0099
May1985 0.1272 0.0521
Junel985 -0.0077 0.0117
July1985 0.0165 -0.0099
Aug.1985 -0.0150 -0.0102
Sept.1985 -0.1479 -0.0428
Oct.1985 -0.0065 0.0376
Nov.1985 0.0390 0.0628
Dec.1985 0.0223 0.0391
Jan.1986 -0.0690 0.0002
Feb.1986 0.1338 0.0688
Mar.1986 0.1458 0.0486
Apr.1986 0.0063 -0.0174
May1986 0.0692 0.0460
Junel986 -0.0239 0.0100
July1986 -0.0568 -0.0594
Aug.1986 0.0814 0.0680
Sept.1986 -0.0889 -0.0839
Oct.1986 -0.0887 0.0481
Nov.1986 0.1037 0.0136
Dec.1986 -0.1163 -0.0322

La Tabla 4.2 presenta las principales estadisticas descriptivas del conjunto de datos

Martin Marietta.

(1) Tasa de rendimiento en exceso de la compania.

(2) Tasa de rendimiento en exceso del mercado de valores de Nueva York.

Tabla 4.2: Estadisticas descriptivas. Conjunto de datos Martin Marietta.

Martin Marietta excess returns

Value weighted CRSP index

Min.
1st Qu.
Median

Mean
3rd Qu.

Max.

Sd.

-0.14790
-0.05960
-0.00505
0.01689
0.07510
0.68790
0.1208315

-0.083900
-0.017575
0.008450
0.008778
0.033775
0.117600
0.04239672
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4.2. Ajuste del modelo Normal

4.2. Ajuste del modelo Normal

Considere el modelo de regresion lineal simple

inBO‘i‘ﬁlx‘i‘@ia i:1727‘“7n7
e; ~ iidN (0,07%)

donde la respuesta (y) representa la tasa de rendimiento en exceso mensual de la
compania Martin Marietta y la covariable (z) es el indice CRSP que proporciona la
tasa de rendimiento mensual en la cartera del mercado de Nueva York, ambas tasas
comprenden el periodo que va de 1982 a 1986.

Se realizé el ajuste del modelo anterior obteniéndose los resultados mostrados en la Tabla
4.3 para la estimacion de los coeficientes de regresion.

Tabla 4.3: Modelo clédsico de regresiéon lineal.

Dependent variable:

Y
X 1.8025***
(0.2899)
Constant 0.0011
(0.0125)
Observations 60
R? 0.400
Adjusted R? 0.390
Residual Std. Error 0.094 (df = 58)
F Statistic 38.669"* (df = 1; 58)
AIC -108.9898
Note: “p<0.1: *p<0.05: **p<0.01

La Figura 4.1 presenta un histograma de los residuales obtenidos con el ajuste del modelo
Normal, fue superpuesta la curva de una distribucién Normal con la misma media y
desviacion estandar de los residuales. También se observa la grafica Q-Q que compara
los cuantiles de la distribucion observada para los residuales con los cuantiles tedricos de
una distribuciéon Normal con la misma media y desviacion estandar.

Del histograma de la Figura 4.1 puede observarse que la curva Normal no ajusta a los
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4.2. Ajuste del modelo Normal

0.5

0.4
l

0.3
l

Density
Sample Quantiles

o ]
[ T T T T T 1
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 -2 -1 0 1 2

Errors Theoretical Quantiles

Figura 4.1: Se muestra histograma y curva normal (izquierda) y gréfica Q-Q (derecha)
de los errores del MCRL.

errores, principalmente en la cola derecha, donde claramente se distinguen valores que
no son capturadas por la distribucion Normal, es decir, puede asumirse que las colas
de la distribucién Normal parecen ser muy livianas para capturar toda la informacion
disponible del conjunto de datos de interés.

De la grafica Q-Q de la Figura 4.1 puede observarse que los errores no se ajustan
completamente a la recta de los cuantiles tedricos, principalmente en la cola derecha de
la distribucion observada, donde claramente se distinguen valores extremos, es decir,
algunos puntos muy alejados de la recta.

Con el analisis grafico anterior puede decirse que los errores obtenidos en el ajuste del
MCRL no siguen una distribucién Normal y por tanto el conjunto de datos Martin
Marietta no se ajusta a una distribucién Normal debido a las razones expuestas tanto
en el histograma como en la grafica Q-Q de los errores. Con la finalidad de tener mas
evidencias que sustenten la veracidad del planteamiento anterior, en la Tabla 4.4 se
presentan los resultados de algunos métodos formales (analiticos) para probar normalidad
en el conjunto de datos de interés. Las pruebas de normalidad presentadas han sido
ampliamente utilizadas y han mostrado resultados confiables.

Para todas las pruebas utilizadas se tiene el siguiente juego de hipotesis:
HO:GNN(O,UQ).

HlieoON(O,UQ).
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4.3. Ajuste del modelo BST

Se usé un nivel de significancia de e = 0.05 y el criterio de decision es:

Si el p —valor < a Se rechaza H,.
Si el p — valor > a No se rechaza Hy.

Tabla 4.4: Pruebas formales de Normalidad para los errores del MCRL.

Prueba Estadistico de Prueba | p-valor Decisién
Shapiro-Wilk W = 0.82461 5.864e-07 | Se rechaza Hy
Lilliefors (ks.test corregido) D =0.14921 0.001973 | Se rechaza H
Anderson-Darling A = 1.8602 8.277e-05 | Se rechaza H,
Cramer-von Mises W = 0.27405 0.0006291 | Se rechaza H,
Jarque-Bera JB = 284.55 2.2e-16 | Se rechaza H,

Como puede observarse en la Tabla 4.4, en todas las pruebas de Normalidad utilizadas se
tienen valores de los estadisticos para los cuales el p — valor determina rechazar la Hy y
por lo tanto existe evidencia estadistica que permite concluir que los residuales obtenidos
con el ajuste del MCRL no siguen una distribucién Normal y por tanto el conjunto de
datos Martin Marietta tampoco se ajusta a una distribucion Normal.

4.3. Ajuste del modelo BST

Considere el modelo de regresion lineal simple

yi:50+51$+€z‘, i:1727"'an7
ei ~ 4dST (0,w*, \, k),

donde ST (0,w? A\, k) tiene la forma de (2.8). La respuesta (y) representa la tasa de
rendimiento en exceso de la compania Martin Marietta y la covariable (z) es el indice
CRSP que proporciona la tasa de rendimiento en la cartera del mercado de Nueva York.

Se realiz6 el ajuste del modelo anterior usando la funcién lm_st() que se implementé en
el paquete estadistico R (R Core Team, 2018) y se muestra en el Anexo C, obteniéndose
los resultados de la Tabla 4.5 para la estimacién de los coeficientes de regresion y el resto
de parametros generados por el modelo.
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4.3. Ajuste del modelo BST

Tabla 4.5: Modelo de Regresion con errores ST'.

Dependent variable:

y
1.3030
X (0.8651)
0.0280
Constant (0.0341)
Parameters generated by the model:
w 0.0618
P 0.7706
k 3.0000
Observations 60
Corr (y,7) 0.6325
CME 0.0095
AIC -133.7135

En la Figuera 4.2 se presentan las densidades posteriores de los pardmetros estimados BO,
B, @y p, para el modelo de regresién con errores aleatorios S7' del conjunto de datos
Martin Marietta.

En la Figura 4.3 se presenta el histograma de los residuales y el grafico de dispersion de
los valores observados contra los valores predichos por el modelo S7T.

Finalmente, en la Tabla 4.6 se reportan los resultados obtenidos, para los estimadores
puntuales de los parametros de regresién 5y y 31 asi como sus errores estandar, utilizando
los diferentes modelos analizados en este trabajo de investigacion, que incluyen, el modelo
Normal, t-Student, BSN y el modelo propuesto BST, ademés de los resultados que ofrece
el modelo ST de la libreria SN (Azzalini, 2018); lo anterior con el fin de comparar el
ajuste de los modelos a los datos de interés. Se presentan también la correlacién entre
los valores observados (y) y los valores ajustados (3), el CME y el AIC, como medidas
de bondad de ajuste de los modelos. Para obtener los estimadores de los parametros
y los estadisticos mencionados, las inferencias se hicieron con base en 5,000 muestras
(obtenidas después de descartar 5,000 muestras como calentamiento) y adelgazamiento
con cada 10 observaciones de las densidades posteriores de cada modelo.
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4.3. Ajuste del modelo BST
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Figura 4.2: Gréfico de las densidades posteriores de los parametros estimados /5’0, Bl,
@y p del modelo de regresion con errores aleatorios ST para el conjunto
de datos Martin Marietta. Se presenta, la Traza (lado izquierdo) y un
Histograma (lado derecho) de la muestra MCMC generada para cada uno
de los parametros del modelo.
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4.3. Ajuste del modelo BST
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Figura 4.3: Histograma de residuales (izquierda) y grafico de dispersién de los valores
observados vs valores predichos por el modelo de regresién con errores
aleatorios ST para el conjunto de datos Martin Marietta.

Tabla 4.6: Comparacién del ajuste de los modelos de regresion BST, Normal, t-
Student, BSN y ST de la libreria SN para el conjunto de datos Martin
Marietta.

0; / Modelo | Normal | t-Student | BSN | ST libreria SN | BST
- 0.0011 -0.0049 | 0.0099 0.0029 0.0280
bo (0.0125) | (0.0083) | (0.0117) (0.0233) (0.0341)
; 1.8025 1.2897 1.4351 1.2481 1.3030
& (0.2899) | (0.1993) | (0.2818) (0.1901) (0.8651)
@ - - - 0.0655 0.0618
p - - 0.9657 0.8901 0.7706
k — — — 3.3194 3.0000
Corr (y,9) | 0.6325 0.6325 0.6325 0.6325 0.6325
CME 0.0089 0.0092 0.0089 0.0124 0.0095
AIC -108.9898 | -135.4643 |-123.9178 -136.1661 -133.7135
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4.4. Prueba de Bondad de Ajuste de Correlacién

De la Tabla 4.6 observe que la Corr(y,7) es practicamente idéntica para los cuatro
modelos por lo que el grafico de los valores observados vs los valores predichos por el
modelo ST serda muy similar al generado por el resto de los modelos. Sin embargo, se
han presentado pruebas formales de bondad de ajuste que demuestran un problema
de especificacién del modelo al asumir una distribucién Normal en los errores. De los
resultados obtenidos puede asumirse que los modelos t-Student, SN y ST ajustan bien a
los datos. En seguida se presentan dos Pruebas de Bondad de Ajuste para la distribucién
ST, una basada en la distribucion del coeficiente de Correlaciéon y otra basada en el
calculo del estadistico de Kolmogorov-Smirnov mediante Bootstrap paramétrico. Ambas
pruebas demuestran que resulta correcto asumir una distribucién ST en los errores para
ajustar un modelo de regresion robusta con el conjunto de datos analizado.

4.4. Prueba de Bondad de Ajuste de Correlacion

Pérez-Rodriguez y Villasenor (2010) desarrollaron una prueba de bondad de ajuste para
la familia SN basada en las propiedades de esta familia de distribuciones y el
coeficiente de correlacion de la muestra, donde los valores criticos para las pruebas se
obtuvieron utilizando simulacion Monte Carlo, ademés mostraron que su prueba tiene
mayor poder que las pruebas basadas en la funcién de distribucién empirica frente a
algunas distribuciones alternativas.

Maghami y Bahrami (2015) proponen una prueba de bondad de ajuste para la
distribucién ¢ Asimétrica basandose en el estudio de Pérez-Rodriguez y Villasenor
(2010), usando la parametrizacién de Azzalini y Capitanio (2003). En este trabajo se
utiliza la prueba antes descrita, aplicada a los errores de regresion, para probar la
bondad de ajuste del modelo presentado en este capitulo para el conjunto de datos
Martin Marietta.

Dada una muestra aleatoria ¥, ..., y, queremos probar el siguiente juego de hipétesis:

Ho: f(y) = fy (y;ﬁ,wQ,)\, k) dada en (2.8).
Hy: f(y) # fy (y;é,w2,)\, k:) dada en (2.8).

La prueba se basa en la propiedad 6) de la ST, si W ~ ST (\, k), entonces W? ~ F (1, k),
a partir de la cual se tiene lo siguiente:

Sea Y una variable aleatoria definida como

Y =¢+wW,
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4.4. Prueba de Bondad de Ajuste de Correlacién

donde Y ~ ST (&, w? N\, k) y W ~ ST (A, k), entonces
Z = (Y —€)° = W2, (4.1)

y por la propiedad 5):

Z WP F(LE). (4.2)

w2

De lo anterior note que el parametro A ha sido eliminado del problema. Para un £ y &
fijos, digamos & = & v k = ko, Z tiene una distribucion escalada:

z
P(Z§2)2G<E>,
donde G es la funcién de distribucién de una variable aleatoria F' (1, k). Dada una

muestra yq,...,y, v &o, calcular zq, ..., 2, usando (4.1). Un estimador consistente para
P (Z < z) es la funcién de distribucién empirica, dada por:

0, z < 2(1),
Fo(2) = qi/n, zu <2< 24,
1, Zm) < Z,

donde 21y < -+ < 2 son las estadisticas de orden de z]s, entonces

G (%) ~ F,(z2),

w

por lo tanto:
z

u=G 1 (F,(2)) ~ L (4.3)
Una vez establecidos los u;s, debemos esperar una relacion lineal fuerte entre los 2js y u;s
bajo la Hy. Si obtenemos £ y k, estimadores consistentes de £ y k, entonces se esperaria
que la relacién lineal aun se mantenga. Para probar lo anterior se utiliza el coeficiente de

correlacion muestral, que esta dado por:

o = Corr (Z,U) = —= . (4.4)

z:; \/(Zz‘ — Z)*(U: = Ty)’

La Hj es rechazada con un nivel de significancia o € (0,1) si r, < Cn(«), donde C,(«)
es tal que:

a = méXP (Rechazar Hy|Hy) = mAziXP (rn < Cp(a)).

1)



4.4. Prueba de Bondad de Ajuste de Correlacién

La distribucién de r,, bajo la hipdtesis nula para cada valor fijo de k y A se puede obtener
mediante simulaciéon de Monte Carlo. Tenga en cuenta que 7, es invariante a escala y que
la distribucién de Z en (4.1) no depende de &, por lo tanto, se fijan £ =0y w? = 1.

Note que si una muestra aleatoria proviene de una funcion de distribucién diferente de la
distribucién ST para la cual la propiedad 6) no se cumple, esto significa que la ecuacién
(4.3) no se cumple, entonces, el coeficiente de correlacién de la muestra en (4.4) no puede
estar cerca de 1, por lo tanto, r, deberia ser menor que el valor critico, ya que bajo Hy
la distribucién de r,, se concentrara cerca de 1.

El Algoritmo 9 presenta el procedimiento mediante el cual es posible obtener las
constantes criticas para diferentes valores de n y k. Como ya se menciond, el pardametro
A no influye en la prueba, Maghami y Bahrami (2015) proponen utilizar A = 20.

Algoritmo 9: Algoritmo para obtener constantes criticas de la Prueba de
Bondad de Ajuste de Correlacién.

input : Fijarn, £ =0, w? =1, A =20,y k.

output: r,(a).

1 for jin1: B do /* con B nimero de muestras deseadas x/

2 Simular una muestra de tamano n de ST (§,w?, )\, k).

3 Obtener el EMV de €.

4 Calcular z;, i = 1,...,n usando (4.1).

5 Ordenar en forma ascendente las 2/s.

6 Calcular u; = G™1 (F,,(2;)), i = 1,...,n, donde G~ ! es la funcién de cuantiles
de la distribucién F (1, k).

7 | Calcular el coeficiente de correlacion r,, = Corr (z;, u;) usando (4.4).

8 end

9 Se tienen B realizaciones de r,, para unos valores de A y k dados.

10 El valor de la constante critica C,,(«), con a € (0,1), es determinado por los
cuantiles 100« de la distribucién empirica de 7, obtenida en el proceso anterior.

Bajo el contexto de regresion lineal, se desea probar el siguiente juego de hipdtesis:

Hy: f(e) = f(e;0,w? \ k) dada en (2.8).
(4.5)
Hy: f(e) # f(e;0,w? N\ k) dada en (2.8).

Note que una vez calculados los z.s, el problema se reduce a probar si Zy, ..., Z,, es una
muestra aleatoria de la distribucién F' (1, k).

Por tanto, se pueden resumir los pasos necesarios para llevar a cabo una prueba de bondad

de ajuste de correlacién, bajo el contexto de regresion, para cualquier conjunto de datos,
como se muestra en el Algoritmo 10.

76



4.4. Prueba de Bondad de Ajuste de Correlacién

Algoritmo 10: Algoritmo para la realizacién de la Prueba de Bondad de Ajuste
de Correlacion para los errores.

input :y, X, conjunto de datos de tamano n.

1 Ajustar el modelo y; = By + B + €, €; ~ 1dST (0,w? N\, k).

2 Obtener los residuales ¢; = y; — Bo — a:fB

3 Bajo Hy, f(e) = f(e;0,w? X\, k) dada en (2.8), calcular z;, i = 1, ...,n usando
(4.1) y los estimadores &2, A y k obtenidos en el ajuste del modelo.

4 Ordenar en forma ascendente las z.s.

5 Calcular u; = G (F,.(2)), i = 1,...,n, donde G~ ! es la funcién de cuantiles de
la distribucién F (1, k).

6 Calcular el coeficiente de correlacion r,, = Corr (z;, u;) usando (4.4).

7 Para un nivel de significancia o € (0, 1), identificar el cuantil C,(«) de la prueba
estadistica correspondiente para k y n, usando los pasos del Algoritmo 9.

8 Sir, < C,(«), rechazar Hy con un nivel de significancia a.

Utilizando los coeficientes de regresion estimados de la Tabla 4.5 obtenidos en el ajuste
del modelo de regresiéon con errores aleatorios ST para el conjunto de datos Martin
Marietta, presentados en la seccién anterior, se obtuvieron los residuales é;, 2 = 1, ..., n,
con n = 60, se fij6 A = 20 y k = 3.00. Utilizando los Algoritmos 9 y 10 descritos, se
realiz6 la Prueba de Bondad de Ajuste de Correlacién para los errores para un nivel de
significancia o = 0.05, obteniéndose los resultados de la Tabla 4.7.

Tabla 4.7: Prueba de Bondad de Ajuste de Correlacién para los residuales del modelo

BST.
Hipotesis Regla de Decision Prueba Decisiéon
Hy:Z ~ F(1,k) Rechazar Hy 0.9276 > 0.8663
Hy :Z»F,k)| sir,<C,(a) rn > Ch(a) No rechazar Ho
Nota: a = 0.05

Entonces, del juego de hipdtesis original en (4.5) y como consecuencia de la Tabla 4.7, se
concluye que no se rechaza Hy: f (€) = f (e;0,w? A\, k) dada en (2.8), por lo que el ajuste
del modelo de regresion con errores ST es adecuado para el conjunto de datos Martin
Marietta.
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4.5. Prueba de Bondad de Ajuste usando Bootstrap Paramétrico

4.5. Prueba de Bondad de Ajuste usando Bootstrap
Paramétrico

En esta seccién se describe una técnica paramétrica que se utiliza para estimar los
cuantiles de un estadistico de prueba, llamémosle T', el cual se basa en la Funcién de
Distribuciéon Empirica, F, (), cuando la distribucién hipotética es ST con valores de
parametros estimados a partir de los datos. Para las estimaciones puede utilizarse el
método de Maxima Verosimilitud, sin embargo, como las expresiones analiticas no
existen para estos estimadores, se deben usar métodos numeéricos para calcularlos.
Tenga en cuenta que cuando los pardmetros desconocidos son parametros de localidad o
escala, y se estiman utilizando estimadores equivalentes (al igual que los estimadores de
méxima verosimilitud), las distribuciones muestrales de las estadisticas basadas en la
Funcién de Distribucién Empirica no dependen de los valores reales de esos parametros
(Eastman y Bain, 1973). Por lo tanto, los valores de £ = 0 y w = 1 se utilizan por
simplicidad debido a que la distribucién muestral de una estadistica T° dada es
invariante a cambios en los parametros de localidad y escala. Sin embargo, para el caso
de la ST, dado que la distribuciéon nula asintética del estadistico de prueba depende del
valor desconocido de \ y k, se realiza un version de bootstrap paramétrico de la prueba
(Maghami y Bahrami, 2015).

Pérez-Rodriguez y Villasenor (2010) realizaron un estudio como el antes descrito para
la familia SN, mientras que Maghami y Bahrami (2015) replican este procedimiento
para proponer una prueba de bondad de ajuste usando bootstrap paramétrico para la
distribucion ST utilizando un conjunto de estadisticas de prueba T basadas en la F,(z).

Estamos interesados en probar el juego de hipétesis en (4.5) de modo que en este apartado
se retoma el procedimiento descrito utilizando el estadistico de Kolmogorov-Smirnov, D,
el cual se define como sigue.

Dada una muestra aleatoria y;, i = 1,...,n, calcular v; = F' (y;), donde y; < -+ <y, y
F () es la funcién acumulativa de probabilidades de una ST (los parametros desconocidos
son reemplazados por sus estimadores), el estadistico de Kolmogorov-Smirnov es:

Deqe = méx (D*, D7), (4.6)

donde

[ _ ) i—1
Dt =méx (- —v; |, D = méix |v; — )
1<i<n \ n 1<i<n n

La regla de decision es rechazar Hy si Dege > Digp(ar), con a € (0,1) el nivel de
significancia de la prueba.

Con la finalidad de probar (4.5) y usando el estadistico de Kolmogorov-Smirnov, el
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4.5. Prueba de Bondad de Ajuste usando Bootstrap Paramétrico

Algoritmo 11 permite obtener los valores criticos Dy,(a) de la prueba mediante el
procedimiento de Bootstrap paramétrico asi como realizar la prueba bajo el contexto de
regresion que nos ocupa en este trabajo de investigacion.

Algoritmo 11: Algoritmo para obtener constantes criticas y realizacién de la
Prueba de Bondad de Ajuste para los errores usando Bootstrap Paramétrico.

input :y, X, conjunto de datos de tamano n.
1 Ajustar el modelo y; = By + !B + €, €; ~ 16dST (0,w? N\, k).
2 Obtener los residuales &; = y; — [y — x!3.

Bajo Hy, f (e) = f(e;0,w? A k) dada en (2.8), calcular Dy, utilizando la
ecuacién (4.6), donde F () denota la funcién de distribucién de una

w

ST (0, 1, 5\, l%), A y i son los estimadores obtenidos en el ajuste del modelo.
4 for jin1: B do /* con B =1000 nimero de muestras deseadas */

5 Simular una muestra Bootstrap de tamano n de ST (0, 1, 5\, l%)
Dada la muestra Bootstrap estimar los MLE’s de A y k, llamémosle A y k.

end
Se tienen B = 1000 realizaciones de Dy,:. El valor de la constante critica
Diap—voot (@), con « € (0,1) el nivel de significancia de la prueba, si a = 0.05, se
obtiene como Dygor(950), donde Dyooy(jy, j = 1, ..., 1000 denota los valores
ordenados de Dyyot.
10 Se rechaza Hy en (4.5), al nivel de significancia o si Deaje > Dhoot(950)-

6
7 Calcular Dy, usando (4.6), los estimadores A v k v la muestra Bootstrap.
8
9

Utilizando los coeficientes de regresion estimados de la Tabla 4.5 obtenidos en el ajuste
del modelo de regresion con errores aleatorios ST para el conjunto de datos Martin
Marietta, se obtuvieron los residuales é;, ¢ = 1,...,n, con n = 60. Utilizando el
Algoritmo 11 descrito, se realizé la Prueba de Bondad de Ajuste para los errores usando
Bootstrap paramétrico para un nivel de significancia o« = 0.05, obteniéndose los
resultados mostrados en la Tabla 4.8.

Tabla 4.8: Prueba de Bondad de Ajuste para los residuales del modelo B.ST usando
Bootstrap Paramétrico

Hipotesis Regla de Decision Prueba Decisién
Hy:e~ ST (0,w? )\ k) Rechazar Hy si 0.8899 < 0.9934 N L I
Hl re o ST (O, w27 )\7 k) Dcalc > Dboot—tab(a) Dcalc < Dboot—tab(a/) 0 rechazat Ho

Nota: o = 0.05

Por lo tanto, del juego de hipdtesis original en (4.5) y con los resultados de la Tabla 4.8,
se concluye que no se rechaza Hy: e ~ ST (0,w?, A\, k), por lo que el ajuste del modelo de
regresion con errores ST es adecuado para el conjunto de datos Martin Marietta.
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Capitulo 5

Conclusiones

En la literatura reciente se ha examinado la familia de distribuciones asimétricas, la
cual ofrece una gran flexibilidad para adaptarse a una extensa gama de situaciones
préacticas, y aun asi mantiene la capacidad de tratamiento matemético y un conjunto de
propiedades formales atractivas. Algunas evidencias numéricas y la disponibilidad de
software desarrollado para inferencia proporcionan soporte adicional para usar esta
familia de distribuciones en casos practicos. En este trabajo de investigacion se ha
mostrado que la ST es una clase de distribuciéon asimétrica univariada que tiene
caracteristicas deseables por las cuales se puede considerar una generalidad a modelos
que siguen otras distribuciones como la Normal, t-Student, e incluso algunas dentro de
la propia familia de distribuciones asimétricas, como lo son la SN, SC, entre otras.

Generalmente, el uso de la distribucién ST en problemas de regresién lineal multiple
bajo el contexto Bayesiano, representa una herramienta estadistica adecuada para tratar
conjuntos de datos donde el supuesto de Normalidad en los errores no se cumple, es decir,
conjuntos de datos con valores atipicos, reduciendo la influencia de dichas observaciones
aberrantes en la inferencia para los parametros de interés, debido a que esta distribucién
es de cola pesada y asimétrica, lo que permite tener un mayor ajuste del modelo y obtener
predicciones adecuadas y de mayor utilidad que en otros caso. En el caso especifico de los
modelos para el comportamiento de los mercados financieros, a pesar de que el supuesto
de Normalidad se ha considerado inadecuado, se ha mantenido la metodologia asociada,
debido principalmente, a la falta de metodologias de reemplazo adecuadas. La ST ofrece
una alternativa mas, que permite mantener las formulaciones del comportamiento de los
mercados financieros al momento que se adopta un supuesto de distribucion mas realista.

Si bien, esta no siempre resultard la proposicién mas adecuada, pudiendo existir en
algunos casos alternativas con mejores resultados, bajo las condiciones en que trabaja la
ST ya mencionadas, la herramienta estadistica aqui planteada contribuye a un conjunto
amplio y estrechamente interconectado de resultados que estan evolucionando hacia un
marco bastante general dentro del cual hace falta todavia continuar la investigacion.
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Anexos

Anexo A: Cédigo en R para ajustar el modelo de
regresion Bayesiana con errores aleatorios t-Student.

El siguiente cédigo en el paquete estadistico R (R Core Team, 2018) presenta la funcién lm_t()
la cual permite obtener estimaciones de Bayes, utilizando el muestreador de Gibbs, de los
parametros del modelo de regresién con errores aleatorios t-Student del capitulo (2).

g g s s
####Auxiliary functions
S S S s S S S s

log_L=function(y,mu,sigma2,k)

{
n=length(y)
tmpl=gamma ((k+1)/2)/(gamma (k/2)*sqrt (k*pi*sigma2))
tmp2=1+(y-mu) "2/ (k*sigma2)
ans=n*log(tmpl)-0.5% (k+1)*sum(log(tmp2))
return(ans)

}

moda=function(z)
{

dens=density(z)

dens$x[dens$y == max(dens$y)] # gives the mode
}

LEEs s s s s s s s s s i s s s s s s S s s s i s s s s s S s s S s s s s S s S s S S s
####ENd of auxiliary functions
S s s s S s s s s s s s s

H#RHHBH R R R R R R R R R R
####Gibbs
HEHFHHH R R R R R R R R R R R

#a-priori betalO=N(0,sigma2_beta)

#a-priori Beta=NM(0,sigma2_beta*I)
#a-priori sigma“2=1/sigma”2
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nexos

##

#y:
#X:
#k:
#B:

#b
#t

#I
#b
#b

#sigma2_beta=1000000 scale parameter of the prior density of the betal and

#b
#s

##

#1lm_t is a function that takes as arguments:
response data with distribution y~t(mu,sigma2,k).

degrees of freedom.

number of gibbs samples.

urnln: burnIn samples.

hin: number of samples discarded.

nitials
etal0_o0ld=0
etaj_old=0 initial value for betaj, j=1,...,p

etaj, j=1,...,p
igma2=var (y)

#1m_t is a function that returns:

matrix whose columns are the explanatory variables.

#betaO_mcmc: vector with gibbs sequences of the beta0 parameter.
#BETAj_mcmc: matrix whose columns are gibbs sequences of the

#b

#sigma2_mcmc: vector with gibbs sequences of the sigma2 parameter.
#fit: list with punctual estimators of the parameters of the model

#a

1m
{

etal,...,betap parameters.

nd statistics such as AIC.
_t=function(y,X,k,B=10000,burnIn=5000,thin=10)

#Initializing

n=length(y) #Number of observations

p=(ncol(X)+1) #Number of regression coefficients
betal_o01d=0

betaj_o0ld=0

sigma2_beta=1000000

betaj_oldv=rep(betaj_old, (p-1)) #Initials for betal,
sigma2=var(y) #Initial for sigma2

#0bjects to store the samples
w_matriz=matrix (NA,nrow=B,ncol=n)
betal_mcmc=rep (NA,B)

BETAj_matriz=matrix (NA,nrow=B,ncol=(p-1))
sigma2_mcmc=rep(NA,B)

#Errors
beta=rep(betaj_old,p)
e=y-cbind(1,X) %* %beta
pb=txtProgressBar (min=1,max=B,style=3)
for(h in 1:B)
{

#cat ("h=" ,h, u\nu)

lambda=(sigma2/sigma2_beta)
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}

FEHHEHHEHREHEEEHEEEEHHEHHEHREHREEEEEEEEHHEHEHREEEEHEEHEEEHHEHEHHEHEEHER
#Sample from latents w
S S S s S 2

vm=e"2/sigma2
w=rgamma (n, shape=(k+1)/2,rate=(k+vm) /2)
w_matriz[h,]=w

S R R R R R R R R R R R R
#Sample from betal
LT S s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s S

t=e+betal_old

swt=sum (w*xt)

sw=sum(w)

betaO_new=rnorm(1,swt/(sw+lambda) ,sqrt(sigma2/(sw+lambda)))
betalO_mcmc [h]=betalO_new

delta=betalO_old-betal_new

e=e+delta

betaO_old=betalO_new

HEH S H A R R
#Sample from betal,...,betap
S S

betaj_mcmc=rep(NA, (p-1))

for(j in 1:(p-1))

{
r=e+betaj_oldv[jl*X[,j]
swrxj=sum(wxr*X[,j])
swxj2=sum(wxX[,j]1"2)
betaj_new=rnorm(1, (swrxj)/(swxj2+lambda) ,sqrt(sigma2/(swxj2+lambda)))
betaj_mcmc[jl=betaj_new
delta=betaj_oldv[j]l-betaj_new
e=e+delta*X[,]]
betaj_oldv[jl=betaj_new

}

BETAj_matriz[h,]=betaj_mcmc

SRR R R R R R R R R S R R R R R R R R A
#Sample from sigma2
s s S s s s s

SCE=sum(w*e~2)
sigma2=1/rgamma(1,shape=n/2,rate=SCE/2)
sigma2_mcmc [h]=sigma2
setTxtProgressBar (pb,h)

close(pb)

#BurnIn and Thin for w
w_mcmc=matrix (nrow=((B-burnIn)*(thin/100)) ,ncol=n)
for(o in 1:n)
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140 {

141 columna=w_matriz[,o] [-c(1:burnIn)]

142 columna=columna[seq(1l,burnIn,by=thin)]
143 w_mcmc [ ,0]=columna

144}

145

146 #BurnIn and Thin for betal

147 betalO_mcmc=beta0_mcmc [-c(1:burnin)]

148 betaO_mcmc=betal_mcmc [seq(1,burnIn,by=thin)]

149

150 #BurnIn and Thin for beta_j, j=1,...,p

151 BETAj_mcmc=matrix(nrow=((B-burnIn)*(thin/100)) ,ncol=(p-1))
152 for(s in 1:(p-1))

153 {

154 col=BETAj_matriz[,s] [-c(1:burnIn)]
155 col=col[seq(l,burnIn,by=thin)]

156 BETAj_mcmc[,s]=col

157}

158
159  #BurnIn and Thin for sigmaZ2

160  sigma2_mcmc=sigma2_mcmc [-c(1:burnlIn)]

161  sigma2_mcmc=sigma2_mcmc [seq(1,burnIn,by=thin)]
162

163  #Point estimators

164

165 #Mean

166  betaO_m=mean(betal_mcmc)

167 betas_m=rep(NA, (p-1))

16s  for(j in 1:(p-1))

169 o

170 media=mean(BETAj_mcmc [, j])
171 betas_m[j]l=media

172}

173 sigma2_m=mean(sigma2_mcmc)

174

175 mds=c(betal_m,betas_m,sigma2_m)
176~ num=length(mds)

177 PostMeans=matrix(nrow=1,ncol=num)
178 for(i in 1:num)

179 {
180 PostMeans[1,i]=mds[i]
181}

182 bb=length(betas_m)
183 colnames (PostMeans)=c("Beta0",paste("Beta",1:bb,sep=""),"Sigma2")
184  rownames (PostMeans)=c("Means")

186 #Mode

187 betaO_md=moda(betalO_mcmc)
183 betas_md=rep(NA, (p-1))

189 for(j in 1:(p-1))

190 o

191 mode=moda (BETAj_mcmc[,j])
192 betas_md[j]=mode

193}
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194
195

197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219

220 }
221

sigma2_md=moda(sigma2_mcmc)

mos=c (betal_md,betas_md,sigma2_md)

num=length (mos)

PostModes=matrix(nrow=1,ncol=num)

for(i in 1:num)

{

PostModes[1,i]l=mos[i]

}

colnames (PostModes)=c("Beta0",paste("Beta",1:bb,sep=""),"Sigma2")
rownames (PostModes)=c("Modes")

#LogLikAtPostMean
logLikAtPostMean=log_L(y,betal_m+as.vector (X %* %betas_m),sigma2_m,k)

KK=ncol (BETAj_mcmc)+3
AIC=2xKK-2*logLikAtPostMean

fit=1ist ()

fit$PostMeans=PostMeans
fit$PostModes=PostModes
fit$logLikAtPostMean=loglLikAtPostMean
fit$AIC=AIC

return(list(betalO_mcmc=betalO_mcmc,BETAj_mcmc=BETAj_mcmc,sigma2_mcmc=sigma2_mcmc,w_
mcme=w_mcmc,fit=fit))

202 H#HHHHHHH R R R R R R
223 #DATA SIMULATION 1
224 HEHHHHEHH

225

226 1f (FALSE) ### Change (FALSE) to (TRUE) in order to run the example ###

227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237

238
239
240
241
242
243
244
245

set.seed(436)

n=1000 #Sample size.

k=100 #Distribution t becomes normal when k->oo.

w=rgamma(n,k/2,k/2) #The weights are simulated as 1

p=4 #Number of regression parameters.

X=matrix(nrow=n,ncol=p-1) #The covariates are fixed.

X[,1]=runif(n)

X[,2]=runif (n)

X[,3]=runif(n)

y=rnorm(n,3+1.5%X[,1]1+0.3*%X[,2]+2%X[,3],1/sqrt(w)) #The answer is simulated, in this
case the t-Student converges to the Normal.

hist(y,col="gold")

plot(density(y) ,main="Density_ of y")

#Graph previous important results of the data
mean(w) #Show that the weights are 1.

par (mfrow=c(2,1))

hist(w,col="green")

plot(density(w))
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246
247  #Frecuentist approach

248 ajustado=1m(y~X[,11+X[,2]+X[,3])

249  summary(ajustado)

250  anova(ajustado)

251 AIC(ajustado)

252

253  #Call to the function 1m_t

254 out=1lm_t(y,X,k)

255  #MCMC distributions of parameters

256 betalO_mcmc=out$betal_mcmc

257 BETAj_mcmc=out$BETAj_mcmc

258  sigma2_mcmc=out$sigma2_mcmc

250  w_mcmc=out$w_mcmc

260 #Point estimators and AIC

261 out$fit

262

263  #Evidence that subsequent distributions by gibbs are correct

264 par(mfrow=c(3,2))

265 hist(w_mcmc[55,],col="green") #Random iteration of the sample of weights.
266 hist(betaO_mcmc,col="cadetbluel")

267 hist(BETAj_mcmc[,1],col="gold")

268  hist(BETAj_mcmc[,2],col="darkmagenta")

260  hist(BETAj_mcmc[,3],col="deeppink")

270 hist(sigma2_mcmc,col="red")

271

272 #Posterior densities graphs

273 par(mfrow=c(3,2))

274 plot(w_mcmc[6,],type="b",ylab=expression(w[i]))

275 plot(density(w_mcmc) ,xlab=expression(w[i]) ,main="")

276 plot(betal_mcmc,type="b",ylab=expression(betal0]))

277 plot(density(betalO_mcmc) ,xlab=expression(betal[0]) ,main="")

278 plot(BETAj_mcmc[,1],type="b",ylab=expression(betal1]))

279 plot(density(BETAj_mcmc[,1]),xlab=expression(betall]) ,main="")

280

281 par(mfrow=c(3,2))

282 plot(BETAj_mcmc[,2],type="b",ylab=expression(betal2]))

283  plot(density(BETAj_mcmc[,2]),xlab=expression(betal2]) ,main="")

284 plot(BETAj_mcmc[,3],type="b",ylab=expression(betal3]))

285  plot(density(BETAj_mcmc[,3]),xlab=expression(betal[3]) ,main="")

286 plot(sigma2_mcmc,type="b",ylab=expression(sigma~2))

287 plot(density(sigma2_mcmc) ,xlab=expression(sigma”2) ,main="")

288

289

200 HHHHHEHEFHEFHEHAFHEFBEHAFHEH RS HAEF RS H AR EF R R R R A R R R R
201 #DATA SIMULATION 2

202 HHHHHHHEFHAFHEHAFHAHBHHAH B HBFHAH RS H R H RSB RHH R#
293

204 if (FALSE) ### Change (FALSE) to (TRUE) in order to run the example ###
295 {

296 n=1000
297 k=3
208  p=3

200  w=rgamma(n,k/2,k/2)
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300 X=matrix(nrow=n,ncol=p-1)

301 X[,1]=runif (n)

302 X[,2]=runif(n)

303  y=rnorm(n,4-0.2*X[,1]1+1.7*X[,2],1/sqrt(w))
304  hist(y,col="gold")

305 plot(density(y),main="Density_ of_y")
306

307  #Graph previous important results of the data
308 mean(w)

300 par(mfrow=c(2,1))

310  hist(w,col="green")

311 plot(density(w))

312

313  #Frecuentist approach

314 ajustado=1m(y~X[,1]1+X[,2])

315 summary(ajustado)

316 anova(ajustado)

317 AIC(ajustado)

318

319  #Call to the function 1m_t

320 out=1lm_t(y,X,k)

321 #MCMC distributions of parameters
322 betaO_mcmc=out$betal_mcmc

323 BETAj_mcmc=out$BETAj_mcmc

324  sigma2_mcmc=out$sigma2_mcmc

325  w_mcmc=out$w_mcmc

326  #Point estimators and AIC

327 out$fit

328 }
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Anexo B: Cdédigo en R para ajustar el modelo de

regresion Bayesiana con errores aleatorios SN
(BSN).

El siguiente cédigo de programacion en R (R Core Team, 2018) presenta la funcién lm_sn()
la cual es utilizada para hacer el ajuste de un modelo de regresién Bayesiana cuyos errores
se distribuyen de acuerdo a una SN, modelo desarrollado en el capitulo (2). El presente estd
basado en el c6digo tomado de Pérez-Rodriguez et al. (2018) disponible en el archivo .zip en el
sitio http://www.g3journal.org/content/8/5/1771.supplemental, y al cual se le realizaron
algunos cambios acorde a las necesidades de este trabajo de investigacion.

I
#Load requiered libraries
S s S S s
library(truncnorm)

library(sn)

library (MASS)

R g S S S S S s s S s
####Auxiliary functions
g B g B g g s g

log_L=function(y,mu,sigma,rho)

{
EU=sqrt (2/pi) *rho
VU=1-2/pi*rho"2
SU=sqrt (VU)
ystar=y-mut+sigma*EU/SU
c=log(2)-1/2x1log(2*pi)+log(SU)-log(sigma)
n=length(y)
tmp1=0.5*(log(pi-2*rho~2)-log(pi*(1-rho~2)))
tmp2=exp (tmpl)
nxc-1/2*%VU/sigma”~2*sum(ystar~2)+sum(pnorm(g=rho*tmp2*ystar/sigma,mean = 0, sd

lower.tail = TRUE, log.p = TRUE))

I
-
M

}

rsn=function(n,rho)

{
m=c (0,0)
V=matrix(c(1,rho,rho,1) ,nrow=2,ncol=2)
d=mvrnorm(n=n,mu=m, Sigma=V)
ifelse(d[,1]>0,d[,2],-d[,2])

}

rho_to_lambda=function(rho)

{
rho/sqrt (1-rho~2)
}

lambda_to_rho=function(lambda)

{
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}

lambda/sqrt (1+lambda”2)

moda=function(z)

{

}

dens=density(z)
dens$x[dens$y == max(dens$y)] # gives the mode

#Function used for the step of metropolis sampling of sigma?2
#etal=log(sigma~2)
log_etal=function(etal,n,z,error,SU,EU,rho)

{

sigma2=exp(etal)
sigma=sqrt(sigma2)
delta=-sigma*rho*z/SU+sigma*EU/SU
tmpl=-(n/2+1)*log(sigma?2)
tmp2=-SU~2/ (2% (1-rho"2) *sigma2) *sum( (error+delta) “2)
tmp3=log(sigma2)
ans=tmpl+tmp2+tmp3

return(-ans)

#Function used for the step of metropolis sampling of rho
#eta2=0.5%log((1+rho)/(1-rho))
log_eta2=function(eta2,n,z,sigma,error)

{

sigma2=sigma”2
rho=(exp(2*eta2)-1)/(1+exp(2*eta2))
EU=sqrt(2/pi)*rho

VU=1-2/pi*rho~2

SU=sqrt (VU)
delta=-sigma*rho*z/SU+sigma*EU/SU
tmpl=-VU/ (2% (1-rho~2)*sigma2) *sum( (error+delta) "2)
tmp2=-n/2%log(1-rho~2)
tmp3=n*1log(SU)
tmp4=2*eta2-2*log(l+exp(2*eta2))
ans=tmpl+tmp2+tmp3+tmp4
return(-ans)

g s s
#### End of auxiliary functions
g g g B g R

#NAs not allowed
1m_sn=function(y,X,B=5000,burnIn=2500, thin=10,

{

R2=0.5,v1=0.04,v2=0.04)

#Fit the model y=betalO+e, where e~SN(0,sigma,gamma_1)
fit_sn=selm(y~1)

cp=as.vector (fit_sn@param$cp)
dp=as.vector(fit_sn@param$dp)
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betal=cp[1]
sigma=cp[2]
lambda=dp [3]
rho=lambda_to_rho(lambda)

EU=sqrt (2/pi) *rho
VU=1-2/pi*rho~2
SU=sqrt (VU)

p=ncol(X)
n=length(y)

x2=colSums (X*X)
sx=colSums (X)

beta=rnorm(n=ncol(X),0,sd=0.1)
z=abs (rnorm(n))

sigma2beta=1000000

error=as.vector (y-X %* J;beta)
error=error-betal

#0bjects to store the samples
Betas=matrix(NA,nrow=B,ncol=ncol (X))
Sigma=rep(NA,B)

Rho=rep(NA,B)

BetaO=rep(NA,B)

accept_rate_sigma2=0
accept_rate_rho=0

Xv=as.vector(X)

nSums=0
post_logLik=0

B e e
####Gibbs and Metropolis
HEHHHEEE A R

#y: response variable

#X: incidence matrix

#nlter: number of iterations
#burnIn: number of samples discarded

#R2: R-squared of the model

#B=5000
#burnIn=B/2

#R2=0.5

for(iter in 1:B)
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#cat ("iter=",iter,"beta0=",round(beta0l,4),"betal=",round(beta,4),"sigma=",round(
sigma,4),"rho=",round(rho,4),"\n")

B S s s s s s s
#Sample from betal
B g g e g g e g

delta=-sigma*rho*z/SU+sigma*EU/SU

yc=error+betal+delta
cl=n+(1-rho~2)*sigma~2/(SU"2*sigma2beta)
c2=sum(yc)

m=c2/cl

v=(1-rho~2)*sigma~2/(SU"2%c1)

betal_old=betal
betal_new=rnorm(1,m,sqrt(v))
betaO=betalO_new

#Update the error
error=error+(betal_old-betal_new)
BetaO[iter]=betal

S R R R R R R R R R R R R R R
#Sample from betal,...,betap
L S s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s S s S

for(j in 1:p)

{
yc=error+X[, jl*betal[jl+delta
c1=x2[j]+(1-rho"2) *sigma~2/(SU"2*sigma2beta)
c2=sum(yc*X[,jl)
m=c2/cl
v=(1-rho~2)*sigma~2/(SU"2*c1)

bold=betalj]
bnew=rnorm(1l,m,sqrt(v))
betal[j]l=bnew

#Update the error
error=error+(bold-bnew)*X[, j]

}
Betas[iter,]=beta

HEHFH R R R R R R R

#Sample from z
B S s s s s s s s s

z=rtruncnorm(n=n,a=0, b=Inf, mean = rhox*((error/sigma)*SU+EU), sd = sqrt(l-rho~2))
HAHHHHHHHHHHHBH S H R HHBH R HHHF G HH BB GGG AR R R B S EHH R B H RS S TR 177

#Sample from sigma”2
L s S S s s S s s s s S S s s s s s S S S
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201

202 etal=log(sigma”~2)

203 etalp=etal+rnorm(n=1,mean=0,sd=sqrt(vl))
204

205 U_etal=log_etal(etal,n,z,error,SU,EU,rho)
206 U_etalp=log_etal(etalp,n,z,error,SU,EU,rho)
207

208 accept = (U_etal-U_etalp) > log(runif (1))
209

210 if (accept)

211 {

212 sigma2=exp(etalp)

213 sigma=sqrt(sigma2)

214 accept_rate_sigma2=accept_rate_sigma2+1
215 }

216

217 Sigmal[iter]=sigma

218

219 HEF R HAF R R R R R R R R R R R R R
220 #Sample from rho

221 HHFHAHAHHAHBHHAHHAHBH R R H RS H AR B R RS HRFHAHRHERHH H
222

223 eta2=0.5%1log((1+rho)/(1-rho))

224 eta2p=eta2+rnorm(n=1,mean=0,sd=sqrt(v2))
225

226 U_eta2=log_eta2(eta2,n,z,sigma,error)

227 U_eta2p=log_eta2(eta2p,n,z,sigma,error)
228

229 accept = (U_eta2-U_eta2p) > log(runif(1))
230

231 if (accept) {

232 rho=(exp(2*eta2p)-1)/(1+exp(2*eta2p))
233 accept_rate_rho=accept_rate_rho+1;
234 }

235

236 EU=sqrt (2/pi)*rho

237 VU=1-2/pi*rho~2

238 SU=sqrt (VU)

239 Rho[iter]=rho

240

241

242 if (iter>burnIn & iter?’thin == 0)

243 {

244 #mu=y-error

245 nSums=nSums+1

246 k=(nSums-1) /nSums

247 logLik=log_L(y,y-error,sigma,rho)

248 post_logLik = post_logLik * k + logLik/nSums
249 }

250

251 }

252
253 #Burn-in and thin
254

96



Anexos

255  BetaO=BetaO[(burnIn+1) :B]

256  index=seq(l,length(Betal) ,by=thin)
257 BetaO=Betal[index]

258

259  filas=(B-burnIn)*(thin/100)

260 Betasj=matrix(nrow=filas,ncol=p)
261 for(j in 1:p)

262 {

263 col=Betas[,j] [(burnIn+1) :B]
264 col=col[index]

265 Betasj[,jl=col

266

268 Sigma=Sigmal[(burnIn+1) :B]
260  Sigma=Sigma[index]

270  Rho=Rho [ (burnIn+1) :B]
271 Rho=Rho [index]

272 rm(index)

273

274 #Point estimators

275

276 #Mean

277 betal_m=mean (Betal)
278 betas_m=rep(NA,p)

279 for(j in 1:p)

280 |

281 media=mean(Betasj[,j])
282 betas_m[j]l=media
283}

284  sigma_m=mean(Sigma)

285  rho_m=mean (Rho)

286  lambda=rho_to_lambda(Rho)

287  lambda_m=mean (lambda)

288

280  mds=c(betal_m,betas_m,sigma_m,rho_m,lambda_m)
200 num=length(mds)

201  PostMeans=matrix(nrow=1,ncol=num)

202 for(i in 1:num)

203 {
204 PostMeans[1,i]=mds[i]
205}

206  bb=length(betas_m)

297 colnames (PostMeans)=c("Beta0",paste("Beta",1:bb,sep=""),"Sigma","Rho","Lambda")
208  rownames (PostMeans)=c("Means")

299

300 #Mode

301  betaO_md=moda(Betal)

302 betas_md=rep(NA,p)

303 for(j in 1:p)

304 {

305 mode=moda(Betasj[,j])
306 betas_md[j]=mode
307}

308  sigma_m=moda(Sigma)
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309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344

345 }

rho_m=moda (Rho)
lambda_m=moda(lambda)

mos=c (betal_m,betas_m,sigma_m,rho_m,lambda_m)
num=length (mos)
PostModes=matrix(nrow=1,ncol=num)
for(i in 1:num)
{
PostModes[1,i]=mos[i]
}
colnames (PostModes)=c("Betal",paste("Beta",1:bb,sep=""),"Sigma","Rho","Lambda")
rownames (PostModes)=c("Modes")

#LogLikAtPostMean
logLikAtPostMean=log_L(y,beta0_m+as.vector (X %* %betas_m),sigma_m,rho_m)

K=K=ncol(Betas)+3
AIC=2xK-2*x1ogLikAtPostMean

pD = -2 * (post_logLik - logLikAtPostMean)
DIC = pD - 2 * post_logLik

fit=1list()

fit$PostMeans=PostMeans
fit$PostModes=PostModes
fit$logLikAtPostMean=loglikAtPostMean
fit$postMeanLoglik=post_logLik
fit$AIC=AIC

fit$pD=pD

fit$DIC=DIC

acceptance_rates_RWM=1list ()
acceptance_rates_RWM$accept_rate_rho=accept_rate_rho/B
acceptance_rates_RWM$accept_rate_sigma=accept_rate_sigma2/B

return(list(beta0=Betal,betas=Betasj,sigma=Sigma,rho=Rho,lambda=lambda,fit=fit,
acceptance_rates_RWM=acceptance_rates_RWM))
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Anexos

Anexo C: Cddigo en R para ajustar el modelo de

regresion Bayesiana con errores aleatorios ST de
Azzalini y Capitanio (2003), (BST).

El siguiente c6digo de programacién en R (R Core Team, 2018) presenta la funcién lm_st()
la cual es utilizada para hacer el ajuste de un modelo de regresién Bayesiana cuyos errores
se distribuyen de acuerdo a una ST de Azzalini y Capitanio (2003), modelo desarrollado en
el capitulo (3) y cuya aplicacién se ilustra en el capitulo (4) para el conjunto de datos de la
compania Martin Marietta.

HHHHEHHEHREHEEHHEEHEHHEHEEHEEHEEEHHEHEHHEEEEHEEEHHEHEHHEHRREEEEEHEEHE R
#Load requiered libraries
g g g g S s S s s

library (truncnorm)
library(MASS)

FHHHEHH
####Auxiliary functions
S s s s s s s s

log_L=function(y,xi,omega,lambda,k)

{
z=(y-xi) /omega
py=2/omegax*dt (z,df=k) *pt (lambda*z*sqrt ((k+1)/(k+z"2)) ,df=k+1)
ans=sum(log(py))

}

betalO_cp=function(betal,rho,omega,k)

{
bv=(k/pi) " (1/2) *(gamma ((k-1) /2) /gamma (k/2))
ans=betalO+rho*bv*omega

}

moda=function(z)
{

dens=density(z)

dens$x[dens$y == max(dens$y)] # gives the mode
}

rsn=function(n,rho)

{
m=c(0,0)
V=matrix(c(1,rho,rho,1) ,nrow=2,ncol=2)
d=mvrnorm(n=n,mu=m,Sigma=V)
ifelse(d[,1]>0,d[,2],-d[,2])

}

rst=function(n,rho,k)
{

u=rsn(n,rho)

99



42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95

Anexos

v=rchisq(n,df=k,ncp=0)
return(u/sqrt(v/k))
}

rho_to_lambda=function(rho)
{

rho/sqrt(1-rho~2)
}

lambda_to_rho=function(lambda)
{

lambda/sqrt (1+lambda”2)
}

#Function used for the step of Metropolis sampling of omega?2
#etal=log(omega~2)
log_etal=function(etal,n,omega,rho,error,z,v,k)
{

omega2=exp(etal)

omega=sqrt (omega2)

tmpl=-(n/2+1) *etal

tmp2=-1/ (2% (1-rho~2) ) *sum( (error/omega*sqrt (v/k) -rho*z) ~2)

tmp3=log(omega?2)

ans=tmpl+tmp2+tmp3

return(-ans)

#Function used for the step of Metropolis sampling of rho
#eta2=0.5*log((1+rho)/(1-rho))
log_eta2=function(eta2,n,omega,error,z,v,k)
{

rho=(exp(2*eta2)-1)/(1+exp(2*eta2))

tmpl=-n/2*log(1-rho~2)

tmp2=-1/ (2% (1-rho~2) ) *sum( (error/omega*sqrt (v/k) -rho*z) ~2)

tmp3=2*eta2-2*log(1+exp(2*eta2))

ans=tmpl+tmp2+tmp3

return(-ans)

#log of Density function of conditional for latent variable v
log_f_v=function(v,A,B,k)
{
(((k+1)/2)-1)*Llog(v) -Axv-B*sqrt (v)
}

#log of density function of square of a gamma random variable with
#shape and rate parameters
#for Algorithm of Acceptance and Rejection of the latent variable v
log_f_g2=function(v,shape,rate)
{

shapexlog(rate)+(shape/2-1)*log(v)-rate*sqrt (v)-log(2)-1lgamma (shape)
3

HHHHHRHHHHE R R R R R
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#### End of auxiliary functions
B R g g g G e g

HEHH R S
####Gibbs
iz s s s

#a-priori betaO=N(0,sigma2_beta)
#a-priori Beta=NM(0,sigma2_beta*I)
#a-priori omega”2=1/omega”2

###1m_t is a function that takes as arguments:

#y: response data with distribution y~ST(xi,omega2,lambda,k).
#X: matrix whose columns are the explanatory variables.

#B: number of gibbs samples.

#burnIn: burnln samples.

#thin: number of samples discarded.

#Initials

#k: Degrees of freedom

#sigma2_beta=1*10"6 scale parameter of the prior density
#of the betal0 and betaj, j=1,...,p

#The initial values of the following parameters are calculated within the function
#fm=1m(y~x) Fit the model y=betalO+e, where e~N(0,sigma”2)

#beta=coef (fm)

#betal=betal[1]

#betal=beta[2]

#omega2=sum(residuals(fm) "2)/(n-2)

#omega=sqrt (omega2)

#v=rchisq(n,k)

#z=abs (rnorm(n))

#rho=0.5

###1m_t is a function that returns:

#Betal: vector with gibbs sequences of the betal parameter.
#Betasj: matrix whose columns are gibbs sequences of the
#betal,...,betap parameters.

#0Omega: vector with gibbs sequences of the omega parameter.

#rhos: vector with gibbs sequences of the rho parameter.

#fit: list with punctual estimators of the parameters of the model
#and statistics such as AIC.

#NAs not allowed

1m_st=function(y,X,k,B=10000,burnIn=5000,thin=10)
{

#Initializing

n=length(y)

p=ncol(X)

fm=1m(y~X) #Fit the model y=betalO+e, where e~N(0,sigma)
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150 beta=coef (fm)

151 betalO=beta[1]

152 betajs=betal[-1]

153 omega2=sum(residuals(fm)~2)/(n-2)

154 omega=sqrt (omega?2)

155 sigma2_beta=1e6 #Non informative distribution for betas
156 v=rchisq(n,k)

157 z=abs (rnorm(n))

158 tho=0.5

159

160 #Errors
161 error=as.vector(y-cbind(1,X) %* %beta)

162

163 #0bjects to store the samples
164 rhos=rep(NA,B)
165 BetaO=rep(NA,B)
166 Betas=matrix(NA,nrow=B,ncol=p)
167 Omega=rep(NA,B)

168

169 accept_rate_omega=0
170 accept_rate_rho=0

171

172 pb=txtProgressBar (min=1,max=B,style=3)

173

174 for(iter in 1:B)

175 {
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203

#cat("iter=",iter,"\n")

S R R R R R R R R R A R R R R R R R R R R R
#Sample from betal
A

cl=sum(v) /k+(1-rho”2) *omega~2/sigma2_beta
d=(error+betal)*sqrt (v/k) -rho*omega*z

c2=sum(d*sqrt (v/k))

betal_old=betal
beta0_new=rnorm(1,c2/cl,sqrt((1-rho~2)*omega~2/c1))
betaO=betal_new

BetaO[iter]=betal

error=error+(beta0_old-betal_new)

A R S
#Sample from betal,...,betap
S S S S S S S S S i

betaj_mcmc=rep(NA,p)

for(j in 1:p)

{
f=(error+betajs[j1*X[,j]l)*sqrt(v/k)-rho*xomegax*z
cl=sum (X[, j]~2*v)/k+(1-rho~2)*omega~2/sigma2_beta
c2=sum(£*X[, jl*sqrt(v/k))
betaj_old=betajs[j]
betaj_new=rnorm(1,c2/cl,sqrt((1-rho~2)*omega~2/c1))
betaj_mcmc[jl=betaj_new
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204 betajs[jl=betaj_new

205 error=error+(betaj_old-betaj_new)*X[, j]

206 }

207 Betas[iter,]=betaj_mcmc

208 #cat ("betaO=",betal,"\n")

209 #cat ("betal=",betal,"\n")

210

211 HEF RS HAFH AR B FHAF R R RS H AR RS R R R R R R R R R R
212 #Sample from latent variables (Z)

213 HAHHHHAHHAHBHHAH R R B R R H B R AR R AR ARG R R R
214

215 g=error*sqrt (v/k)

216 z=rtruncnorm(n=n,a=0, b=Inf, mean = rhox*g/omega, sd = sqrt(l-rho~2))

217

218 LR s s i s s T s s s s s s s s s s s s s S s s S e s S s T e s e T
219 #Sample from omega

220 HHRHHHHHHHHH R R R R R R R R R
221

222 etal=log(omega~2)

223 etalp=etal+rnorm(n=1,mean=0,sd=sqrt(0.04))

224

225 U_etal=log_etal(etal,n,omega,rho,error,z,v,k)

226 U_etalp=log_etal(etalp,n,omega,rho,error,z,v,k)

227

228 accept = (U_etal-U_etalp) > log(runif (1))

229

230 if (accept)

231 {

232 omega2=exp (etalp)

233 omega=sqrt (omega?2)

234 accept_rate_omega=accept_rate_omega+1

235 }

236

237 Omega[iter]=omega

238 #cat ("omega=",omega,"\n")

239

240 HHH RS HAHHAHBHHAH R HBHH AR H R R ARG BF R AR R
241 #Sample from rho

242 s s i s s s T s e e s e e s s e s e e s e e S S e S e e e T e e 2
243

244 eta2=0.5%log((1+rho)/(1-rho))

245 eta2p=eta2+rnorm(n=1,mean=0,sd=sqrt(0.04))

246

247 U_eta2=log_eta2(eta2,n,omega,error,z,v,k)

248 U_eta2p=log_eta2(eta2p,n,omega,error,z,v,k)

249

250 accept = (U_eta2-U_eta2p) > log(runif (1))

251

252 if (accept) {

253 rho=(exp(2*eta2p)-1)/(1+exp(2*eta2p))

254 accept_rate_rho=accept_rate_rho+1

255 }

256

257 rhos[iter]=rho
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#cat ("rho=",rho,"\n")

HEFHHHAFHAEHBHHAF R AR RS R AR H R AR R R R R R R
#Sample from latent variables (V)
HHHFHAHAHHAHBHHAH R R B R R H R AR BB HRH HR

b=1/sqrt (k) *error
A=(b"2+(1-rho~2)*omega~2) /(2% (1-rho"2) *omega~2)
C=(k+1)/2
Bi=-2xb*rho*omega*z/ ((1-rho~2) *omega"~2)

parl=2xC
par2=(Bi+sqrt (Bi~2+8*%A*(2*xC+1)))/2

for(i in 1:n)
{
#cat("i=",i,"\n")
reject=TRUE
v_optimal=((par2[i]-Bi[i])/(2*A[i]))"2
1M=log_f_v(v_optimal,A[i],Bi[i],k)-log_f_g2(v_optimal,shape=parl,rate=par2[i])
#cat ("1M=",1M,"\n")
#cat ("v_optimal=",v_optimal,"\n")
while(reject)
{
v_proposal=(rgamma (1, shape=parl,rate=par2[i])) "2
if (log(runif (1))+1M+log_f_g2(v_proposal,shape=parl,rate=par2[i])<log_f_v(v_
proposal,A[i],Bi[i],k))
{
reject=FALSE
v[i]l=v_proposal
}
}
}

setTxtProgressBar (pb,iter)
3

close(pb)

#MCMC Complete
BetaOMCMC<<-Betal
BetasMCMC<<-Betas
OmegaMCMC<<-0Omega
RhoMCMC<<-rhos

#Burn-in and thin
BetaO=BetaO[(burnIn+1) :B]
index=seq(1,length(Betal) ,by=thin)

BetaO=Betal[index]

filas=(B-burnIn)*(thin/100)
Betasj=matrix(nrow=filas,ncol=p)
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311 for(j in 1:p)

312 {

313 col=Betas[,j] [(burnIn+1) :B]
314 col=col[index]

315 Betasj[,jl=col

316

317

318 Omega=0Omega [ (burnIn+1) :B]

319 Omega=Omega [index]

320 rhos=rhos[(burnIn+1) :B]

321 rhos=rhos[index]

322 rm(index)

323

324 #Point estimators

325

326 #Mean

327 beta0O_m=mean (Betal)

328 betas_m=rep(NA,p)

320 for(j in 1:p)

330 {

331 media=mean(Betasj[,j])

332 betas_m[jl=media

333 F

334 omega_m=mean (Omega)

335 rho_m=mean(rhos)

336 lambda=rho_to_lambda(rhos)

337 lambda_m=mean (lambda)

338

339 mds=c(betal_m,betas_m,omega_m,rho_m,lambda_m)
340 num=length(mds)

341 PostMeans=matrix(nrow=1,ncol=num)
342 for(i in 1:num)

343 {

344 PostMeans[1,i]l=mds[i]

345 }

346 bb=length(betas_m)

347 colnames (PostMeans)=c("Betal",paste("Beta",1:bb,sep=""),"Omega","Rho","Lambda")
348 rownames (PostMeans)=c("Means")
349

350 #Mode

351 beta0_md=moda(Betal)

352 betas_md=rep(NA,p)

353 for(j in 1:p)

354 {

355 ~ mode=moda(Betasj[,jl)

356 betas_md[j]=mode

357 F

358 omega_md=moda (Omega)

359 rho_md=moda (rhos)

360 lambda_md=moda (lambda)

361

362 mos=c (betaO_md,betas_md,omega_md,rho_md,lambda_md)
363 num=length (mos)

364 PostModes=matrix(nrow=1,ncol=num)
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for(i in 1:num)
{
PostModes[1,i]=mos[i]
}
colnames (PostModes)=c("Betal",paste("Beta",1:bb,sep=""),"Omega","Rho","Lambda")
rownames (PostModes)=c("Modes")

muO_cp=betal_cp(beta0_md,rho_md,omega_md,k)
#LogLikAtPostMean
logLikAtPostMean=log_L(y,beta0_m+as.vector (X %* %betas_m) ,mean(omega_m) ,lambda_m,k)

KK=ncol (Betas)+4
AIC=2*KK-2*logLikAtPostMean

fit=1list()

fit$PostMeans=PostMeans
fit$PostModes=PostModes
fit$muO_cp=muO_cp
fit$loglikAtPostMean=logLikAtPostMean
fit$AIC=AIC

acceptance_rates_RWM=1list ()
acceptance_rates_RWM$accept_rate_omega=accept_rate_omega/B
acceptance_rates_RWM$accept_rate_rho=accept_rate_rho/B

return(list (rhos=rhos,Beta0=Betal,Betasj=Betasj,Omega=0Omega,lambda=lambda,acceptance_
rates_RWM=acceptance_rates_RWM,fit=fit))

S S S S S S s
#Example of an iteration in the Acceptance and Rejection Algorithm
g g g s

if (FALSE) ### Change (FALSE) to (TRUE) in order to run the example ###
{

#Example accept reject
v_optimal=5.030004
A=0.5251403
B=0.01207629

k=3.31

parl=4.31
par2=2.367611

1M=log_f_v(v_optimal,A,B,k)-log_f_g2(v_optimal,shape=parl,rate=par2)
v=seq(0.01,15,1length.out=1000)

f1=log_f_v(v,A,B,k)

g2=log_f_g2(v,shape=parl,rate=par2)

plot (v,exp(1M)*exp(g2) ,type="1",1ty=1,xlab="v",ylab="p(v|resto)",lwd=2)
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points(v,exp(f1),type="1",1lty=2,1lwd=2)
points(v,exp(g2) ,type="1",1ty=3,1lwd=2)
legend("topright",lty=1:3,legend=c ("M g(v)","p(v|resto)","g(v)"))

=0
accepted=0
rejected=0
while(s<1000)
{
v_proposal=(rgamma(1,shape=parl,rate=par2)) "2
u=runif (1)
if (log(u)+1M+log_£f_g2(v_proposal,shape=parl,rate=par2)<log_f_v(v_proposal,A,B,k))
{
#Accept
points(v_proposal,u*exp(1M)*exp(log_f_g2(v_proposal,shape=parl,rate=par2)),col="
green")
accepted=accepted+1
Yelsed{
#Reject
points(v_proposal,u*exp(1M)*exp(log_f_g2(v_proposal,shape=parl,rate=par2)),col="
red",pch=4)
rejected=rejected+1
}
s=s+1

}

acceptation_rate=accepted/1000
acceptation_rate
rejection_rate=rejected/1000
rejection_rate

}
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Anexo D: Cédigo en R para el ajuste del modelo de
regresion Normal, t-Student, BSN y BST para el
conjunto de datos Martin Marietta.

El siguiente cédigo en R (R Core Team, 2018) presenta el ajuste del modelo de regresién
Normal (usando la funcién lm()), t-Student (usando la funcién lm_t() del Anexo A), BSN
(usando la funcién lm_sn() del Anexo B) y BST (usando la funcién Im_st() del Anexo C),
para el conjunto de datos Martin Marietta que son cargados desde el archivo DataMarietta.csv
(también disponibles en la librerfa hett de R).

HEFHEHBHHAH B HAF R AR B R RS R R R R R R R R R R R R R R R
# REQUIRED .R FILES IN THE SAME FOLDER

EEE s s s i s i s s T s s E s T s s T s s s s s s n s s s T S s S s S s S s T S s T
# RLM_tStudent_nuFijo_Final.R (Anexo A)

# fit_sn_centered_pure_R_ALDO.R (Anexo B)

# st_ALDO_2.R (Anexo C)

B R R R e R R R R R SR S R S 2
# READ DATA FROM ARCHIVE .CSV

iRt Fat Bt St SR B F e B S S S S F S F ik P B S S S S P P S S S S P Pk P S S S S S P P S S S P Fs
setwd("~/Documents/TESIS/COMPARACION DE MODELOS")
datos=read.csv(file="DataMarietta.csv",header=TRUE)

y=datos$M.Marietta

X=as.matrix(datos$CRSP)

Eid e Ea e S R e e e e i R e e S e e e e T R e e i R e e S e
# REGRESSION WITH ERRORS N(O,sigma2)

s i e s st st e s S e s e s S e e s e e e S e S s e T S S e T e e e e T T
fit_n=1m(y~X)

summary (fit_n)

HEFHEHHFHAF B R AR R R R R R R R R R R R R R R R
# REGRESSION WITH ERRORS t(0,sigma2,k)

HAFHAHBHHAHBHHAH R AR B R ARG R B R RS RHRRH HR R RH
source ("RLM_tStudent_nuFijo_Final.R")
fit_t=1lm_t(y,X,k=3.00,B=10000,burnIn=5000,thin=10)

fit_t

g R g g s
# REGRESSION WITH ERRORS SN(O,sigma2,rho)
S S S s S s
source("fit_sn_centered_pure_R_ALDO.R")
fit_sn=1m_sn(y,X,B=10000,burnIn=5000,thin=10,R2=0.5,v1=0.04,v2=0.04)

fit_sn

SR
# REGRESSION WITH ERRORS ST(0,omega2,lambda,k)

S S S S S 3
source("st_ALDO_2.R")

fit_st=1lm_st(y,X,k=3.00,B=10000,burnIn=5000,thin=10)

fit_st
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