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PROPUESTA DE ANALISIS PARA EL CASO DE
RESPUESTAS MULTIPLES EN DISENOS EXPERIMENTALES

Gloria Selene Herrera Reyes, M. en C.

Colegio de Postgraduados, 2019

RESUMEN

En la investigacion agropecuaria y forestal con frecuencia se generan respuestas multiples,
por ejemplo a la semilla de algodén se le mide el contenido de humedad, acidos grasos,
carbohidratos, tamano, diametro, longitud, forma, dureza, entre otras. Naturalmente, las
respuestas multiples se presentan en muchas otras areas de investigacion como la social,
econémica, ingenieril, salud, entre otras. El anédlisis de varianza multivariado (MANOVA)
puede ser util para el andlisis de respuestas multiples cuando se quiere determinar diferen-
cias de efectos de tratamientos; sin embargo, esta metodologia tiene ciertas limitaciones,
tales como el cumplimiento de los supuestos de normalidad multivariada y homogeneidad de
matrices de varianzas y covarianzas, supuestos que son dificiles de verificar si el tamano de
muestra es pequeno. Ademads, las pruebas post hoc actuales en este contexto, no son satis-
factorias dada su dificultad de empleo por investigadores no expertos en la materia, o bien
por limitaciones propias del método. Esta investigacion propone una alternativa de anélisis
para contrastar la hipotesis de igualdad de efectos entre tratamientos en el caso de respues-
tas multiples. Se demuestra un resultado asintético para la variable aleatoria generada en
la propuesta para el caso de variables normales no correlacionadas y queda abierto el caso
para variables aleatorias normales correlacionadas. Un estudio de simulacion muestra que el
desempeno de la propuesta con muestras pequenas es satisfactorio en términos de potencia
y que tiene ventajas en comparacién con el MANOVA. La propuesta metodoldgica es una
buena alternativa para probar la hipdtesis de igualdad de efectos de tratamientos con res-
puestas multiples provenientes de un disefio experimental completamente al azar (DECA),
incluso en el caso de muestras pequenas y variables normales correlacionadas.

Palabras clave: ANOVA, MANOVA, Supuestos, Transformacién de datos, Norma eucli-
deana
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ANALYSIS PROPOSAL FOR THE CASE OF MULTIPLE
RESPONSES IN EXPERIMENTAL DESIGNS

Gloria Selene Herrera Reyes, M. en C.

Colegio de Postgraduados, 2019

ABSTRACT

Multiple responses are often obtained in agricultural and forest research, for example, the
cotton seed is measured for moisture content, fatty acids, carbohydrates, size, diameter,
length, shape, hardness, etc. Naturally, multiple responses are presented in other areas of re-
search, such as social, economic, engineering, health, among others. The multivariate analysis
of variance (MANOVA) can be useful to analyze multiple responses when we would like to
determine the differences of treatment effects; but this methodology has some limitations
such as the accomplishment of assumptions like multivariate normality and homogeneity of
variances and covariances matrices; these assumptions are difficult to verify if the sample
size is small. In addition in this context, the current post hoc tests are not satisfactory given
the difficulty in employment by researchers who are not experts in the field or due to limi-
tations inherent to the method. An alternative analysis to test the hypothesis of equality of
the effects in the multiple responses case is propose in this research. An asymptotic result
for the random variable generated in the proposal has been demonstrated for the normal
uncorrelated case, and the result for normal random correlated variables is leave open. A
simulation study shows that the performance of the proposal with small samples is satis-
factory in terms of power and that it has advantages compared with the MANOVA. The
proposed methodology is a good alternative to test the hypothesis of equality of treatment
effects for multiple responses from a completely random experimental design, even in the
case of small samples and normal correlated variables.

Key words: ANOVA, MANOVA, Assumptions, Data transformation, Euclidean norm
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Capitulo 1

Introduccion

En diversas areas de investigacién con frecuencia se generan respuestas multiples como pro-
ducto de un diseno experimental, por ejemplo, Pérez et al. (2014) presentan un estudio de
cultivares de haba donde se generaron las siguientes respuestas: altura de plantas, ntimero
de ramas, nimero de nudos florales, nimero de vainas por planta, peso de vaina por planta,
entre otras. En otras investigaciones se han obtenido mediciones de contenido de proteina,
grasas, vitaminas, peso, color y textura a una porcién de carne; la cantidad de bacterias,
pH, contenido de fibra y vitaminas a un nopalito; el contenido de humedad, acidos grasos,
carbohidratos, tamano, diametro, longitud, forma y dureza a la semilla de algoddn, entre
otros ejemplos. Esto debido a que muchas preguntas de investigacién no se pueden responder
adecuadamente con solo una variable dependiente y por lo tanto, es importante analizar el
efecto de los tratamientos a través de las respuestas multiples. Sin embrago, el anélisis de
respestas multiples frecuentemente presenta dificultades.

Una de las metodologias empleadas para analizar el efecto de tratamientos con respuestas
miultiples, es el andlisis de varianza multivariado (MANOVA por sus siglas en inglés). El
MANOVA presenta algunas limitantes, tales como el incumplimiento de los supuestos de
normalidad multivariada y homogeneidad de varianzas y covarianzas, supuestos que ademas
son dificiles de verificar si el tamano de la muestra es pequeno (Hair et al., 1999), asi como
el nimero de repeticiones por tratamiento debe ser mayor al nimero de variables a estudiar,
y si el conjunto de datos es obtenido de un gran nimero de variables puede presentar alta
multicolinealidad, lo que puede generar una matriz de varianzas y covarianzas singular.
Un ejemplo del problema de aplicacién del MANOVA en un experimento con mediciones
repetidas se enuncia por Torres et al. (2003), pues en su estudio no fue posible la aplicacién
de este método por no haber suficientes observaciones para la estimacion de sus parametros.
Ademaés existen otras limitaciones, por ejemplo, para poder verificar si los datos tienen
distribucion normal multivariada existen numerosas funciones en el programa R, sin embargo
Joenssen y Vogel (2014) concluyeron en su articulo que muchas de esas funciones no son
confiables dada su baja potencia, y por ello no deberian emplearse. Aunado al problema
anterior, en areas diferentes a la estadistica ain sigue la practica de verificar el supuesto de



normalidad inicamente en las distribuciones marginales, asumiendo que si éstas son normales
se cumple el supuesto de normalidad multivariada, lo cual es incorrrecto.

Otra limitante del MANOVA es que cuando se rechaza la hipotesis de igualdad de efectos de
tratamientos, se requiere determinar cuales tratamientos presentan efectos diferentes entre
si, para ello las pruebas post hoc actuales en este caso no son satisfactorias dada su difi-
cultad de empleo por investigadores no expertos en la materia (Warne, 2014), o bien por
limitaciones propias del método; por ejemplo, utilizar contrastes con correcciéon de Bonferro-
ni, trae como consecuencia una metodologia muy conservadora; otra alternativa es emplear
la conjetura generalizada de Tukey, la cual es una metodologia desarrollada por Seo et al.
(1994) y Nishiyama y Seo (2008), la cual consiste en realizar multiples comparaciones por
pares de vectores de medias, asumiendo que éstos tienen distribucién normal multivariada;
sin embargo, esta propuesta tiene la limitante de que sélo se probd para un limitado ntimero
de tratamientos y variables.

Otra alternativa por la que optan muchos investigadores es realizar el analisis de varianza
(ANOVA) a cada una de las respuestas multiples, lo cual en principio trae como consecuencia
que el error tipo [ aumente a niveles no aceptados en la investigacion cientifica. Otro problema
que presenta este enfoque es que se puede caer en contradicciones al interpretar los resultados
del ANOVA de cada variable respuesta. Por lo anterior es deseable tener otra alternativa
para el analis de experimentos con respuestas multiples.



Capitulo 2

Objetivos

2.1. General

Proponer una metodologia alternativa para el analisis de experimentos con respuestas multi-
ples.

2.2. Especificos
1. Estudiar la potencia de la prueba del ANOVA usando la propuesta metodolégica para
distintos escenarios de interés.

2. Comparar los resultados del desempenio del MANOVA contra la metodologia propuesta
para el anélisis de experimentos (DECA) con respuestas multiples.



Capitulo 3

Marco teorico

3.1. Analisis de varianza multivariado

El andlisis de varianza multivariado de un solo factor (One-Way MANOVA), es una metodo-
logia empleada para evaluar si existen diferencias en los efectos entre dos o mas tratamientos
(t) cuando tienen dos o més variables dependientes (p). (Johnson y Wichern, 2007) (Rencher
y Christensen, 2012). El modelo empleado para comparar los efectos de los tratamientos en
un diseno experimental completamente aleatorio (DECA) es:

Yij = p+Ti+ ey,

donde cada componente del modelo es un vector p-dimensional: Y;; = (Yj;1, Yijo, ..., Yijp)
es el vector de k variables aleatorias correspondientes a la j-ésima repeticién del i-ésimo
tratamiento, i=1,2,...,t, j=1,2,...,;r, Y;;; pertenecen a la k-ésima variable en cada vector Y,j;
w es el vector de medias globales; T; representa al vector de efectos del i-ésimo tratamiento,
con Y'_, T; = 0; & es el vector de errores aleatorios, €;; o N,(0,%), con 3 como la matriz
de varianzas y covarianzas.

El juego de hipétesis empleado en el MANOVA es (Timm, 2002):

Hy:Ty=7Ty=...=7, vs H,:T;# T, para al menos un i # j.

Para probar este juego de hipdtesis, se obtienen las sumas de cuadrados y productos (SCP)
(Pena, 2002), (Dattalo, 2013):
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SCPTotal = SCPTratamiento + SCPET‘T‘OT’
A/_/ ~ ~~ - ~~
T H E

En la cual T corresponde a la matriz de la suma total de cuadrados, H es la matriz de la
suma de cuadrados entre grupos (matriz de hipétesis o efecto) y E es la matriz de la suma
de cuadrados dentro de los grupos (matriz residual o de error). Las matrices H y E pueden
expresarse como:

— 1 1
donde Y; = — Z;Zl Yii=-(Ya+Yi+...+Y,;) es el vector de medias muestrales del
r r

1
(Y11 + ...+ Yys) corresponde al vector de

: . \/ 1 t r
tratamiento i, y Y. = = D1 2 Yij = -

medias global.

Rencher y Christensen (2012) y Dattalo (2013) muestran como a partir de H y E se derivan
los siguientes estadisticos de prueba del MANOVA:

Lambda de Wilks (A)

Traza de Hotelling-Lawley (T¢)
Traza de Pillai (V)

Mayor raiz caracteristica de Roy ()

Cada uno de estos estadisticos se puede estimar con las matrices H y E, pero computacio-
nalmente se calculan en términos de eigenvalores (A;, i = 1,...,s). En la practica es comiin
evaluar la significancia del MANOVA mediante una aproximaciéon a un estadistico F, en
lugar de emplear alguno de los estadisticos de prueba multivariados, y para dicha aproxi-
macion se requiere transformar la distribucién de los estadisticos multivariados acorde a la
Tabla 3.1.

Rencher y Christensen (2012) establecen que en términos de potencia, las pruebas tienen
el siguiente orden para el caso colineal § > T2 > A > V). En el caso difuso, en el que al
menos un grupo difiere de los otros grupos en al menos una variable (Olson, 1974), y para
estructuras intermedias entre colineal y difuso, la potencia tiene un orden inverso al caso
colineal V() > A > TO2 > 6. Este ultimo orden también se aplica a la precisién de la tasa de
error Tipo I cuando las matrices de covarianza poblacional 3, 3, ..., 3; no son iguales.
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Tabla 3.1: Estimacién de de los estadisticos de prueba del MANOVA mediante SCP y
eigenvalores, y transformacion a estadistico F|

VH,VE)
Estadistico A T V() 0
de prueba
SCP |IE(H+E)™!| traza (E~'H) traza (H+ E)"'H) Ay de (E7'H)
1 A A
E. l S S )\Z S 1 max
1genvalores Hz:l 11+ )\l Zz:l Zz:l 1 + )\Z 1 + )\ma:c
F 1—Advg T02 VE V(s) VE 0 vg
VH p(v1) p(v1) p(v1) U1
VE l+wd—-2E  s(N—-m-—-2-p)+2 s(N—m+s—p) N-m-1
Donde: vy y vgson los grados de libertad multivariados para la aproximacién al estadistico F,
2,2
—4
=N -1tk J PO TR 1 w=t(r—1), N=tr, m=
w p) ) p2+’l)%—5’ U1 y V2 (T )7 T, m Zvlv y

s=min(vy,p).

En general, el uso de 6 de Roy no es recomendada mas que en el caso colineal bajo supuestos
estandar. Si los datos provienen de una distribucion no normal exhibiendo falta de simetria
o curtosis positiva, bajo ciertas condiciones el desempeno de cualquiera de las otras tres
pruebas es aceptable, aunque el estadistico de Pillai es el mas empleado dada su robustez
ante violaciones de los supuestos del MANOVA (Olson, 1974) (Olson, 1979). Pruebas F
multivariadas estadisticamente significativas indican que hay diferencias entre los grupos
respectos a sus vectores de medias, es decir, se rechaza Hy (Dattalo, 2013).

Para que el resultado obtenido del MANOVA sea confiable, Johnson y Wichern (2007) esta-
blecen que se debe asumir que se tienen datos multivariados que cumplen con los siguientes
supuestos basicos.

3.1.1. Supuestos basicos

1. Independencia
Las observaciones son muestras aleatorias independientes, de tamano r del tratamiento
i.

2. Normalidad
El supuesto de normalidad considera que los vectores de variables aleatorias tienen
distribucién normal multivarida con media p; y matriz de varianzas y covarianzas X
dentro de cada grupo (tratamiento) (Johnson y Wichern, 2007).

Si los tamanos de muestra son grandes, la violacién de este supuesto no tiene mucha in-
fluencia; si son medianos, los incumplimientos pequenos pueden ser suavizados siempre
y cuando las diferencias sean debidas a asimetria y no a datos anémalos.



3.1. Analisis de varianza multivariado

El supuesto de normalidad multivariada puede verificarse mediante algunos de los
siguientes métodos: Mardia, Henze-Zirkler, Royston, Doornik-Hansen, entre otros. Ro-
meu y Ozturk (1993) presentan un andlisis de varias pruebas de bondad de ajuste para
normalidad multivariada, y de sus estudios de simulacion concluyen que la prueba de
asimetria y curtosis propuesta por Mardia (1970) es de las més estables para valorar
normalidad multivariada.

3. Igualdad de las matrices de varianzas y covarianzas
El supuesto de homogeneidad entre las matrices de varianzas y covarianzas, considera
que tanto las varianzas como las covarianzas son constantes en los diferentes niveles de
un factor, es decir, 31 = 3y = ... = 2.

En lugar de probar la igualdad de varianzas para una sola variable como en el ANOVA,
la prueba en el caso del MANOVA examina todos los elementos de la matriz de va-
rianzas y covarianzas.

El MANOVA es robusto a violaciones moderadas de este supuesto si los grupos son
aproximadamente del mismo tamano,es decir, el tamano del grupo mas grande dividido
entre el tamano del grupo mas pequeno es menor de 1.5. Si los tamanos difieren mas
que esta medida, si es posible, el investigador debe corregir la posible existencia de
varianzas diferentes mediante el uso de transformaciones que estabilicen la varianza
(Hair et al., 1999).

Para realizar la prueba de igualdad de las matrices de varianzas y covarianzas, nor-
malmente se emplea la metodologia del contraste M de Box, sin embargo, Hair et al.
(1999) establecen que esta metodologia es muy sensible a la falta de normalidad, y por
ello siempre se debe comprobar la normalidad multivariante antes de llevar a cabo esta
prueba.

4. Multicolinealidad
Las variables dependientes deben de tener baja a moderada correlacion entre ellas
(Dattalo, 2013).

5. Sensibilidad a los datos atipicos
Los datos atipicos (outliers) influyen sobre el error tipo I. Si se encuentran datos abe-
rrantes, se deben eliminar si es posible, ya que su influencia sera muy importante en el
conjunto de los datos.

Los valores atipicos en muestras multivariadas afectan no solo la media y la varianza
de una variable, sino también su orientacién en la muestra medida por la covarianza
o la correlacion con otras variables. Los residuos formados por el ajuste de un modelo
multivariable a un conjunto de datos en presencia de extremos atipicos pueden conducir
a la identificacién de valores falsos (Timm, 2002).

Para verificar el cumplimiento de los supuestos del MANOVA se cuenta con los siguientes
métodos analiticos:
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Pruebas para verificar los supuestos del MANOVA

Prueba de normalidad multivariada: Método de Mardia
Mardia (1970), propuso una extensién multivariada de los estadisticos de asimetria y curtosis,
los cuales se calculan mediante el tercer y cuarto momento respectivamente.

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de vectores p-variados, independientes e idénticamente
distribuidos con vector de medias g y matriz de varianzas y covarianzas 3 desconocidos,
se desea probar la hipotesis nula de que la muestra aleatoria proviene de una distribucién
normal p-variada.

Se establece que X y S son la media y la matriz de varianzas y covarianzas muestrales, esto
- 1 - 1 _ _
es: X=->" X, yS==->"_ (Xi - X)(X; - X)".
r r

Los estadisticos de asimetria y curtosis p-variada se denotan respectivamente por by, y ba p,
y se definen como:

1 S e 3
by =3 D (X = X)'87H(Xy ~ X))
ij=1
1 « S o172
brp =~ 2; (X — X)'S™/(X; — X)]
1
Bajo Hy, —=rb;, converge en distribucién a una ji-cuadrada asintética con w grados

de libertad.

Bajo Ho. v/7(bayy = p(p+2)(r = 1)/(r + 1)) = N(0, #2).
Para una distribucién normal multivariada las medidas multivariadas de asimetria y curtosis
tienen valores de by, =0y by, = p(p + 2).

Los valores criticos de asimetria y curtosis para muestras pequenas se encuentran en Mardia
(1974).

Prueba de homogeneidad de matrices de varianzas y covarianzas: M de Box
Box (1949) propuso el siguiente estadistico de prueba de razén de verosimilitud para probar
la hipdtesis de igualdad de matrices de varianzas y covarianzas:

t
M =(N—t)ln|S,| = > (ri — 1)In[S;],

i=1
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t . . .
en el cual N = > . r;, S; corresponde a la matriz de varianzas y covarianzas de cada

tratamiento y S, = (N—#)"' >>'_, (r;,—1)S; es la matriz de varianzas y covarianzas agrupada.

Este método también es conocido como prueba de Bartlett multivariada.

Estableciendo:

1 1 }[2}72—1—3]9—1]
6 Y

v= tr—l_t(r—l) (p+1)t—1)

entonces C' = (1 — u)M tiene una distribucién aproximada 3 .
zp(p+1)(t-1)
A un nivel de significancia dado, se rechaza la hipotesis de igualdad de matrices de varianzas
y covarianzas si C' > Y pin-1) ().
2

Esta aproximacion tiene las siguientes limitantes: requiere que p < r, es altamente sensible
a violaciones en la distribuciéon normal multivariada y a la presencia de outliers .

Como se puede observar, el cumplimiento y la mediciéon de los supuestos del MANOVA
presentan algunos problemas.

3.1.2. Comparaciones multiples de vectores de medias

Si con base en el MANOVA se rechaza Hy, se requiere identificar cuales son los tratamientos
que presentan efectos diferentes entre si, para ello se realizan pruebas de seguimiento, a veces
denominadas contrastes, las cuales son: a priori (planificadas) o post hoc (no planificadas).
Una comparaciéon a priori es aquella en la que se ha decidido evaluar antes del analisis de
los datos; estas comparaciones son impulsadas por la teoria y forman parte de una estrategia
de analisis confirmatorio de datos. La comparacién post hoc es aquella en la que se decidié
analizar después de obtener los datos y son parte de una estrategia de andlisis exploratorio
de datos (Anderson, 2003), (Rencher y Christensen, 2012).

Un método muy popular para realizar contrastes por pares de tratamientos es emplear la
T? de Hotelling, y para mantener constante la tasa de error tipo I se emplea la correccién
de Bonferroni, la cual consiste en someter a prueba cada uno de los contrastes a un nivel
de significancia <, donde c es el niimero de comparaciones a realizar y se obtiene mediante
la féormula ¢ = t(t — 1)/2. Por ejemplo, si se tiene un MANOVA de una via con cuatro
grupos (t = 4) y una variable, entonces hay t(t — 1)/2 = 6 posibles comparaciones por pares
de los tratamientos. Entonces, para limitar la tasa de error del estudio se emplea un valor
corregido de la significancia, el cual serd P = % = 0.0083, y por lo tanto ninguna de las
6 comparaciones se considerard significativa a menos que alcance un valor-p < 0.0083. Sin
embargo este procedimiento es muy conservador (Dattalo, 2013).
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Otro candidato para evaluar los vectores de medias que son diferentes es la metodologia
de Conjetura generalizada de Tukey, la cual es la versién multivariada de la metodologia
Tukey-Kramer.

Conjetura generalizada de Tukey

Este es un método desarrollado por Seo et al. (1994) y Nishiyama y Seo (2008), el cual es
una generalizacion de la metodologia Tukey-Kramer univariada, y en el cual, se obtienen
intervalos de confidencia simultaneos como sigue.

Partiendo de un modelo lineal multivariado donde M = [py, ..., p;] es la matriz de ¢ vectores
de medias p-dimensionales, y M = [f1, ..., ;] es el estimador de M, tal que:

~

vec(M) ~ Ny, (vec(M),V @ X).

Donde:

vec(A): Vector columna formada tras apilar las columnas de A.
V = [v;;]: Matriz conocida definida positiva k x k.

3 Matriz desconocida definida positiva p x p.

Si se considera a S como un estimador insesgado de X, se podran realizar calculos para la
comparacién entre vectores de medias, donde S corresponde a la S,; de la 77 de Hottelling.

En general el procedimiento para generar intervalos de confianza para las diferencias por
pares de vectores de medias, y para todas las combinaciones lineales a’(u; — ;) estd dado

por:
/ A/ A A~ dl] . -/
a'(p; —py) € | a(f; — fry) £ gpro(a) 7&’8&1 1 <i<i <t,aeRP. (3.1)

Donde:
a: Vector p-dimensional de las combinaciones.

(f; — fr;): Diferencia entre los vectores de medias estimados.

¢pto(@): Punto a superior del rango p-variado Studentizado.

10
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dij: Vii — QUU + Ujj-

Se puede apreciar que la Ecuacién (3.1) es semejante a:

a’Mb € |a’Mb + z(b'Vb)z(a'Sa)z |, 1 <i<i <t acR’ b=¢e; —ey.

Donde:

b: Vector de contrastes, dado que e; es un vector k-dimensional que tiene un 1 en el i-ésimo
componente, y cero en los otros.

dp,t,0(c:I)
V2

z= : Punto « superior del rango p-variado Studentizado.

(V)

2
En general, q”’t’T es el punto a superior de T2 . cuando V # vl;, y cuando V = vl; es

axr

el tinico valor de T? . el cual estd tabulado parcialmente para los casos de t =3y t =4 en

las tablas de los articulos de Seo et al. (1994) y Nishiyama y Seo (2008).

La limitante de estas propuestas es que solo se probaron para un limitado niimero de trata-
mientos, variables y grados de libertad. Es decir, existen problemas para realizar las pruebas
de comparacién de vectores de medias existentes y no existen muchas opciones en el caso
multivariado.

3.2. Resultados teoricos

La propuesta metodolégica se basa en algunos resultados tedricos que se presentan en este
apartado.

3.2.1. Distancia euclideana

La distancia o norma euclideana corresponde a la longitud del vector unitario con p compo-
nentes, y es definida como la raiz cuadrada del producto punto como sigue (Strang, 2006):

Iyl = VY'y =\/vi +.. . +y2

Todos los puntos con la misma distancia desde el origen [|ly|| = ¢ satisfacen yi +... + 32 = ¢
que es la ecuacion de un esferoide; lo que significa que todos los componentes del vector y

2

11
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contribuyen igualmente a la distancia euclideana.

3.2.2. Distribucion normal multivariada

Asumiendo que Y = (Y1,...,Y},) tiene distribucién normal multivariada: Y ~ N,(u, X), se
establece que su densidad esta dada por:

1 Ly )1 (v
Fy) = —q e 2VTWETO = (g, ) € R,

(Vary|s)

donde p corresponde al nimero de variables, p = (1, ..., 1,)" € RP es el vector de medias,
y X es la matriz de varianzas y covarianzas definida positiva del vector Y.

3.2.3. Distribucién de ||Y|* = Y'Y: Distribucién ji-cuadrada no
central

Sea Y ~ N,(p,I,), entonces la variable aleatoria X = Y'Y = Y 7 | V2, tiene distribucién
ji-cuadrada no central (Clarke, 2008):

Y'Y ~ 2(\).

Con pardmetros: p > 0 que especifica los grados de libertad y A > 0 que es el pardmetro de
no centralidad, dado por:

Observaciones:

» La variable X tiene funcién de densidad (Clarke, 2008):

O S L= S R
€2 (5) ez x2T )
_ 0.
f(x) kz:; 7 F(§+k)2§+k’sm>

12
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» La funcién generatriz de momentos de una distribucién XIQJ()\) es:

exp (=M (1 - 25))
(1—2t)2

M(t;p, ) = , 2t < 1.

= Los primeros cuatro momentos de la distribucién x>(\) son:

o Media: p+ A

e Varianza: 2(p + 2\).

e Coeficiente de Asimetria: 8(p + 3)\),

e Coeficiente de Curtosis: 48(p + 4\) + 12(p + 21)2.

s Cuando A = 0 la distribucién ji-cuadrada no central es igual a una distribucion ji-
cuadrada central, es decir: x2(0) = x2.

Y'Y
o2

COROLARIO 1:Si Y ~ N,(u,0%1,), entonces
2008).

) 1
~ X3(A), siendo A = @u’u (Casella,

COROLARIO 2: Sean X; ~ Xf,i(/\i),i = 1,...,t variables aleatorias independientes. En-
tonces:

¢ ¢
; X~ XZZlepi (; /\i) .

3.2.4. Teorema Central de Limites (TCL) para la suma de varia-
bles aleatorias

DeGroot y Schervish (2012), mencionan que el TCL indica que la distribucién de la suma
de variables aleatorias puede aproximarse a la normal bajo ciertas condiciones.

Teorema 1. Sea Wy, Ws, ..., W, una sucesién de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas de una distribucién dada con media p y varianza o? finitas, entonces
la suma W; + ... + W, converge en distribucién a una normal con media nu y varianza no?.

Dado lo anterior, podemos concluir que la suma de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas ji-cuadradas no centrales (x2(\)) converge en distribucién a una
distribucién normal, como sigue:

13
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ZI/VZ-&N(n(p—i-)\),Qn(p%—Q)\)).

Teorema 2: Sea Wi, Ws, ..., W, una sucesién de variables aleatorias independientes con
funciones de distribucién Fi, Fy, ..., F,, respectivamente, tales que E(W;) = p; y Var(W;) =
ofparai=1,...,n,y s => " o7 entonces:

S:; _ Zi:l (VVZ — ﬂi) i> Z,
Sn

(3.2)

donde Z ~ N(0,1), siempre que las F’s sean absolutamente continuas con funcién de den-
sidad f;, tales que se cumpla la siguiente condicién:

ltm =3 /w (w — )2 fi(w)dw = 0. (3.3)

n =1 J|w—pil>esn

La ecuacion 3.3 es conocida como la condicién de Lindeberg (Rohatgi y Saleh, 2001).

Simultaneamente 3.2 permite identificar que la distribucion de la suma de variables aleatorias
independientes no idénticamente distribuidas, converge en distribucion a una distribucién
normal de la siguiente manera:

n

S (zﬂz) .
=1 =1

i=1

3.3. Anadlisis de Varianza (ANOVA) de un factor

El material de este apartado se presenta para comparar las bondades y limitaciones de esta
metodologia en comparacion con las caracteristicas del MANOVA.

Montgomery (2004) e Infante y Zarate (2012) establecen que el andlisis de varianza de un
solo factor (one-way ANOVA), se usa cuando se desea probar la hipdtesis nula de igualdad

de efectos de dos o mas tratamientos. Para comparar los ¢ tratamientos o niveles diferentes
de un solo factor, el modelo estadistico mas empleado es el modelo del DECA:

Yij = p+ 7 + e,

14
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donde:

Yi;: Variable aleatoria correspondiente a la j-ésima repeticion del i-ésimo tratamiento o
nivel del factor, i=1,...,¢t j=1,..., 7
p:  Pardametro de escala comun a todos los tratamientos.
7;:  Efecto del i-ésimo tratamiento i=1,..., ¢
e;;:  Error aleatorio.

iid .
Se asume que e;; ~ N(0, ¢?), con varianza o>

Montgomery (2004) y Gutiérrez y de la Vara (2012) indican que el modelo anterior implica
que sobre la variable respuesta Y;; actiia una media general y dos fuentes de variabilidad: los
tratamientos (factor de estudio) y el error aleatorio (fuentes de variabilidad del experimento,
como: mediciones, diferencias entre las unidades experimentales a las que se les aplican los

tratamientos, factores ambientales, genéticos, etc.).

El juego de hipétesis a probar en un DECA es:
Hy:mm=mn=...=7 vs H,:7, %, para al menos un i # j.

Las observaciones obtenidas del experimento son consideradas realizaciones de la variable
aleatorioria Y;; (a las que se les denotara v;;), y se presentan en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Datos tipicos de un experimento univariado de un solo factor

Tratamiento Observacion Total Media
1 Y11 Y1z .- Yir Y1. Y1.
2 Y21 Y22 ... Yor Ya. Ya.
t Yo Y2 .- Yir Yt Yt
Y. Y.

Donde y; = 2;21 y;; es el total del tratamiento ¢, 7; = %2;21 y;; es la media de las
observaciones del tratamiento ¢, y. = 2221 y;. es el gran total de las observaciones y i =
% 2§:1 yi. es la media global o promedio de todas las observaciones.

Algunos autores como Hinkelman y Kempthorne (2005), Gutiérrez y de la Vara (2012) y
Dean et al. (2017) establecen que la metodologia del ANOVA se basa en medir la variabilidad
para determinar si los efectos de los tratamientos son diferentes; para ello, se comparan dos
calculos independientes: uno que refleja la variabilidad de las observaciones dentro de los
grupos (SCg) y otro que representa la variabilidad entre los grupos a los que se atribuyen
los efectos de los tratamientos (SC7). Al dividir las sumas de cuadrados entre sus respectivos

15
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grados de libertad se obtienen los cuadrados medios (CM), los cuales estiman la magnitud
de su correspondiente fuente de variabilidad.

Para probar la hipétesis nula del DECA balanceado, se emplea la siguiente tabla:

Tabla 3.3: ANOVA correspondiente a un DECA

Fuente de Grados de Suma de cuadrados  Cuadrado Fraiculada
variaciéon libertad SC medio
FV GL CM
Tratamientos(T) t—1 2521 % — % . é—fi g%g
Error(E) t(r—1) Y (Z;=1 Yis — y?) Grr
t T 2
Total tr—1 D i1 2jt T

Usando la Tabla 3.3 se tiene la siguiente regla de decisién: rechazar Hy al nivel ar si Fajeulada >
Foritica, donde la Fiiica corresponde al cuantil 1 — a de la distribucién F,, ,,, donde v,
corresponde a los grados de libertad del tratamiento (GLr) vy vy a los grados de libertad
asociados al error (GLg).

Para que el resultado del ANOVA sea confiable, es necesario que los datos cumplan con algu-
nos supuestos basicos, tales como independencia, normalidad y homogeneidad de varianzas.

3.3.1. Principales supuestos del ANOVA

Dean et al. (2017) y Gutiérrez y de la Vara (2012) establecen como principales supuestos:

1. Se debe tener una variable respuesta continua y un factor categérico con dos o mas
niveles.

2. Las observaciones deben ser estocasticamente independientes. Se puede mantener ra-
zonablemente si las unidades experimentales se eligen aleatoriamente y la medicién se
hace separadamente para cada unidad.

3. Los Y;; deben tener una distribucién aproximadamente normal con homogeneidad de

varianzas entre los niveles de factores (es decir, cada tratamiento tendrd una distribu-
cion N(p;,0?)) .
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Pruebas para verificar normalidad y homocedasticidad

Para verificar el cumplimiento de los supuestos de normalidad y homocedasticidad se cuentan
con numerosas pruebas. Para el caso de normalidad se encuentran las pruebas de Kolmogorov-
Smirnov, Anderson-Darling, Lilliefors, de rango estudentizado, Shapiro-Wilk, etc. Romo et
al. (2010) realizaron un estudio comparativo de diferentes pruebas para normalidad, y una
conclusion fue que la prueba de Shapiro-Wilk fue la més potente y mas sensible a alternativas
asimétricas, por lo que sera la prueba que se empleara en en este estudio.

Prueba de normalidad: Shapiro-Wilk

Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién desconocida F'(x), se desea
probar la hipétesis nula de que F(z) es una funcién de distribucién normal con pardmetros
iy o desconocidos. El estadistico de prueba es:

W — (Z;L?:l aix(i))Q

dim (T — )%

donde z(; es la i-ésima estadistica de orden, obtenida de ordenar la muestra aleatoria de
menor a mayor: () < ) <, ..., < Ty

r_ _ LA
a' = (ay,...,a,) = V-1V —Tm)i/2>
del cual m’ = (my, ma, ..., my,)es el vector de esperanzas de las estadisticas de orden de una
muestra aleatoria de variables normal estandar, y V' = (v;;) es la matriz de covarianzas de
los estadisticos de orden.

Shapiro y Wilk construyeron tablas de valores de a’ para distintos tamanos de muestra n asi
como tablas de valores criticos de la prueba W, ,, o € [0, 1].

Se rechaza la hipdtesis nula si W < W, ,.

Para probar homogeneidad de varianzas existen varias pruebas, algunas de las mas empleadas
son las de Bartlett, F-Max de Hartley, Levene, prueba de Levene modificada por Brown y
Forsythe; ésta tltima es menos sensible a la falta de normalidad que la prueba de Bartlett y
los resultados obtenidos por Brown y Forsythe (1974) muestran que al emplear la media o
la mediana se tienen potencias muy semejantes cuando los datos tienen distribucén normal,
pero cuando los datos siguen una distribucién asimétrica (x3) la mediana consigue mejorar
la potencia de la prueba de Levene.

Prueba de homogeneidad de varianzas: Levene modificada por Brown y Forsythe

Consiste en contrastar la hipétesis nula de que los ¢ tratamientos tienen la misma varianza,
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3.3. Anadlisis de Varianza (ANOVA) de un factor

para lo cual se realiza un analisis de varianza de un factor sobre el valor absoluto de las
desviaciones de los valores muestrales respecto a la mediana (7;).

El estadistico de prueba es:

T3 (@i —wl.)?
t—1
S Do (wiij—w1;.)2
t(r—1)

Lmed =

o 1 _
donde wnyj = [yiy = Gil, Wi = ~ 30y Wiy ¥ W1 = 5 ¥y D Wi

La regla de decisién es rechazar Hy si Lyeq > F, tt(il)(a).

Aunque ligeras desviaciones de los supuestos de normalidad y homogeneidad de varianzas
no afectan el ANOVA, se recomienda realizar la transformacién de los datos con el fin de
obtener una distribucién aproximadamente normal y/o estabilizar la varianza.

Dean et al. (2017), Osborne (2010), Hinkelman y Kempthorne (2005) y Gutiérrez y de la
Vara (2012) establecen algunas técnicas de transformacién de los datos, por ejemplo: trans-
formacién mediante la raiz cuadrada, transformacion logaritmica, transformacion angular,
método de Box-Cox, entre otros.

Método de Box-Cox

La metodologia propuesta por Box y Cox (1964) consiste en una familia de funciones de
potencia para la variable de respuesta, en la cual se estima un valor A para elevar la varia-
ble hasta encontrar desviaciones estandar mé&s cercanas a cero respecto a la media de los
residuales, lo cual sirve para corregir sesgos en la distribuciéon de errores, heterogeneidad de
varianzas y mejorar correlacion entre las variables. Sin embargo, no corrige todos los fallos en
los supuestos, por ejemplo, datos que contienen outliers no pueden ser ajustados propiamente
para cumplir el supuesto de normalidad.

Las transformaciones originales de Box y Cox estan dadas por:

-1
N _ yA si A %0
log y siA=0
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3.3. Anadlisis de Varianza (ANOVA) de un factor

3.3.2. Procedimientos de comparaciones muiiltiples

Si como resultado de un ANOVA se rechaza la hipdtesis nula, se procedera a identificar
cuales tratamientos presentan efectos diferentes entre si, asi como determinar cual es el mas
conveniente de ellos. Para ello se cuenta con metodologias que permiten la comparacién
por pares de medias de tratamientos (también conocidos como métodos de comparaciones
multiples o post-hoc).

De manera general, el nuevo juego de hipétesis es:
Hy:m=7y(i#7) vs Hy:7 # 7.

Para t tratamientos, el total de comparaciones por pares de medias corresponde a la solucion
de la férmula @ (Gutiérrez y de la Vara, 2012); y Hy se rechazard si cualquiera de los
estadisticos de prueba es menor al valor absoluto de la correspondiente diferencia entre las

medias muestrales |Y; — Yy |.

Montgomery (2004) y Hinkelman y Kempthorne (2005) mencionan que los principales méto-
dos para las comparaciones de medias por pares son:

Diferencia Minima Significativa de Fisher (DMS o LSD por las siglas del inglés Least
Significant Difference)

Tukey

Rango multiple de Duncan

Dunnett (DMS de Dunnett)

SNK (Student,Neyman y Koel)

Para analizar todos los contrastes de medias de interés sin que se infle el error tipo I (deteccién
de diferencias que no existen), el método de Sheffé es un método adecuado (Gutiérrez y de la
Vara, 2012).

De manera general, cuando sélo se hacen comparaciones por parejas, el método de Tukey
conduce a limites de confianza mas estrechos que el método de Scheffé, por lo cual el método
de Tukey encontrara més diferencias significativas, siendo en este caso el método preferido
por la mayorfa. En cambio cuando los contrastes son mas complicados que la diferencia de
medias, es el método de Scheffé el que tiene limites de confianza més estrechos (Dean et al.,
2017). Dado lo anterior, la presente investigacién empleard el método de Tukey.
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3.3. Anadlisis de Varianza (ANOVA) de un factor

Método de Tukey

Método conservador (es decir, indica que es probable que el nivel de confianza real sea
mayor que el nivel de confianza que se muestra, o dicho de otra manera, el método podria
aceptar menos diferencias significativas de las que realmente existen), también conocido como
método DHS (Diferencia Honestamente Significativa) de Tukey, o procedimiento de rango
Studentizado (Hinkelman y Kempthorne, 2005). Cuando el disefio es balanceado, el nivel de
significacién global serd exactamente «, y si es desbalanceado, es al menos «. Cuando los
tamanos de muestras son diferentes, este método es conocido como Tukey-Kramer.

Para realizar las comparaciones por pares de medias, se recomienda primero encontrar los
promedios de cada tratamiento, para posteriormente ordenarlos en forma no creciente y
proceder con la comparacion por pares de medias.

Si el diseno es balanceado, el estadistico de prueba es:

C Mg

Y

DHS = Q(x(ta UQ)

donde vy son los grados de libertad asociados al error, q,(t, v9) son puntos porcentuales o de
la distribucion del rango Studentizado que son superiores de t, y se obtienen de las tablas
de Tukey, C M es el cuadrado medio del error (obtenido de la tabla de ANOVA) y r es el

nimero de repeticiones.

Se rechaza Hy al nivel « si: |Y; — Yy | > DHS.

Si no se rechaza Hy, al par de medias comparadas se les pone una misma letra (comenzando
desde la a), y en caso contrario, diferentes letras. Para finalizar las letras enteramente con-
tenidas se eliminan. Este método alfabético permite comparar de una manera sencilla cuales
pares de medias son diferentes.

3.3.3. Potencia de la prueba

Debido a que una de las formas de medir la eficiencia de una metodologia estadistica pro-
puesta es a través de un estudio de potencia, a continuacién se presenta material al respecto.

La decisién de rechazar o no la hipdtesis nula de igualdad en los efectos de los tratamientos no
esta exenta de errores, y es por ello que es importante conocer la probabilidad de rechazar
Hy cuando ésta es falsa. A dicha probabilidad se le conoce como potencia de la prueba
de hipétesis, y de alguna manera caracteriza la sensibilidad de la prueba para detectar
diferencias significativas (Menéndez y Jamed, 2006).
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3.3. Anadlisis de Varianza (ANOVA) de un factor

En el ANOVA cuando se llega a una conclusion a partir del estadistico de prueba F', existe la
probabilidad de cometer dos tipos de error: Error tipo I, que consiste en rechazar H, cuando
Hj es cierta, y el Error tipo I1, que es no rechazar Hy cuando Hj es falsa. Las probabilidades
de dichos errores se denotan como « y 3.

» o = P[Error Tipo 1] = Plrechazar Hy|H)]

» 3 = P|[Error Tipo II| = P[no rechazar Hy|H,]

Lo ideal seria que los dos tipos de error tuvieran probabilidades pequenas, sin embargo esto
generalmente no es posible, ya que cuando se minimiza la probabilidad de alguno de los
errores, aumenta la probabilidad de cometer el otro error. Es por ello, que en la practica se
fija a y se trata de minimizar f3.

La potencia de la prueba se denota como 1 — 3. Hinkelman y Kempthorne (2005) mencionan
que [ depende de:

1. Nivel de significancia («);

2. Grados de libertad (t — 1y t(r — 1));

3. Magnitud del efecto de tratamiento (6 o diferencia real entre las medias poblacionales);
4. Varianza (0?);

5. Tamano de muestra (r).

Para evaluar la potencia se deben generar datos en situaciones donde se asume que Hj es
falsa, y posteriormente calcular su estadistico de prueba para proceder a concluir respecto
al juego de hipotesis.

Para calcular la potencia del ANOVA de una via, se emplea el estadistico F', el cual asumiendo
que Hy no es cierta, tiene una distribucion ji-cuadrada no central, con A = %,u’ /4 cOmo
parametro de no centralidad.

Distribucion del estadistico de prueba

En la Tabla 3.3 se establece que el estadistico Faculada S€ €stima como el cociente g%;, y

que éstos a su vez se calculan a partir de la suma de cuadrados del tratamiento y del error,
respectivamente.
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3.3. Anadlisis de Varianza (ANOVA) de un factor

Sean SC7 ~ X,2(\) y SCg ~ x.5(0) dos variables aleatorias independientes, entonces la va-
SCr

riable aleatoria Fiajculada = wd7 Se distribuye como una F-Snedecor no central, con pardme-

v2
tros vy, v9 y A como el pardmetro de no centralidad o pnc; y se escribe que Fiaculada ~
F(Ul, V2, )\)

En la practica p es un parametro desconocido, por lo que considerando como base la ecuacién
(1) de Liu y Raudenbush (2004) y la teorfa de la funcién de potencia de la prueba del ANOVA
de Patnaik (1949), A se calcula a partir de las funciones de observaciones de la siguiente
manera:

A = i (i — 1)’

2
O¢

En la cual:

r: Tamano de muestra, es decir, nimero de repeticiones por tratamiento.
i1;: Media estimada de cada tratamiento.

fi: Media general estimada.

62: Valor de C M.

Para calcular la potencia analitica Clarke (2008) y Seltman (2018) establecen probar el
juego de hipétesis de Hy contra H,, mediante una prueba F' a un nivel de significancia «,
la cual, esta sujeta por el criterio de aceptacion: Rechazar Hy si Fracuada > F;’;(a). Donde
Pry[Featentada > Fil (o) |Ho] < v, y representa la probabilidad de rechazar H, asumiendo que
Hyj es cierta, y se rechazard la hipdtesis nula si el estadistico F' se encuentra a la derecha del

punto critico F} ().
Entonces la potencia, que es la Pry, [Feacuada > F) (v)], corresponderd al drea bajo la curva

que estd a la derecha del punto critico bajo la distribucién F!(A), lo cual se muestra en la
Figura 3.1.
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3.3. Anadlisis de Varianza (ANOVA) de un factor

pnc=0;Pr(F>=Fcrit)=0.05

0.4

Fcritica=3.1

f(x)

0.3

|
pnc=4;Pr(F>=Fcrit)=0,41

0.2

pnc=9;Pr(F>=Fcrit)=0.76

0.1

Figura 3.1: Distribucién del estadistico F' para distintos valores del .
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Capitulo 4

Metodologia propuesta

4.1. Propuesta metodolégica

La propuesta plantea reducir a un escalar cada vector de variables respuesta con el fin de
obtener datos que permitan ser analizados mediante un ANOVA y posteriormente mediante
algin método post hoc hacer la comparacion de medias.

Se propone que cada vector p-variado Y;; sea transformado con la funcién cuadratica de

. . . X - / _ p 2 .

la norma euclideana de la siguiente manera: X;; = Y;;Y,; = > Y, donde Y es
una observacién de la k-ésima variable (kK = 1,...,p) del vector Y;;, con i = 1,...,ty
7 =1,...,r, donde t es el namero de tratamientos y r es el nimero de repeticiones. La idea

anterior se plasma en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Uso de la norma euclidiana en el conjunto de datos

Tratamiento Variable 1 ... Variable p Cuadrado de la norma
Y111 e Y1p Yin + -y, = llvall? =xn
) Y121 . Y12p Vo1 + A ey = [ly1al? =10
Yir1 T ylrp y%rl T+ y%rp = ”leHQ =X1r
. . . — :
Y e Yu1p yt211 +...F yt21p = Hyt1H2 =X
" Yro1 . Ye2p yt221 4+ ...+ yt22p = Hyt2H2 =Xy1
yt?“l te ytTp yt2r1 + e + yt27’p = ”ytTH2 =Xtr

Al realizar la transformaciéon de los datos con respuestas multiples a un valor escalar, se



4.1. Propuesta metodolégica

generan variables aleatorias X;;, las cuales podran ser analizadas mediante un ANOVA si se

cumple con sus supuestos.

K

Ahora bien, note que X;; es una suma de variables aleatorias, por lo que se puede aplicar el
Teorema Central de Limites para la suma de variables aleatorias (Teorema 2).

Por lo anterior siempre que se cumpla la condicién de Lindeberg y las varianzas de las Xj;
sean homogéneas para todo i, estas variables pueden ser analizadas mediante un ANOVA.

Aunque potencialmente existen muchas distribuciones multivariadas, tales que el vector p-
variado Y;; bajo la transformacién pueda cumplir con las condiciones anteriores, se explorard
el caso mas tipico.

Caso 1. Variables normales no correlacionadas (resultado tedrico)

Puesto que el MANOVA funciona bajo los supuestos de normalidad multivariada y homo-
geneidad de varianzas y covarianzas, se partird de estos supuestos para aplicar la propuesta
metodoldgica.

Asumiendo que Y;; sigue una distribucién N,(p;, 0%I), entonces la variable aleatoria gene-
rada de la funcién cuadrada de la norma X;; tiene una distribucién ji-cuadrada no central,
con media p+ A y varianza 2(p + 2)), para p > 0 que especifica los grados de libertad y con
/
pardmetro de no centralidad (A = %)
o
Y3 Yi;

Note que aun cuando se asume la misma varianza de Y ;; para todo 4, las X;; tienen varianzas
diferentes, debido a que éstas dependen de la media de cada tratamiento. Bajo este escenario,
las variables aleatorias X;; no sigue una distribucién normal y tampoco tienen varianzas
homogéneas. Por lo anterior, si las X;; son usadas en el ANOVA los resultados no seran
validos.

Sin embargo, a continuacién se demuestra que X;; converge a la normal, por lo que es factible
usar la propuesta metodoldgica en este caso.
Demostracion de convergencia para el caso de variables no correlacionadas:

_ NP 2 2\ _ 2\ _ 2 .
Sea Xij = > iy Yijn E(Yijk) = e y Var(Y;5,) = ai, note que para este caso se puede asumir
que existe una constante a, tal que: |ax| < a, ya que a; depende de j y o2, por lo que es
razonable este supuesto para el Caso 1. Por otra parte, Y 1_, ai — 0o, p — oo dado que las
varianzas son siempre positivas.
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4.1. Propuesta metodolégica

Bajo estas consideraciones se puede ver que:

1 a®
) i:l f|y£_k|>gsp(yz'?k - #k)QfY(yizjk)dy < 2 (| ijk — x| > 5310)
p p

< a_2 » VC””(Y;?IC)

s k=1 s

2
< Z— — 0,p — o0.
e2s

Por lo tanto se cumple la condiciéon de Lindeberg y entonces:

Xij~N(g( mm) 22( uluz)>7

si p es suficientemente grande.

Ademas, note que bajo la hipdtesis nula las varianzas son homogéneas, y por lo tanto, si p
es suficientemente grande las X;; cumplen con los supuestos del ANOVA y puede usarse la
propuesta metodologica.

Con el objeto de conocer que tan grande debe ser p para lograr una buena aproximacién
se hizo una comparacién de la distribucién real de los datos transformados (x3(A)) con
una aproximacion asintoética a la distribucién normal empleando el cédigo presentado en el
Anexo A.4.1. En las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 se puede apreciar que la distribucién de los
datos transformados presenta una muy buena aproximacion asintdtica a la normal desde que
p = 2, por lo que el método propuesto teéricamente puede generar variables que pueden ser
empleadas directamente en un ANOVA.
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4.1. Propuesta metodolégica

— x0)
) \
S = . - - - Aprox. asin. p=2
[S)
Aprox. asin. p=3
o
=
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Figura 4.2: Distribucion X;Q;()\) vs aproximaciéon asintética a la normal. t =3, p=5,7

27



4.1. Propuesta metodolégica

— X0

- - Aprox. asin. p=2

0.012
|

Aprox. asin. p=3

f(x)
0006 0008 0.010
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0.004
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Figura 4.3: Distribuciéon XZ()\) vs aproximacion asintética a la normal. t =7, p =2,3

0.008

N — X0
- == Aprox. asin. p=5

Aprox. asin. p=7

0.006
|

f(x)
0.004

0.002
|

0.000
I

Figura 4.4: Distribucion X;Q;()\) vs aproximacion asintética a la normal. t =7, p=5,7

Caso 2. Variables normales correlacionadas

Si el vector Y;; tiene distribucién N,(p;, %), entonces no se conoce la distribucién de la
variable aleatoria X;; = Y;jYij = > ng y queda abierta la incognita de cudl serd su
distribucion. Sin embargo, se hizo un estudio de simulacién para investigar el desempeno de
la propuesta contra el MANOVA, usando variables normales correlacionadas.

28



4.2. Evaluacién del desempeno de la propuesta

4.2. Evaluacién del desempeno de la propuesta

Como muestran las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4, el nimero de variables no requiere ser tan
grande para obtener resultados de convergencia satisfactorios, por lo que a continuacién se
presenta un estudio de simulacién para evaluar el desempeno de la propuesta con un ntimero
de variables pequenio y con tamanos de muestra que usualmente aparecen en la practica para
el caso en el que un DECA genera respuestas miultiples. .

4.2.1. Preliminares

Para evaluar la potencia del ANOVA usando los datos transformados con el método pro-
puesto, se realizé un estudio de simulacién Monte Carlo, empleando 2 000 réplicas (B) y un
nivel de significancia de 0.05, bajo el supuesto de que las respuestas multiples provienen de
una distribucién normal multivariada.

Los parametros que pueden modificarse en la simulacién de datos con distribucién normal
multivariada fueron:

Vectores de medias de cada tratamiento: El vector principal serd p, y a partir de él se
generaran las diferencias entre vectores de medias.

Matriz de varianzas: Se consideraron matrices de variables no correlacionadas (3 =1I,,).

Ntumero de tratamientos: ¢ = 3,5,7

Ntumero de variables: p = 3,5,7

Numero de repeticiones por tratamiento: r = 4, 8,12, 16.

Para evaluar el desempeno de la metodologia propuesta a través de la estimacion de su
potencia, se empled el siguiente algoritmo:

1. Seleccionar p, t, r.

2. Generar una muestra aleatoria con distribucién normal multivariada para cada trata-
miento, con vector de medias p; € [1,10] y una matriz de varianzas ¥ = I,, comin en
todos los tratamientos.

3. Obtener las variables transformadas X;; a partir de la muestra.

4. Realizar un ANOVA sobre las variables X;; y obtener los valores de los grados de
libertad (GLr y GLEg) y del cuadrado medio del error (C'Mg).
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4.2. Evaluacién del desempeno de la propuesta

5. Calcular las medias de cada tratamiento como: p + fi;i;

6. Calcular ﬁ como el promedio de las medias de los tratamientos.

r Zi:l(ﬂl - ﬁ)Q

52
O¢

con los valores obtenidos

7. Calcular el pardmetro de no centralidad: A =

en los pasos 4-6.

-~

8. Obtener pf como la funcién de distribucién de la F no central (F}}())).
9. Obtener la Fiica como el cuantil 1 — « de la distribucion F central.

10. Estimar la potencia del ANOVA como 1-pf evaluado en la F gica-

11. Repetir B veces los pasos 2 - 10.

12. Estimar la potencia como la proporcién de veces que se rechaza Hy en la simulacion.

El estudio de simulacion se realizé con el software R-Studio, version 1.1.383, en un equipo
HP con procesador AMD A8-4555 M APU con 8.00 GB de memoria RAM, sistema operativo
de 64 bits y windows 8.1.

El programa donde se implementa el algoritmo anterior para estimar la potencia se encuentra
en el Anexo A.4.

Para la determinacion de las potencias se previeron los ‘peores escenarios’, es decir, se con-
templaron los niimeros minimos de: repeticiones, variables y tratamientos para la generacion
de datos; asi como: que cada variable presentara valores muy cercanos entre si y que variaran
todos los vectores de medias por tratamiento.

Potencias estimadas para diferente niimero de vectores de medias

Acorde a lo establecido previamente, el vector p, es el vector que se fija, y es a partir del cual
los otros vectores de medias cambian. Las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 fueron simuladas con 1000
repeticiones Monte Carlo, y en ellos se puede apreciar que las potencias estimadas respecto a
las diferencias de medias, son menores conforme aumenta la cantidad de vectores de medias
que cambian. Por ejemplo, la linea amarilla corresponde a la diferencia que hay entre un
vector de medias y todos los demas vectores quedan fijos como vectores nulos, la linea azul
es cuando dos vectores de medias cambian y los demés quedan fijos, y asi sucesivamente hasta
llegar a la linea color magenta, la cual indica que todos los vectores de medias cambian.
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Num. vectores diferentes

Potencia

0.4

0.2

T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Diferencia de medias

Figura 4.5: Potencias estimadas cambiando la cantidad de vectores de medias en t = 3,
p=3,r=4.
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Figura 4.6: Potencias estimadas cambiando la cantidad de vectores de medias en ¢t = 5,
p=3,r=4.
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0.8
1
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Figura 4.7: Potencias estimadas cambian la cantidad de vectores de medias en t = 7,
p=3,r=4.

Dado lo anterior, para la simulacién se emplearan variaciones entre todos los vectores de
medias, con el objetivo de identificar condiciones en las cuales las potencias son bajas, y con
esto asegurar potencias aceptables en la practica.

En las figuras subsecuentes, se observard que se grafican la potencia contra la diferencia
maxima de medias, éste ultimo corresponde al porcentaje que tendran de diferencia entre
si los vectores de medias, es decir, el valor de 0.2 que se observa en el eje de las abscisas
corresponde a un 20 %.

4.2.2. Potencia de la prueba de igualdad de efectos de tratamien-
tos usando la metodologia propuesta

En todas las figuras presentadas en esta seccién se emplea la metodologia propuesta con
datos no correlacionados, se fija el nimero de tratamientos, y se observa el efecto que hay
en la potencia cuando hay un incremento de variables y de repeticiones por tratamiento. El
cédigo empleado para realizar esta simulacién se encuentra en el Anexo A.4.2.

s 3 Tratamientos
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4.2. Evaluacién del desempeno de la propuesta
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Figura 4.8: Potencias estimadas parap=3y t =3
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Figura 4.9: Potencias estimadas parap =5yt =3

33



4.2. Evaluacién del desempeno de la propuesta
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Figura 4.10: Potencias estimadas parap=7y t =3

Para los casos estudiados en las Figuras 4.8, 4.9 y 4.10 se observa un buen compor-
tamiento de la potencia de la prueba al aumentar el tamano de muestra, resultado
que es el esperado de acuerdo a la teorfa estadistica ((Casella, 2008), (Hinkelman y
Kempthorne, 2005)). Cabe hacer notar que al aumentar el nimero de variables (p), la
potencia de la prueba también aumenta, lo que indiza que el resultado asintético de
convergencia de X;; a la distribucién normal funciona con tamanos de muestras pe-
quenos. Los resultados muestran que la potencia de la prueba aumenta al aumentar las
diferencias maximas entre los vectores, lo cual también es el comportamiento esperado

(Casella, 2008).

También se observa que cuando se tienen cuatro repeticiones para lograr una potencia
mayor a 0.8 se requiere que la diferencia entre los vectores de medias sea al menos del
40 %. Para los casos de 8, 12 y 16 repeticiones, dicha potencia se obtiene cuando existe
entre un 20 % y 30 % de diferencia entre los vectores de medias.

s 5 Tratamientos
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Figura 4.11: Potencias estimadas parap =3yt =25
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Figura 4.12: Potencias estimadas parap=5yt =5
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4.2. Evaluacién del desempeno de la propuesta
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Figura 4.13: Potencias estimadas parap=7yt =25
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Figura 4.14: Potencias estimadas parap=3yt=7
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4.2. Evaluacién del desempeno de la propuesta
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Figura 4.15: Potencias estimadas parap=5yt=7
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Figura 4.16: Potencias estimadas parap=7yt=7

Se puede ver que practicamente no hay diferencia entre las figuras observadas en 3, 5 0 7
tratamientos, por lo que no hay efecto evidente del niimero de tratamientos en la potencia
estimada.

4.2.3. Potencias del MANOVA vs ANOVA usando la metodologia
propuesta

Para evaluar si la potencia del ANOVA empleando la metodologia propuesta es semejante a
la del MANOVA, se presentan las siguientes figuras, las cuales corresponden a las potencias
estimadas para el caso de tres tratamientos. El c6digo usado se encuentra en el Anexo A.4.3.
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4.2. Evaluacién del desempeno de la propuesta
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Figura 4.17: Potencias estimadas del MANOVA y del ANOVA empleando la metodologia
propuesta. p =3yt =3
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Figura 4.18: Potencias estimadas del MANOVA y del ANOVA empleando la metodologia
propuesta. p =5yt =3
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4.3. Comparaciones de resultados del MANOVA con el ANOVA usando la
metodologia propuesta
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Figura 4.19: Potencias estimadas del MANOVA y del ANOVA empleando la metodologia
propuesta. p=7yt =3

Con cuatro repeticiones se puede observar en todos los casos que la potencia del MANOVA
es menor que la del ANOVA con el uso de los datos transformados, sin embargo, con 16
repeticiones por tratamiento, la potencia del MANOVA es mayor.

4.3. Comparaciones de resultados del MANOVA con
el ANOVA usando la metodologia propuesta

Como se establecié previamente, tanto el MANOVA como el ANOVA son metodologias
que solo permiten aceptar o rechazar la hipoétesis nula de igualdad de los efectos de los
tratamientos. Parte de lo que se pretende en esta seccion es demostrar que si con el MANOVA
el efecto de algin tratamiento es significativo, cuando se transforman los datos mediante la
metodologia propuesta, el resultado con el ANOVA también serd el mismo.

Si el resultado con el MANOVA es significativo, un procedimiento de seguimiento para
identificar las diferencias entre los efectos de los tratamientos es la Conjetura generalizada
de Tukey (la cual sélo se ha utilizado con tres y cuatro tratamientos), mientras que para
un ANOVA un procedimiento de seguimiento es el HSD de Tukey. Otro objetivo de esta
investigacion es mostrar que los resultados al aplicar estas metodologias son los mismos en
términos de separacion de tratamientos.

Para cumplir con dichos objetivos, se simularon datos con distribucion normal multivariada
(empleando el cédigo del Anexo A.4.4) cambiando los siguientes pardmetros de interés:

" p
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4.3. Comparaciones de resultados del MANOVA con el ANOVA usando la
metodologia propuesta

Y

e Distancia entre las medias de los elementos en p,. Para ello se consideran niimeros
aleatorios obtenidos de la distribucion uniforme mediante la funcion runif en R, de
tal manera que los componentes de p, estén contenidos en alguno de los siguientes
intervalos:

o py con cada uno de sus componentes en el intervalo [1,10]. Para el caso de p =

3 py =1[2.9,8.3,5.7], y para p = 7 se consideraron los valores para p = 3 junto
con otros valores aleatorios, con lo cual p, = [2.9,8.3,5.7,7.6,1.3,6.0,9.5].

o py con cada uno de sus componentes en el intervalo [5,25]. Cuando p = 3

py =1[21.6,5.9,14.1], y parap =7
p, = [21.6,5.9,14.1,8.1,17.5,23.7,5.7).

o u, con cada uno de sus componentes en el intervalo [50,100]. Cuando p = 3

py =1[90.3,57.6,82.3], y parap = 7 py = [90.3,57.6,82.3,55.0,97.5,60.9, 95.6].

e Diferencia entre los vectores de medias. Se consideran dos diferencias entre las

o Pequenas diferencias. Consisten en diferencias contenidas entre el 1% y el

20 % respecto a pq, con lo cual para t = 3 py, = 1.1, (diferencia del 10 %
respecto a ) y py = 1.2p, (diferencia del 20 % respecto a p,); cuando t = 7,
Mo = 0.9y, pg = 1.10p, pry = 0.80py, ps = 1.01py, pg = 0.90p,, po; =
1.20p,. Dado lo anterior, se pronostica que con el HSD de Tukey el acomodo
de los tratamientos sea: para t = 3: T3(u3), T2(p,), T1(py), y para t = 7:
T7, T3, T5, T1, T2, T6, T4, y que dependiendo de la naturaleza de los datos,
sean las diferencias que se encuentren entre los efectos de los tratamientos.

Grandes diferencias. Las cuales contemplan porcentajes muy altos entre las
diferencias entre los vectores de medias, que van desde el 50 % al 300 % res-
pecto a p,. Entonces para t = 3 py = 3, y s = 2y, y parat = 7,
Mo = 2.0py, prg = 0.5p0y, oy = 2.0p, ps = 0.7py, prg = 3.0py, po = 1.5, y
por lo tanto se espera que el acomodo de los tratamientos mediante HSD de
Tukey sea: t = 3: T2, T3, T1, y para t = 7: T6, T2, T4, T7, T1, T5, T3.

e Variables no correlacionadas (Caso 1): En este caso 3 = oI, considerando o=1
6 10.

e Variables correlacionadas (Caso 2): Para generar matrices de varianzas y cova-
rianzas que sean aleatorias y definidas positivas, se empled la funciéon genPosi-
tiveDefMat de la libreria clusterGeneration. Con esta funcién se generaron dos
matrices: una con varianzas en un intervalo de [1, 2] (junto con sus respectivas
covarianzas) y otra con varianzas en el intervalo [8, 12] para emular las varianzas
en las matrices estudiadas en el caso de variables no correlacionadas. Para com-
probar si son definidas positivas se usé la funcion is.positive.definite de la libreria
matrizcalc.

= Numero de tratamientos. t = 3, 7.

= Numero de variables. p = 3, 7.
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4.3. Comparaciones de resultados del MANOVA con el ANOVA usando la
metodologia propuesta

= Numero de repeticiones: r = 4, 16.

Primeramente los datos fueron analizados con un MANOVA, se obtuvo el valor de la apro-
ximacion al estadistico F{,, ) proveniente de la Traza de Pillai y el valor-p. En los casos de
tres tratamientos con tres variables y cuatro repeticiones se obtuvieron los intervalos de con-
fianza mediante la conjetura generalizada de Tukey, en los demas casos no se pudo realizar
esta determinacion debido a la limitante de grados de libertad.

Posteriormente se transformaron los datos mediante la metodologia propuesta y éstos fueron
analizados con el ANOVA para el modelo del DECA. En este caso se verificé el cumplimiento
de las supuestos de normalidad y homocedasticidad mediante las pruebas de Shapiro-Wilk
(SW) y Levene (L). Si los datos transformados no cumplieron alguno de los supuestos, se
hizo la transformacion de Box-Cox.

Si los datos transformados con la metodologia de Box-Cox no cumplen con el supuesto de
normalidad, el resultado correspondiente a la F?2 del ANOVA se verd de color rojo; si el
ANOVA rechaza la hipdtesis nula de igualdad de efectos de tratamientos, se procedié a la
comparacién de medias mediante la prueba de Tukey, pues como establecen Driscoll (1996)
y Salkind (2010), éstas pruebas son robustas ante la falta de normalidad.

Para ejemplificar las tablas generadas para realizar las comparaciones entre metodologias,
se muestran las Tablas 4.2, 4.3 y 4.4, las cuales sélo corresponden a ejemplos de tres trata-
mientos, y con ellas se pretende observar el efecto de aumentar el niimero de variables en los
tratamientos o el efecto de tener matrices de varianzas y covarianzas con datos correlacio-
nados.

Las demas tablas que muestran los resultados obtenidos al cambiar los parametros previos,
se encuentran en el Anexo A.5.
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Capitulo 5
Ejemplo de aplicacion

Para ilustrar la aplicacion del método propuesto en un modelo balanceado se emplea la base
de datos RootStock, la cual puede ser descargada de la libreria heplots de R .

Esta base de datos proviene de un experimento del crecimiento de 8 arboles de manzana
provenientes de seis diferentes rizomas (r = 8 por cada rizoma-R), los cuales se compararon
mediante cuatro medidas (variables dependientes):

girth4=Circunferencia del tronco a los 4 afios (mm x 100).

ext4=Crecimiento de la extensién a los 4 anos (m).

girth15=Circunferencia del tronco a los 15 anos (mm x 100).

weight15=Peso del arbol sobre el suelo a los 15 afios (1b x 1000).

El codigo para realizar los cdlculos necesarios para aplicar la metodologia propuesta se en-
cuentran en el Anexo A.4.5.

Lo primero a realizar es el MANOVA, y posteriormente realizar la verificacién de cada
supuesto.

No hay métodos confiables para verificar independencia en estos casos, pero se asegura
mediante la aleatorizacion en el diseno experimental.

Para las demas suposiciones, en la Tabla 5.1 se enlistan algunas funciones en el programa R.
Cabe mencionar que la funcién mwon con el argumento mardia, solo acepta el cumplimiento
del supuesto de normalidad multivariada si se cumplen tanto la asimetria como la curtosis,

otra ventaja de esta funcién es que identifica los datos atipicos.

45



5. Ejemplo de aplicacion

Tabla 5.1: Funciones en el programa R para verificar supuestos del MANOVA

Supuesto Libreria Funcion Argumentos
Normalidad multivariada MVN mvn mvnTest= 'mardia’
Homogeneidad de matrices heplots boxM No aplica
de varianzas y covarianzas
Datos atipicos MVN mvn multivariateOutlierMethod=  ’

adj’

showOutliers=TRUE (Opcional)
showNewData=TRUE  (Opcio-
nal)

El criterio que se empleara para aceptar o rechazar Hy en todas las pruebas es el valor-p,
recordando que la hipdtesis nula varia dependiendo de cada prueba, y que se rechaza Hy si
valor-p< a, a = 0.05.

Valor-p del MANOVA: 1.983e-07

Lo anterior indica que el MANOVA rechaza Hy a un nivel a = 0.05, y por lo tanto los efectos
de los tratamientos son diferentes.

Para verificar si este resultado es confiables, en la Tabla 5.2 se muestran los resultados del
analisis de normalidad multivariada y posteriormente la M de Box.

Tabla 5.2: Resultados del andlisis de normalidad multivariada

‘ valor-p ‘
| Rl | R2 | R3 | R4 | R6 | R6 |
| Asimetria de Mardia | 0.2647 | 0.7344 | 0.1538 | 0.5559 | 0.6616 | 0.1144 |
| Cutosis de Mardia | 0.4005 | 0.2276 | 0.3733 | 0.2311 | 0.1994 | 0.4306 |
| CumpleNMV | S | S | S | S | S | S|

Valor-p (M de Box): 0.711

Dado que los valor-p> 0.05 se cumplen ambos supuestos, por lo que se puede establecer que
el resultado del MANOVA es confiable.

Para identificar qué pares de medias son distintas, se procede a realizar contrastes empleando
la correcciéon de Bonferroni. Empleando la férmula para calcular en numero de contrastes
t(t — 1)/2, se tienen 15 contrastes por realizar, y el valor ajustado es 0.05/15 = 0.0033.
Por lo tanto, se considerara que hay diferencia en los efectos de los tratamientos si el valor-
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5. Ejemplo de aplicacion

p< 0.0033. La Tabla 5.4 muestra los resultados de los valores-p obtenidos tras realizar los
contrastes de cada par de tratamientos y si es que con la correccién de Bonferroni se tienen
diferencias entre los tratamientos o no, dicha tabla se mostrard posteriormente para poder
comparar la identificacién de diferencias en los efectos de los tratamientos mediante el método
de contrastes y el HSD de Tukey.

En la Tabla 5.3 se muestran los resultados del analisis realizado con la metodologia propuesta.

Tabla 5.3: Resultado del andlisis posterior al uso de la metodologia propuesta

| 42617140 abc |
| 125.12841 be |
| 619.96439 ¢ |

‘ valor-p ‘

| ANOVA | SW | L | HSD Tukey |
| | | | 23345173 a |
| | | | 331.20606 ab |
| | | | 528.23406 ab |
| 0.000167 | 0.4625 | 0.7134

| | |

| | |

Como puede observarse, tanto el MANOVA como el ANOVA rechazan la hipotesis nula de
igualdad de los efectos de los tratamientos, y al comparar los resultados obtenidos con los
contrastes y del HSD de Tukey, nos podemos percatar de primera instancia que la segunda
metodologia tiene la ventaja de poder ordenar los efectos para poder identificar al tratamiento
mas conveniente. En la Tabla 5.4 se pueden comparar las diferencias entre tratamientos que
encuentra cada metodologia.

En la Tabla 5.4 se aprecia que la comparacién de los efectos de los tratamientos con la
metodologia de contrastes aplicados en datos con respuestas miltiples son muy semejantes
a los obtenidos con la metodologia HSD de Tukey aplicado posterior a la transformacion de
los datos con la metodologia propuesta.
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5. Ejemplo de aplicacion

Tabla 5.4: Contrastes de los rizomas

Comparacion Diferencias por | Diferencias por
Rizomas valor-p contrastes HSD Tukey

| 1-2 | 9.507¢-05 | Si | Si |
| 1-3 | 0.0014 | Si | No |
| 1-4 | 0.3063 | No | No |
| 1-5 | 0.0028 | Si | Si |
| 1-6 | 0.1252 | No | No |
| 2-3 | 0.1471 | No | No |
| 2-4 | 0.0059 | No | No |
| 2-5 | 0.5560 | No | No |
| 2-6 | 0.0038 | No | Si |
| 3-4 | 0.0313 | No | No |
| 3-5 | 0.0149 | No | No |
| 3-6 | 0.0006 | Si | Si |
| 4-5 | 0.0020 | Si | No |
| 4-6 | 0.0022 | Si | Si |
| 5-6 | 0.0197 | No | Si |
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Capitulo 6

Discusion de resultados y conclusiones

6.1. Potencia de la prueba

La propuesta de transformar los vectores generados en un DECA a escalares y probar la
hipétesis de igualdad de efectos de tratamientos con el ANOVA presenta un desempeno
satisfactorio en términos de potencia. De la Figura 4.8 a la Figura 4.16 se observa un buen
comportamiento de la potencia de la prueba al aumentar el tamano de muestra, resultado que
es el esperado de acuerdo a la teorfa estadistica (Casella, 2008) (Hinkelman y Kempthorne,
2005). Cabe hacer notar que al aumentar el nimero de variables (p), la potencia de la prueba
también aumenta, lo que indica que el resultado asintético de convergencia de X;; a la
distribucion normal funciona con tamanos de muestras pequenos. Finalmente, los resultados
muestran que al aumentar las diferencias maximas entre los vectores, la potencia de la prueba
aumenta, lo cual también es el comportamiento esperado (Casella, 2008).

En las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 se puede ver que cuando se tienen cuatro repeticiones
el ANOVA posterior al uso de la metodologia propuesta presenta mayor potencia que el
MANOVA, por lo que dicha metodologia es una buena opcién para el andlisis de respuestas
multiples en este caso. Para el caso de 16 repeticiones el MANOVA presenta una mayor
potencia, sin embargo, el método propuesto tiene potencias muy semejantes al MANOVA y
considerando las limitantes que presenta el MANOVA, la propuesta de este trabajo es una
buena alternativa.
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6.2. Comparaciones de resultados del MANOVA con el ANOVA

6.2. Comparaciones de resultados del MANOVA con
el ANOVA

Los resultados de la comparacion del desempeno del MANOVA y la metodologia propuesta
en la prueba de la hipdtesis de igualdad de efectos de tratamientos son también satisfactorios
en el caso de un DECA con respuestas multiples.

La propuesta metodoldgica en la mayoria de los casos detecta diferencias mas pequenas que
el MANOVA (Tabla 4.2). La Tabla 4.3 evidencia que en algunos casos el MANOVA no puede
analizar los datos debido a limitaciones propias de la metodologia (cuando r — 1 > p), pues
en dicho caso la matriz no es de rango completo (Strang, 2006), mientras que la propuesta
metodoldgica no presenta dicho problema y el analisis en este caso puede ser llevado a cabo.
La Tabla 4.4 muestra un desempeno satisfactorio de la propuesta metodolégica cuando se
tienen observaciones correlacionadas. Cuando las diferencias maximas entre los vectores de
medias es mayor al 100 % el MANOVA vy la propuesta metodoldgica rechazan la hipdtesis de
igualdad de efectos de tratamientos, aunque el nivel de significancia es mayor en el MANOVA
(4.4). Se observé que en algunos casos los datos transformados no cumplieron el supuesto de
normalidad y generalmente cumplieron con el supuesto de homocedasticidad. Frecuentemente
el problema del no cumplimiento de los supuestos se solucioné con la transformacion de Box-
Cox. No se observan cambios en la significancia del MANOVA y del ANOVA al cambiar la
matriz de varianzas y covarianzas. En todos los casos estudiados, la metodologia de HSD de
Tukey presento6 resultados acordes a los parametros de simulacion. Este estudio consistié en
estudiar los parametros establecidos en la metodologia, generando resultados con simulacion
en 46 cuadros.

Por lo anterior, la metodologia propuesta es una buena alternativa para probar la hipdtesis
de igualdad de tratamientos con respuestas miltiples generadas por un DECA con variables
normales correlacionadas. Potencialmente la propuesta metodolégica puede funcionar para
modelos mas complejos y otro tipo de distribuciones multivariadas.

6.3. Conclusiones

La metodologia propuesta cumple tedricamente con los supuestos del ANOVA para el caso
de respuestas multiples generadas con un DECA suponiendo variables normales no correla-
cionadas. Dicha metodologia es una buena alternativa para probar la hipétesis de igualdad
de efectos de tratamientos para respuestas multiples provenientes de un DECA balanceado,
incluso en el caso de muestras pequenas y variables normales correlacionadas. Asi mismo, es
satisfactorio el desempeno de la transformacion propuesta en la metodologia HSD de Tukey.
Los datos transformados tienen problemas para ajustarse al supuesto de normalidad cuando
el nimero de variables (p) es relativamente pequeno, lo que generalmente se ve solucionado
con la transformacion de Box-Cox.
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Anexos

A.4. Cdbdigos en el programa R

A.4.1. Demostracién de convergencia para el caso de variables no
correlacionadas

S=diag (7) #Cambiar respecto al numero de variables

p=7 #ANum. de variables

mul= ¢ (2.9, 8.3, 5.7, 7.6, 1.3, 6.0, 9.5) #runif(p,1,10)
mu2= mulx1.1

mud= mulx*1.2

ml=p+((t (mul)\ %=\ %mul) /2)

m2=p+((t (mu2)\ %x*\ %mu2)/2)
m3=p+ ((t (mu3d)\ %\ %mu3)/2) #Agregar o quitar respecto al numero de tratamientos
v1=p+(t (mul)\ %=\ %mul)

v2=p+(t (mu2)\ %=\ %mu2)

v3=p+(t (mu3)\ %\ %mu3)

med=as . numeric (ml+m2+m3)

var=as.numeric (2 (v1+v2+v3))

curve (dchisq (x,p,(med—p)) ,main="t=3" ,xlim = ¢(170,750),ylim = ¢(0,0.012),
type="1", lty=1, lwd=2.5,xlab="X" ,ylab="1(x)”, cex.lab=1.3, cex.axis=1.2)
curve (dnorm (x,med, sqrt (var)),add = TRUE, col="yellow”, type="1", pch=2,
lty=2, lwd=2)

A.4.2. Caso 1. Variables no correlacionadas

Fl siguiente cédigo permite obtener los datos transformados mediante la metodologia propuesta a
partir de datos aleatorios multivariados. Este codigo debe ejecutarse previo a calcular las potencias
de los casos 1 y 2. Para emplearlo es requerido instalar el paquete MASS.
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Cdédigos en el programa R

dat_t=function (r,mu,S)

{
library (MASS)

Tl= mvrnorm(n= r, mu= mu[,1l], Sigma= S)
T2= mvrnorm(n= r, mu= mu|,2], Sigma= S)
T3= mvrnorm(n= r, mu= mu[,3], Sigma= S)

#Agregar tantos tratamientos como se requiera

gpo= gl(t,1)

variables=rbind (T1,T2,T3) #Si se agregaron mas tratamientos, enlistarlos
return(as.data.frame(cbind (gpo,rowSums(variables[,]"2))))

Para poder generar las figuras de potencia se emplea el siguiente cédigo, en el cual t,p y 7 son los
parametros a variar para la simulacién.

t=3
p=7
r=16

escal=seq (from=0,t0=0.8,by=0.01)
lescal=length (escal)
potencias=c ()
pot=c ()
for(j in 1:lescal)
{
for (i in 1:2000)
{
mul=runif(p,0,10)
mu=cbind (mul*0,mulxescal [j] ,mulxescal [j])
S=diag (p)
datos=dat_t (r,mu,S)
gpo=as. factor (datos[,1])
anava=summary (aov (datos [,2] gpo))
CME=anava [[1]]][, 'Mean.Sq’][2]
ml_est=(t (mu[,1]) %=* %mu[,1])+p
m2_est=(t (mu[,2]) %=* %mu[,2])+p
m3_est=(t (mu[,3]) %* %mu[,3])+p
#Adicional las estimaciones de mu respecto al numero de tratamientos
m_pob=(m1l_est+m2_est+m3 _est )/t #Agregar las estimaciones de mu
sce=r*(((ml_est—m_pob) 2)+((m2_est—m_pob)"2)+((m3_est—m_pob)"2))

nc=scc /CME
pot [i]=1—pf(qf(1—0.05,anava[[1]][, 'Df’][1],anava[[1]][, 'Df’][2]),
anava [[1]][, 'Df’][1] ,anava[[1]]], 'Df’][2],nc)
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Cdédigos en el programa R

potencias [j]=mean(pot)

}

plot (escal ,potencias ,type="1",col="yellow” 1ty =1,
xlab="Diferencia_maxima.de._.medias” ,ylab="Potencia”)

abline (h=0.05)

text (0.6,0.075,expression (alpha==0.05))

Para agregar las lineas a la figura se tiene que cambiar el nimero de repeticiones (r) y volver a
correr el cédigo sélo para el ciclo 'for’ para posteriormente correr la linea correspondiente al niimero
de repeticiones.

lines (escal ,potencias ,col="blue” ,1ty=1) #r=8

lines (escal ,potencias ,col="red” |lty=1) #r=12

lines (escal ,potencias ,col="green” ,1ty=1) #r=16

legend ("right” ,legend = c("r=4" ,"r=8" ,7r=12" ["r=16"),1ty =c(1,1,1,1),
col=c(”yellow” ,”blue” ,”red” ,” green” ) ,bty="n" ,title="Repeticiones_por_tratamiento”)

A.4.3. Potencias del MANOVA vs ANOVA usando la metodologia
propuesta

El siguiente codigo corresponde uUnicamente a la generacion de las potencias estimadas del MA-
NOVA, por lo que para realizar las comparaciones de las potencias de este método contra las del
ANOVA posterior al uso de la metodologia propuesta, hay que emplear el siguiente cédigo, junto
con el cédigo del anexo A.4.2.

dat_tM=function (r ,mu,S)

{
library (MASS)

Tl= mvrnorm(n= r, mu= mu|,1], Sigma= S)
T2= mvrnorm(n= r, mu= mu|,2], Sigma= S)
T3= mvrnorm(n= r, mu= mu[,3], Sigma= S)

gpo= gl (t ,I‘)
variables=rbind (T1,T2,T3)
return(as.data.frame(cbind (gpo, variables)))

}

phi_an=function (datos,alpha=0.05)

{

gpo=as . factor (datos[,1])
variables=as.matrix (datos|[, —1])
library (car)
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Cdédigos en el programa R

man=summary (manova( variables "gpo)) #str (man$stats)
pval=man$stats[11]
return(list (pval=pval ,indicadora=ifelse (pval<alpha,1,0)))

}

escal=seq(from=0,t0=0.8,by=0.01)
B=5000
power_l6=rep (0,length (escal))

for (j in 1l:length(escal))
{
for (k in 1:B)
{
mul=runif(p,0,10)
mu=cbind (mul*0,mulxescal [j] ,mulxescal [j])
S=diag (p)
datos=dat_tM (r ,mu,S)
power_16 [ j|=power_16 [ j]+phi_an(datos)$indicadora

}
power_16[j]|=power_16[j]/B

}

lines (escal ,power_16 ,lty=1, lwd=2.5)

A.4.4. Comparaciones de resultados del MANOVA con el ANOVA

En el siguiente codigo se requiere que se realicen los cambios necesarios en cada parametro, depen-
diendo del caso de interés (ver apartado 4.3). También se adjunta el cédigo empleado para aplicar
la conjetura generalizada de Tukey.

rm(list=ls ())

p=3

r=4

S= genPositiveDefMat (” onion” ,dim=p, rangeVar=c (1,10)) $Sigma
mul= ¢(2.9, 8.3, 5.7) #round(runif(3,1,10),1)
mu2= mul*3

mud= mulx*2

library (MASS)

set.seed (1234)

Tl= mvrnorm(n= r, mu= mul, Sigma= S)

set.seed (1234)

T2= mvrnorm(n= r, mu= mu2, Sigma= S)

set.seed (1234)

T3= mvrnorm(n= r, mu= mu3, Sigma= S)



Cdédigos en el programa R

gpo= gl(p,r,labels= c¢(”T1”,7T2” ,”T3"))
variables=rbind (T1,T2,T3)
datos= as.data.frame(cbind (gpo,variables))

F#AIANOVA

library (car)

an_man=manova( variables “gpo,data=datos)
summary (an_man )

# CONJETURA GENERALIZADA DE TUKEY

#Realizando las comparaciones anteriores con el modelo:
#aA M (est)b +/— z(bA'Vb)"1/2 (aA’Sa)"1/2
#z=q_(p,k,v)(0.05), v=N-k-—1

#z=q-(3,3,32)(0.05)=3.5628

a=c(1,1,1) #vector de 1lxp
V=diag (3) #txt

MediasV1= tapply (datos$V1, datos$gpo, mean)
MediasV2= tapply (datos$V2, datos$gpo, mean)
MediasV3= tapply (datos$V3, datos$gpo, mean)
M _est=t (matrix (¢ (MediasV1, MediasV2 ,MediasV3) ,3,3,
dimnames = list (¢ (”"G1l” ,”G2” ,”G3” ) ,c(”V1”, ”V2”  7V3"))))

#Para realizar las comparaciones
nTl=length (T1)
nT2=length (T2)
nT3=length (T3)

ST1=cov (T1)
ST2=cov (T2)
ST3=cov (T3)

#HHHComparacion T1vsT2

S 12=(1/(nT14nT2—2))*(((nT1—1)*ST1)+((nT2—1)xST2))
b12=c(1,—1,0)

aMb_12=t (a) %+ %M _est % Y12

call2=sqrt ((t(b12) % %V % %B12)) %x %osqrt ((t (a) % %S_-12 % %) )
est12=(3.5628)xas.numeric(call2)
LS_12=as.numeric(aMb_12)+est12
LI_12=as.numeric(aMb_12)—est12

HHHH1-3

S 13=(1/(nT14nT3—2))*(((nT1—1)%*ST1)+((nT3—1)xST3))
b13=c(1,0, 1)

aMb_13=t (a) %+ %M _est % %b13

call3=sqrt ((t(b13) % %V % %13)) %x %osqrt ((t (a) %x %S_-13 % %))
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Cdédigos en el programa R

est13=(3.5628)*as.numeric(call3)
LS_13=as.numeric(aMb_13)+est13
LI_13=as.numeric(aMb_13)—est13

HHHH#2-3

S 23=(1/(nT24nT3—2))*(((nT2—1)%ST2)+((nT3—1)xST3))

b23=c (0,1, 1)

aMb_23=t (a) %+ %M _est % %23

cal23=sqrt ((t(b23) % %V % %23)) %ox Yosqrt ((t (a) %+ %S-23 % %.) )
est23=(3.5628)*as.numeric(cal23)

LS_23=as.numeric (aMb_23)+est23
LI_23=as.numeric(aMb_23)—est23

#VIETODOLOGIA PROPUESTA
dat_t2=rowSums(variables[,]"2)
ajustado2=aov(dat_t2 gpo)

summary (ajustado?2)

shapiro.test (ajustado2$residuals)
leveneTest (dat_t2 " gpo)

library (agricolae)

HSD. test (ajustado2, ”gpo”,console = TRUE)

A.4.5. Ejemplo de aplicacién

library (heplots)

datos=RootStock

variab=as . matrix (RootStock [, —1])
riz=RootStock$rootstock

F#HIANOVA
library (car)

man_r=manova(variab “riz ,data=RootStock)
summary (man_r )

#Normalidad multivariada
library (MVN)

mvn( data=RootStock, subset = ”"rootstock”, mvnTest = "mardia”)

#Homogeneidad matrices
boxM(variab "riz , data=RootStock)

#CONTRASTES

summary (manova( variab riz , subset=RootStock$rootstock %n % (717,72”)))
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summary (manova (variab “riz , subset=RootStock$rootstock %n % (”1”7,73”)))
summary (manova( variab “riz , subset=RootStock$rootstock %n % (717 ,74”)))
summary (manova (variab "riz , subset=RootStock$rootstock %n % (”1”,”5”)))
summary (manova ( variab "riz , subset=RootStock$rootstock %n % (71”7 ,76”)))
summary (manova (variab "riz , subset=RootStock$rootstock %n % (72”7 ,73”7)))
summary (manova( variab riz , subset=RootStock$rootstock %n % (72”7 ,74”)))
summary (manova( variab “riz , subset=RootStock$rootstock %n % (72”7,75”)))
summary (manova ( variab "riz , subset=RootStock$rootstock %n % (72”7 ,76”)))
summary (manova( variab “riz , subset=RootStock$rootstock %n % (73”7,74”)))
summary (manova( variab riz , subset=RootStock$rootstock %n % (73”7 ,75”)))
summary (manova (variab “riz , subset=RootStock$rootstock %n % (73”7 ,76”)))
summary (manova (variab "riz , subset=RootStock$rootstock %n % (74" ,75”)))
summary (manova( variab “riz , subset=RootStock$rootstock %n % (74”7 ,76”)))
summary (manova (variab "riz , subset=RootStock$rootstock %n % (”5”,76”)))

#ETODOLOGIA PROPUESTA
dat_t=rowSums(variab[,]"2)
ajustado=aov(dat_t riz)

summary (ajustado )

shapiro.test (ajustado$residuals)
leveneTest (dat_t " riz)

library (agricolae)

HSD. test (ajustado, "riz” ,console = TRUE)

A.5. Tablas de las comparaciones del MANOVA con el
ANOVA
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