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realicé en esta institución, bajo la dirección del Profesor “Dr. Javier Suárez Espinosa”,
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RESUMEN

En la investigación agropecuaria y forestal con frecuencia se generan respuestas múltiples,
por ejemplo a la semilla de algodón se le mide el contenido de humedad, ácidos grasos,
carbohidratos, tamaño, diámetro, longitud, forma, dureza, entre otras. Naturalmente, las
respuestas múltiples se presentan en muchas otras áreas de investigación como la social,
económica, ingenieril, salud, entre otras. El análisis de varianza multivariado (MANOVA)
puede ser útil para el análisis de respuestas múltiples cuando se quiere determinar diferen-
cias de efectos de tratamientos; sin embargo, esta metodoloǵıa tiene ciertas limitaciones,
tales como el cumplimiento de los supuestos de normalidad multivariada y homogeneidad de
matrices de varianzas y covarianzas, supuestos que son dif́ıciles de verificar si el tamaño de
muestra es pequeño. Además, las pruebas post hoc actuales en este contexto, no son satis-
factorias dada su dificultad de empleo por investigadores no expertos en la materia, o bien
por limitaciones propias del método. Esta investigación propone una alternativa de análisis
para contrastar la hipótesis de igualdad de efectos entre tratamientos en el caso de respues-
tas múltiples. Se demuestra un resultado asintótico para la variable aleatoria generada en
la propuesta para el caso de variables normales no correlacionadas y queda abierto el caso
para variables aleatorias normales correlacionadas. Un estudio de simulación muestra que el
desempeño de la propuesta con muestras pequeñas es satisfactorio en términos de potencia
y que tiene ventajas en comparación con el MANOVA. La propuesta metodológica es una
buena alternativa para probar la hipótesis de igualdad de efectos de tratamientos con res-
puestas múltiples provenientes de un diseño experimental completamente al azar (DECA),
incluso en el caso de muestras pequeñas y variables normales correlacionadas.

Palabras clave: ANOVA, MANOVA, Supuestos, Transformación de datos, Norma eucli-
deana
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ANALYSIS PROPOSAL FOR THE CASE OF MULTIPLE
RESPONSES IN EXPERIMENTAL DESIGNS

Gloria Selene Herrera Reyes, M. en C.

Colegio de Postgraduados, 2019

ABSTRACT

Multiple responses are often obtained in agricultural and forest research, for example, the
cotton seed is measured for moisture content, fatty acids, carbohydrates, size, diameter,
length, shape, hardness, etc. Naturally, multiple responses are presented in other areas of re-
search, such as social, economic, engineering, health, among others. The multivariate analysis
of variance (MANOVA) can be useful to analyze multiple responses when we would like to
determine the differences of treatment effects; but this methodology has some limitations
such as the accomplishment of assumptions like multivariate normality and homogeneity of
variances and covariances matrices; these assumptions are difficult to verify if the sample
size is small. In addition in this context, the current post hoc tests are not satisfactory given
the difficulty in employment by researchers who are not experts in the field or due to limi-
tations inherent to the method. An alternative analysis to test the hypothesis of equality of
the effects in the multiple responses case is propose in this research. An asymptotic result
for the random variable generated in the proposal has been demonstrated for the normal
uncorrelated case, and the result for normal random correlated variables is leave open. A
simulation study shows that the performance of the proposal with small samples is satis-
factory in terms of power and that it has advantages compared with the MANOVA. The
proposed methodology is a good alternative to test the hypothesis of equality of treatment
effects for multiple responses from a completely random experimental design, even in the
case of small samples and normal correlated variables.

Key words: ANOVA, MANOVA, Assumptions, Data transformation, Euclidean norm
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4. Metodoloǵıa propuesta 24

4.1. Propuesta metodológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.2. Evaluación del desempeño de la propuesta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.2.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.2.2. Potencia de la prueba de igualdad de efectos de tratamientos usando
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diferencias entre µ

′s
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

A.19.Comparaciones para el caso t = 7, p = 7, r = 4, grandes diferencias entre µ
′s
i 79

A.20.Continuación: Comparaciones para el caso t = 7, p = 7, r = 4, grandes
diferencias entre µ

′s
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

A.21.Comparaciones para el caso t = 7, p = 7, r = 16, grandes diferencias entre µ
′s
i 81

A.22.Continuación: Comparaciones para el caso t = 7, p = 7, r = 16, grandes
diferencias entre µ

′s
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

xii



LISTA DE TABLAS

A.23.Comparaciones para el caso t = 3, p = 3, r = 4, pequeñas diferencias entre
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Caṕıtulo 1

Introducción

En diversas áreas de investigación con frecuencia se generan respuestas múltiples como pro-
ducto de un diseño experimental, por ejemplo, Pérez et al. (2014) presentan un estudio de
cultivares de haba donde se generaron las siguientes respuestas: altura de plantas, número
de ramas, número de nudos florales, número de vainas por planta, peso de vaina por planta,
entre otras. En otras investigaciones se han obtenido mediciones de contenido de protéına,
grasas, vitaminas, peso, color y textura a una porción de carne; la cantidad de bacterias,
pH, contenido de fibra y vitaminas a un nopalito; el contenido de humedad, ácidos grasos,
carbohidratos, tamaño, diámetro, longitud, forma y dureza a la semilla de algodón, entre
otros ejemplos. Esto debido a que muchas preguntas de investigación no se pueden responder
adecuadamente con solo una variable dependiente y por lo tanto, es importante analizar el
efecto de los tratamientos a través de las respuestas múltiples. Sin embrago, el análisis de
respestas múltiples frecuentemente presenta dificultades.

Una de las metodoloǵıas empleadas para analizar el efecto de tratamientos con respuestas
múltiples, es el análisis de varianza multivariado (MANOVA por sus siglas en inglés). El
MANOVA presenta algunas limitantes, tales como el incumplimiento de los supuestos de
normalidad multivariada y homogeneidad de varianzas y covarianzas, supuestos que además
son dif́ıciles de verificar si el tamaño de la muestra es pequeño (Hair et al., 1999), aśı como
el número de repeticiones por tratamiento debe ser mayor al número de variables a estudiar,
y si el conjunto de datos es obtenido de un gran número de variables puede presentar alta
multicolinealidad, lo que puede generar una matriz de varianzas y covarianzas singular.
Un ejemplo del problema de aplicación del MANOVA en un experimento con mediciones
repetidas se enuncia por Torres et al. (2003), pues en su estudio no fue posible la aplicación
de este método por no haber suficientes observaciones para la estimación de sus parámetros.
Además existen otras limitaciones, por ejemplo, para poder verificar si los datos tienen
distribución normal multivariada existen numerosas funciones en el programa R, sin embargo
Joenssen y Vogel (2014) concluyeron en su art́ıculo que muchas de esas funciones no son
confiables dada su baja potencia, y por ello no debeŕıan emplearse. Aunado al problema
anterior, en áreas diferentes a la estad́ıstica aún sigue la práctica de verificar el supuesto de
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normalidad únicamente en las distribuciones marginales, asumiendo que si éstas son normales
se cumple el supuesto de normalidad multivariada, lo cual es incorrrecto.

Otra limitante del MANOVA es que cuando se rechaza la hipótesis de igualdad de efectos de
tratamientos, se requiere determinar cuales tratamientos presentan efectos diferentes entre
śı, para ello las pruebas post hoc actuales en este caso no son satisfactorias dada su difi-
cultad de empleo por investigadores no expertos en la materia (Warne, 2014), o bien por
limitaciones propias del método; por ejemplo, utilizar contrastes con corrección de Bonferro-
ni, trae como consecuencia una metodoloǵıa muy conservadora; otra alternativa es emplear
la conjetura generalizada de Tukey, la cual es una metodoloǵıa desarrollada por Seo et al.
(1994) y Nishiyama y Seo (2008), la cual consiste en realizar múltiples comparaciones por
pares de vectores de medias, asumiendo que éstos tienen distribución normal multivariada;
sin embargo, esta propuesta tiene la limitante de que sólo se probó para un limitado número
de tratamientos y variables.

Otra alternativa por la que optan muchos investigadores es realizar el análisis de varianza
(ANOVA) a cada una de las respuestas múltiples, lo cual en principio trae como consecuencia
que el error tipo I aumente a niveles no aceptados en la investigación cient́ıfica. Otro problema
que presenta este enfoque es que se puede caer en contradicciones al interpretar los resultados
del ANOVA de cada variable respuesta. Por lo anterior es deseable tener otra alternativa
para el anális de experimentos con respuestas múltiples.



Caṕıtulo 2

Objetivos

2.1. General

Proponer una metodoloǵıa alternativa para el análisis de experimentos con respuestas múlti-
ples.

2.2. Espećıficos

1. Estudiar la potencia de la prueba del ANOVA usando la propuesta metodológica para
distintos escenarios de interés.

2. Comparar los resultados del desempeño del MANOVA contra la metodoloǵıa propuesta
para el análisis de experimentos (DECA) con respuestas múltiples.
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Caṕıtulo 3

Marco teórico

3.1. Análisis de varianza multivariado

El análisis de varianza multivariado de un solo factor (One-Way MANOVA), es una metodo-
loǵıa empleada para evaluar si existen diferencias en los efectos entre dos o más tratamientos
(t) cuando tienen dos o más variables dependientes (p). (Johnson y Wichern, 2007) (Rencher
y Christensen, 2012). El modelo empleado para comparar los efectos de los tratamientos en
un diseño experimental completamente aleatorio (DECA) es:

Yij = µ+ τ i + εij,

donde cada componente del modelo es un vector p-dimensional: Yij = (Yij1, Yij2, . . . , Yijp)
′

es el vector de k variables aleatorias correspondientes a la j-ésima repetición del i-ésimo
tratamiento, i=1,2,...,t, j=1,2,...,r, Yijk pertenecen a la k-ésima variable en cada vector Yij;
µ es el vector de medias globales; τi representa al vector de efectos del i-ésimo tratamiento,

con
∑t

i=1 τ i = 0; εij es el vector de errores aleatorios, εij
iid∼ Np(0,Σ), con Σ como la matriz

de varianzas y covarianzas.

El juego de hipótesis empleado en el MANOVA es (Timm, 2002):

H0 : τ 1 = τ 2 = . . . = τ t vs Ha : τ i 6= τ j, para al menos un i 6= j.

Para probar este juego de hipótesis, se obtienen las sumas de cuadrados y productos (SCP)
(Peña, 2002), (Dattalo, 2013):



3.1. Análisis de varianza multivariado

SCPTotal︸ ︷︷ ︸
T

= SCPTratamiento︸ ︷︷ ︸
H

+SCPError︸ ︷︷ ︸
E

En la cual T corresponde a la matriz de la suma total de cuadrados, H es la matriz de la
suma de cuadrados entre grupos (matriz de hipótesis o efecto) y E es la matriz de la suma
de cuadrados dentro de los grupos (matriz residual o de error). Las matrices H y E pueden
expresarse como:

H = r
∑t

i=1

(
Ȳi. − Ȳ..

) (
Ȳi. − Ȳ..

)′
.

E =
∑t

i=1

∑r
j=1

(
Yij − Ȳi.

) (
Yij − Ȳi.

)′
,

donde Ȳi. =
1

r

∑r
j=1 Yij =

1

r
(Yi1 + Yi2 + . . .+ Yir) es el vector de medias muestrales del

tratamiento i, y Ȳ.. =
1

tr

∑t
i=1

∑r
j=1 Yij =

1

tr
(Y11 + . . .+ Ytr) corresponde al vector de

medias global.

Rencher y Christensen (2012) y Dattalo (2013) muestran como a partir de H y E se derivan
los siguientes estad́ısticos de prueba del MANOVA:

Lambda de Wilks (Λ)

Traza de Hotelling-Lawley (T 2
0 )

Traza de Pillai (V (s))

Mayor ráız caracteŕıstica de Roy (θ)

Cada uno de estos estad́ısticos se puede estimar con las matrices H y E, pero computacio-
nalmente se calculan en términos de eigenvalores (λi, i = 1, ..., s). En la práctica es común
evaluar la significancia del MANOVA mediante una aproximación a un estad́ıstico F , en
lugar de emplear alguno de los estad́ısticos de prueba multivariados, y para dicha aproxi-
mación se requiere transformar la distribución de los estad́ısticos multivariados acorde a la
Tabla 3.1.

Rencher y Christensen (2012) establecen que en términos de potencia, las pruebas tienen
el siguiente orden para el caso colineal θ ≥ T 2

0 ≥ Λ ≥ V (s). En el caso difuso, en el que al
menos un grupo difiere de los otros grupos en al menos una variable (Olson, 1974), y para
estructuras intermedias entre colineal y difuso, la potencia tiene un orden inverso al caso
colineal V (s) ≥ Λ ≥ T 2

0 ≥ θ. Este último orden también se aplica a la precisión de la tasa de
error Tipo I cuando las matrices de covarianza poblacional Σ1,Σ2, ...,Σt no son iguales.
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3.1. Análisis de varianza multivariado

Tabla 3.1: Estimación de de los estad́ısticos de prueba del MANOVA mediante SCP y
eigenvalores, y transformación a estad́ıstico F(vH ,vE)

Estad́ıstico

de prueba

Λ T 2
0 V (s) θ

SCP ‖E(H + E)−1‖ traza
(
E−1H

)
traza ((H + E)−1H) λmax de

(
E−1H

)
Eigenvalores

∏s
i=1

1

1 + λi

∑s
i=1 λi

∑s
i=1

λi
1 + λi

λmax
1 + λmax

F(vH,vE)
1− Λ

1
d

Λ
1
d

vE
vH

T 2
0

s

vE
vH

V (s)

s− V (s)

vE
vH

θ

1− θ
vE
vH

vH p(v1) p(v1) p(v1) v1

vE 1 + wd− pvH
2 s(N −m− 2− p) + 2 s(N −m+ s− p) N −m− 1

Donde: vH y vEson los grados de libertad multivariados para la aproximación al estad́ıstico F ,

w=N − 1− p+v1+1
2 , d=

√
p2v2

1 − 4

p2 + v2
1 − 5

, v1=t− 1, v2=t(r − 1), N=tr, m=
∑
v1, y

s=min(v1, p).

En general, el uso de θ de Roy no es recomendada más que en el caso colineal bajo supuestos
estándar. Si los datos provienen de una distribución no normal exhibiendo falta de simetŕıa
o curtosis positiva, bajo ciertas condiciones el desempeño de cualquiera de las otras tres
pruebas es aceptable, aunque el estad́ıstico de Pillai es el más empleado dada su robustez
ante violaciones de los supuestos del MANOVA (Olson, 1974) (Olson, 1979). Pruebas F
multivariadas estad́ısticamente significativas indican que hay diferencias entre los grupos
respectos a sus vectores de medias, es decir, se rechaza H0 (Dattalo, 2013).

Para que el resultado obtenido del MANOVA sea confiable, Johnson y Wichern (2007) esta-
blecen que se debe asumir que se tienen datos multivariados que cumplen con los siguientes
supuestos básicos.

3.1.1. Supuestos básicos

1. Independencia
Las observaciones son muestras aleatorias independientes, de tamaño r del tratamiento
i.

2. Normalidad
El supuesto de normalidad considera que los vectores de variables aleatorias tienen
distribución normal multivarida con media µi y matriz de varianzas y covarianzas Σ
dentro de cada grupo (tratamiento) (Johnson y Wichern, 2007).

Si los tamaños de muestra son grandes, la violación de este supuesto no tiene mucha in-
fluencia; si son medianos, los incumplimientos pequeños pueden ser suavizados siempre
y cuando las diferencias sean debidas a asimetŕıa y no a datos anómalos.
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3.1. Análisis de varianza multivariado

El supuesto de normalidad multivariada puede verificarse mediante algunos de los
siguientes métodos: Mardia, Henze-Zirkler, Royston, Doornik-Hansen, entre otros. Ro-
meu y Ozturk (1993) presentan un análisis de varias pruebas de bondad de ajuste para
normalidad multivariada, y de sus estudios de simulación concluyen que la prueba de
asimetŕıa y curtosis propuesta por Mardia (1970) es de las más estables para valorar
normalidad multivariada.

3. Igualdad de las matrices de varianzas y covarianzas
El supuesto de homogeneidad entre las matrices de varianzas y covarianzas, considera
que tanto las varianzas como las covarianzas son constantes en los diferentes niveles de
un factor, es decir, Σ1 = Σ2 = ... = Σt.

En lugar de probar la igualdad de varianzas para una sola variable como en el ANOVA,
la prueba en el caso del MANOVA examina todos los elementos de la matriz de va-
rianzas y covarianzas.

El MANOVA es robusto a violaciones moderadas de este supuesto si los grupos son
aproximadamente del mismo tamaño,es decir, el tamaño del grupo más grande dividido
entre el tamaño del grupo más pequeño es menor de 1.5. Si los tamaños difieren más
que esta medida, si es posible, el investigador debe corregir la posible existencia de
varianzas diferentes mediante el uso de transformaciones que estabilicen la varianza
(Hair et al., 1999).

Para realizar la prueba de igualdad de las matrices de varianzas y covarianzas, nor-
malmente se emplea la metodoloǵıa del contraste M de Box, sin embargo, Hair et al.
(1999) establecen que esta metodoloǵıa es muy sensible a la falta de normalidad, y por
ello siempre se debe comprobar la normalidad multivariante antes de llevar a cabo esta
prueba.

4. Multicolinealidad
Las variables dependientes deben de tener baja a moderada correlación entre ellas
(Dattalo, 2013).

5. Sensibilidad a los datos at́ıpicos
Los datos at́ıpicos (outliers) influyen sobre el error tipo I. Si se encuentran datos abe-
rrantes, se deben eliminar si es posible, ya que su influencia será muy importante en el
conjunto de los datos.

Los valores at́ıpicos en muestras multivariadas afectan no solo la media y la varianza
de una variable, sino también su orientación en la muestra medida por la covarianza
o la correlación con otras variables. Los residuos formados por el ajuste de un modelo
multivariable a un conjunto de datos en presencia de extremos at́ıpicos pueden conducir
a la identificación de valores falsos (Timm, 2002).

Para verificar el cumplimiento de los supuestos del MANOVA se cuenta con los siguientes
métodos anaĺıticos:
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3.1. Análisis de varianza multivariado

Pruebas para verificar los supuestos del MANOVA

Prueba de normalidad multivariada: Método de Mardia
Mardia (1970), propuso una extensión multivariada de los estad́ısticos de asimetŕıa y curtosis,
los cuales se calculan mediante el tercer y cuarto momento respectivamente.

Sea X1, . . . ,Xn una muestra aleatoria de vectores p-variados, independientes e idénticamente
distribuidos con vector de medias µ y matriz de varianzas y covarianzas Σ desconocidos,
se desea probar la hipótesis nula de que la muestra aleatoria proviene de una distribución
normal p-variada.

Se establece que X̄ y S son la media y la matriz de varianzas y covarianzas muestrales, esto

es: X̄ =
1

r

∑r
i=1 X̄i y S =

1

r

∑r
i=1(Xi − X̄)(Xi − X̄)′.

Los estad́ısticos de asimetŕıa y curtosis p-variada se denotan respectivamente por b1,p y b2,p,
y se definen como:

b1,p =
1

r2

r∑
i,j=1

[
(Xi − X̄)′S−1(Xk − X̄)

]3
.

b2,p =
1

r

r∑
i=1

[
(Xi − X̄)′S−1(Xi − X̄)

]2
.

Bajo H0,
1

6
rb1,p converge en distribución a una ji-cuadrada asintótica con p(p+1)(p+2)

6
grados

de libertad.

Bajo H0,
√
r(b2,p − p(p+ 2)(r − 1)/(r + 1))

d−→ N(0, 8p(p+2)
n

).

Para una distribución normal multivariada las medidas multivariadas de asimetŕıa y curtosis
tienen valores de b1,p = 0 y b2,p = p(p+ 2).

Los valores cŕıticos de asimetŕıa y curtosis para muestras pequeñas se encuentran en Mardia
(1974).

Prueba de homogeneidad de matrices de varianzas y covarianzas: M de Box
Box (1949) propuso el siguiente estad́ıstico de prueba de razón de verosimilitud para probar
la hipótesis de igualdad de matrices de varianzas y covarianzas:

M = (N − t) ln |Sp| −
t∑
i=1

(ri − 1) ln |Si|,
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3.1. Análisis de varianza multivariado

en el cual N =
∑t

i=1 ri, Si corresponde a la matriz de varianzas y covarianzas de cada
tratamiento y Sp = (N−t)−1

∑t
i=1(ri−1)Si es la matriz de varianzas y covarianzas agrupada.

Este método también es conocido como prueba de Bartlett multivariada.

Estableciendo:

u =

[
t

1

r − 1
− 1

t(r − 1)

] [
2p2 + 3p− 1

6(p+ 1)(t− 1)

]
,

entonces C = (1− u)M tiene una distribución aproximada χ2
1
2
p(p+1)(t−1)

.

A un nivel de significancia dado, se rechaza la hipótesis de igualdad de matrices de varianzas
y covarianzas si C > χ p(p+1)(t−1)

2

(α).

Esta aproximación tiene las siguientes limitantes: requiere que p < r, es altamente sensible
a violaciones en la distribución normal multivariada y a la presencia de outliers .

Como se puede observar, el cumplimiento y la medición de los supuestos del MANOVA
presentan algunos problemas.

3.1.2. Comparaciones múltiples de vectores de medias

Si con base en el MANOVA se rechaza H0, se requiere identificar cuáles son los tratamientos
que presentan efectos diferentes entre śı, para ello se realizan pruebas de seguimiento, a veces
denominadas contrastes, las cuales son: a priori (planificadas) o post hoc (no planificadas).
Una comparación a priori es aquella en la que se ha decidido evaluar antes del análisis de
los datos; estas comparaciones son impulsadas por la teoŕıa y forman parte de una estrategia
de análisis confirmatorio de datos. La comparación post hoc es aquella en la que se decidió
analizar después de obtener los datos y son parte de una estrategia de análisis exploratorio
de datos (Anderson, 2003), (Rencher y Christensen, 2012).

Un método muy popular para realizar contrastes por pares de tratamientos es emplear la
T 2 de Hotelling, y para mantener constante la tasa de error tipo I se emplea la corrección
de Bonferroni, la cual consiste en someter a prueba cada uno de los contrastes a un nivel
de significancia α

c
, donde c es el número de comparaciones a realizar y se obtiene mediante

la fórmula c = t(t − 1)/2. Por ejemplo, si se tiene un MANOVA de una v́ıa con cuatro
grupos (t = 4) y una variable, entonces hay t(t− 1)/2 = 6 posibles comparaciones por pares
de los tratamientos. Entonces, para limitar la tasa de error del estudio se emplea un valor
corregido de la significancia, el cual será P = 0.05

6
= 0.0083, y por lo tanto ninguna de las

6 comparaciones se considerará significativa a menos que alcance un valor-p ≤ 0.0083. Sin
embargo este procedimiento es muy conservador (Dattalo, 2013).
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3.1. Análisis de varianza multivariado

Otro candidato para evaluar los vectores de medias que son diferentes es la metodoloǵıa
de Conjetura generalizada de Tukey, la cual es la versión multivariada de la metodoloǵıa
Tukey-Kramer.

Conjetura generalizada de Tukey

Éste es un método desarrollado por Seo et al. (1994) y Nishiyama y Seo (2008), el cual es
una generalización de la metodoloǵıa Tukey-Kramer univariada, y en el cual, se obtienen
intervalos de confidencia simultáneos como sigue.

Partiendo de un modelo lineal multivariado donde M = [µ1, . . . ,µt] es la matriz de t vectores
de medias p-dimensionales, y M̂ = [µ̂1, . . . , µ̂t] es el estimador de M, tal que:

vec(M̂) ∼ Nkp (vec(M),V⊗Σ) .

Donde:

vec(A): Vector columna formada tras apilar las columnas de A.

V = [vij]: Matriz conocida definida positiva k × k.

Σ: Matriz desconocida definida positiva p× p.

Si se considera a S como un estimador insesgado de Σ, se podrán realizar cálculos para la
comparación entre vectores de medias, donde S corresponde a la Spl de la T 2 de Hottelling.

En general el procedimiento para generar intervalos de confianza para las diferencias por
pares de vectores de medias, y para todas las combinaciones lineales a′(µi − µi′) está dado
por:

a′(µi − µi′) ∈

[
â′(µ̂i − µ̂i′)± qp,t,v(α)

√
dij
2

a′Sa

]
, 1 ≤ i < i′ < t, a ∈ Rp. (3.1)

Donde:

a: Vector p-dimensional de las combinaciones.

(µ̂i − µ̂i′): Diferencia entre los vectores de medias estimados.

qp,t,v(α): Punto α superior del rango p-variado Studentizado.
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3.2. Resultados teóricos

dij: vii − 2vij + vjj.

Se puede apreciar que la Ecuación (3.1) es semejante a:

a′Mb ∈
[
a′M̂b± z(b′Vb)

1
2 (a′Sa)

1
2

]
, 1 ≤ i < i′ < t, a ∈ Rp, b = ei − ei′ .

Donde:

b: Vector de contrastes, dado que ei es un vector k-dimensional que tiene un 1 en el i-ésimo
componente, y cero en los otros.

z = qp,t,v(α:I)√
2

: Punto α superior del rango p-variado Studentizado.

En general,
q2p,t,v(α:V)
√

2
es el punto α superior de T 2

max cuando V 6= vIt, y cuando V = vIt es

el único valor de T 2
max, el cual está tabulado parcialmente para los casos de t = 3 y t = 4 en

las tablas de los art́ıculos de Seo et al. (1994) y Nishiyama y Seo (2008).

La limitante de estas propuestas es que solo se probaron para un limitado número de trata-
mientos, variables y grados de libertad. Es decir, existen problemas para realizar las pruebas
de comparación de vectores de medias existentes y no existen muchas opciones en el caso
multivariado.

3.2. Resultados teóricos

La propuesta metodológica se basa en algunos resultados teóricos que se presentan en este
apartado.

3.2.1. Distancia euclideana

La distancia o norma euclideana corresponde a la longitud del vector unitario con p compo-
nentes, y es definida como la ráız cuadrada del producto punto como sigue (Strang, 2006):

‖y‖ =
√

y′y =
√
y2

1 + . . .+ y2
p.

Todos los puntos con la misma distancia desde el origen ‖y‖ = c satisfacen y2
1 + . . .+ y2

p = c2

que es la ecuación de un esferoide; lo que significa que todos los componentes del vector y
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3.2. Resultados teóricos

contribuyen igualmente a la distancia euclideana.

3.2.2. Distribución normal multivariada

Asumiendo que Y = (Y1, . . . , Yp)
′ tiene distribución normal multivariada: Y ∼ Np(µ,Σ), se

establece que su densidad está dada por:

f(y) =
1

(
√

2π)p|Σ| 12
e−

1
2

(y−µ)′Σ−1(y−µ), y = (y1, . . . , yp)
′ ∈ Rp,

donde p corresponde al número de variables, µ = (µ1, . . . , µp)
′ ∈ Rp es el vector de medias,

y Σ es la matriz de varianzas y covarianzas definida positiva del vector Y.

3.2.3. Distribución de ‖Y‖2 = Y′Y: Distribución ji-cuadrada no
central

Sea Y ∼ Np(µ, Ip), entonces la variable aleatoria X = Y′Y =
∑p

i=1 Y
2
i , tiene distribución

ji-cuadrada no central (Clarke, 2008):

Y′Y ∼ χ2
p(λ).

Con parámetros: p > 0 que especifica los grados de libertad y λ ≥ 0 que es el parámetro de
no centralidad, dado por:

λ =
1

2
µ′µ.

Observaciones:

La variable X tiene función de densidad (Clarke, 2008):

f(x) =
∞∑
k=0

e
−λ
2

(
λ
2

)k
k!

e
−x
2 x

p
2

+k−1

Γ
(
p
2

+ k
)

2
p
2

+k
, six > 0.
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3.2. Resultados teóricos

La función generatriz de momentos de una distribución χ2
p(λ) es:

M(t; p, λ) =
exp

(
−λ
(
1− 1

1−2t

))
(1− 2t)

p
2

, 2t < 1.

Los primeros cuatro momentos de la distribución χ2
p(λ) son:

• Media: p+ λ

• Varianza: 2(p+ 2λ).

• Coeficiente de Asimetŕıa: 8(p+ 3λ),

• Coeficiente de Curtosis: 48(p+ 4λ) + 12(p+ 2λ)2.

Cuando λ = 0 la distribución ji-cuadrada no central es igual a una distribución ji-
cuadrada central, es decir: χ2

p(0) ≡ χ2
p.

COROLARIO 1: Si Y ∼ Np(µ, σ
2Ip), entonces

Y′Y

σ2
∼ χ2

p(λ), siendo λ =
1

2σ2
µ′µ (Casella,

2008).

COROLARIO 2: Sean Xi ∼ χ2
pi

(λi), i = 1, . . . , t variables aleatorias independientes. En-
tonces:

t∑
i=1

Xi ∼ χ2∑t
i=1 pi

(
t∑
i=1

λi

)
.

3.2.4. Teorema Central de Ĺımites (TCL) para la suma de varia-
bles aleatorias

DeGroot y Schervish (2012), mencionan que el TCL indica que la distribución de la suma
de variables aleatorias puede aproximarse a la normal bajo ciertas condiciones.

Teorema 1. Sea W1,W2, ...,Wn una sucesión de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas de una distribución dada con media µ y varianza σ2 finitas, entonces
la suma W1 + ...+Wn converge en distribución a una normal con media nµ y varianza nσ2.

Dado lo anterior, podemos concluir que la suma de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas ji-cuadradas no centrales (χ2

p(λ)) converge en distribución a una
distribución normal, como sigue:
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3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

n∑
i=1

Wi
.∼ N (n (p+ λ) , 2n (p+ 2λ)) .

Teorema 2: Sea W1,W2, . . . ,Wn una sucesión de variables aleatorias independientes con
funciones de distribución F1, F2, . . . , Fn respectivamente, tales que E(Wi) = µi y V ar(Wi) =
σ2
i para i = 1, . . . , n, y s2

n =
∑n

i=1 σ
2
i entonces:

S∗n =

∑n
i=1 (Wi − µi)

sn

d−→ Z, (3.2)

donde Z ∼ N(0, 1), siempre que las F ′s sean absolutamente continuas con función de den-
sidad fi, tales que se cumpla la siguiente condición:

ĺım
n→∞

1

s2
n

n∑
i=1

∫
|w−µi|>εsn

(w − µi)2fi(w)dw = 0. (3.3)

La ecuación 3.3 es conocida como la condición de Lindeberg (Rohatgi y Saleh, 2001).

Simultáneamente 3.2 permite identificar que la distribución de la suma de variables aleatorias
independientes no idénticamente distribuidas, converge en distribución a una distribución
normal de la siguiente manera:

n∑
i=1

Wi
.∼ N

(
n∑
i=1

µi,
n∑
i=1

σ2
i

)
.

3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

El material de este apartado se presenta para comparar las bondades y limitaciones de esta
metodoloǵıa en comparación con las caracteŕısticas del MANOVA.

Montgomery (2004) e Infante y Zarate (2012) establecen que el análisis de varianza de un
solo factor (one-way ANOVA), se usa cuando se desea probar la hipótesis nula de igualdad
de efectos de dos o más tratamientos. Para comparar los t tratamientos o niveles diferentes
de un solo factor, el modelo estad́ıstico más empleado es el modelo del DECA:

Yij = µ+ τi + eij,

14



3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

donde:

Yij: Variable aleatoria correspondiente a la j-ésima repetición del i-ésimo tratamiento o
nivel del factor, i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , r.

µ: Parámetro de escala común a todos los tratamientos.
τi: Efecto del i-ésimo tratamiento i = 1, . . . , t.
eij: Error aleatorio.

Se asume que eij
iid∼ N(0, σ2), con varianza σ2.

Montgomery (2004) y Gutiérrez y de la Vara (2012) indican que el modelo anterior implica
que sobre la variable respuesta Yij actúa una media general y dos fuentes de variabilidad: los
tratamientos (factor de estudio) y el error aleatorio (fuentes de variabilidad del experimento,
como: mediciones, diferencias entre las unidades experimentales a las que se les aplican los
tratamientos, factores ambientales, genéticos, etc.).

El juego de hipótesis a probar en un DECA es:

H0 : τ1 = τ2 = . . . = τt vs Ha : τi 6= τj, para al menos un i 6= j.

Las observaciones obtenidas del experimento son consideradas realizaciones de la variable
aleatorioria Yij (a las que se les denotará yij), y se presentan en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Datos t́ıpicos de un experimento univariado de un solo factor

Tratamiento Observación Total Media

1 y11 y12 . . . y1r y1. ȳ1.

2 y21 y22 . . . y2r y2. ȳ2.
...

...
... . . .

...
...

...
t yt1 yt2 . . . ytr yt. ȳt.

y.. ȳ..

Donde yi. =
∑r

j=1 yij es el total del tratamiento i, ȳi. = 1
r

∑r
j=1 yij es la media de las

observaciones del tratamiento i, y.. =
∑t

i=1 yi. es el gran total de las observaciones y ȳ.. =
1
r

∑t
i=1 yi. es la media global o promedio de todas las observaciones.

Algunos autores como Hinkelman y Kempthorne (2005), Gutiérrez y de la Vara (2012) y
Dean et al. (2017) establecen que la metodoloǵıa del ANOVA se basa en medir la variabilidad
para determinar si los efectos de los tratamientos son diferentes; para ello, se comparan dos
cálculos independientes: uno que refleja la variabilidad de las observaciones dentro de los
grupos (SCE) y otro que representa la variabilidad entre los grupos a los que se atribuyen
los efectos de los tratamientos (SCT ). Al dividir las sumas de cuadrados entre sus respectivos
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3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

grados de libertad se obtienen los cuadrados medios (CM), los cuales estiman la magnitud
de su correspondiente fuente de variabilidad.

Para probar la hipótesis nula del DECA balanceado, se emplea la siguiente tabla:

Tabla 3.3: ANOVA correspondiente a un DECA

Fuente de
variación

FV

Grados de
libertad

GL

Suma de cuadrados
SC

Cuadrado
medio
CM

Fcalculada

Tratamientos(T) t− 1
∑t

i=1
y2i.
r
− y2..

tr
SCT
GLT

CMT

CME

Error(E) t(r − 1)
∑t

i=1

(∑r
j=1 y

2
ij −

y2i.
r

)
SCE
GLE

Total tr − 1
∑t

i=1

∑r
j=1 y

2
ij −

y2..
tr

Usando la Tabla 3.3 se tiene la siguiente regla de decisión: rechazar H0 al nivel α si Fcalculada >
Fcŕıtica, donde la Fcŕıtica corresponde al cuantil 1 − α de la distribución Fv1,v2 , donde v1

corresponde a los grados de libertad del tratamiento (GLT ) y v2 a los grados de libertad
asociados al error (GLE).

Para que el resultado del ANOVA sea confiable, es necesario que los datos cumplan con algu-
nos supuestos básicos, tales como independencia, normalidad y homogeneidad de varianzas.

3.3.1. Principales supuestos del ANOVA

Dean et al. (2017) y Gutiérrez y de la Vara (2012) establecen como principales supuestos:

1. Se debe tener una variable respuesta continua y un factor categórico con dos o más
niveles.

2. Las observaciones deben ser estocásticamente independientes. Se puede mantener ra-
zonablemente si las unidades experimentales se eligen aleatoriamente y la medición se
hace separadamente para cada unidad.

3. Los Yij deben tener una distribución aproximadamente normal con homogeneidad de
varianzas entre los niveles de factores (es decir, cada tratamiento tendrá una distribu-
ción N(µi, σ

2)) .
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3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

Pruebas para verificar normalidad y homocedasticidad

Para verificar el cumplimiento de los supuestos de normalidad y homocedasticidad se cuentan
con numerosas pruebas. Para el caso de normalidad se encuentran las pruebas de Kolmogorov-
Smirnov, Anderson-Darling, Lilliefors, de rango estudentizado, Shapiro-Wilk, etc. Romo et
al. (2010) realizaron un estudio comparativo de diferentes pruebas para normalidad, y una
conclusión fue que la prueba de Shapiro-Wilk fue la más potente y más sensible a alternativas
asimétricas, por lo que será la prueba que se empleará en en este estudio.

Prueba de normalidad: Shapiro-Wilk

Sea X1, X2, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribución desconocida F (x), se desea
probar la hipótesis nula de que F (x) es una función de distribución normal con parámetros
µ y σ2 desconocidos. El estad́ıstico de prueba es:

W =
(
∑n

i=1 aix(i))
2∑n

i=1(xi − x̄)2
,

donde x(i) es la i-ésima estad́ıstica de orden, obtenida de ordenar la muestra aleatoria de
menor a mayor: x(1) ≤ x(2) ≤, ...,≤ x(n).

a′ = (a1, ..., an) = m′V −1

(m′V −1V −1m)1/2
,

del cual m′ = (m1,m2, ...,mn)es el vector de esperanzas de las estad́ısticas de orden de una
muestra aleatoria de variables normal estándar, y V = (vij) es la matriz de covarianzas de
los estad́ısticos de orden.

Shapiro y Wilk construyeron tablas de valores de a′ para distintos tamaños de muestra n aśı
como tablas de valores cŕıticos de la prueba Wn,α, α ∈ [0, 1].

Se rechaza la hipótesis nula si W < Wn,α.

Para probar homogeneidad de varianzas existen varias pruebas, algunas de las más empleadas
son las de Bartlett, F-Max de Hartley, Levene, prueba de Levene modificada por Brown y
Forsythe; ésta última es menos sensible a la falta de normalidad que la prueba de Bartlett y
los resultados obtenidos por Brown y Forsythe (1974) muestran que al emplear la media o
la mediana se tienen potencias muy semejantes cuando los datos tienen distribucón normal,
pero cuando los datos siguen una distribución asimétrica (χ2

4) la mediana consigue mejorar
la potencia de la prueba de Levene.

Prueba de homogeneidad de varianzas: Levene modificada por Brown y Forsythe

Consiste en contrastar la hipótesis nula de que los t tratamientos tienen la misma varianza,
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3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

para lo cual se realiza un análisis de varianza de un factor sobre el valor absoluto de las
desviaciones de los valores muestrales respecto a la mediana (ỹi).

El estad́ıstico de prueba es:

Lmed =

r
∑t
i=1(w̄1i.−w̄1..)2

t−1∑t
i=1

∑r
j=1(w1ij−w̄1i.)2

t(r−1)

,

donde w1ij = |yij − ỹi|, w̄1i. =
1

r

∑r
j=1 w1ij y w̄1.. = 1

rt

∑t
i=1

∑r
j=1w1ij.

La regla de decisión es rechazar H0 si Lmed > F t−1
t(r−1)(α).

Aunque ligeras desviaciones de los supuestos de normalidad y homogeneidad de varianzas
no afectan el ANOVA, se recomienda realizar la transformación de los datos con el fin de
obtener una distribución aproximadamente normal y/o estabilizar la varianza.

Dean et al. (2017), Osborne (2010), Hinkelman y Kempthorne (2005) y Gutiérrez y de la
Vara (2012) establecen algunas técnicas de transformación de los datos, por ejemplo: trans-
formación mediante la ráız cuadrada, transformación logaŕıtmica, transformación angular,
método de Box-Cox, entre otros.

Método de Box-Cox
La metodoloǵıa propuesta por Box y Cox (1964) consiste en una familia de funciones de
potencia para la variable de respuesta, en la cual se estima un valor λ para elevar la varia-
ble hasta encontrar desviaciones estándar más cercanas a cero respecto a la media de los
residuales, lo cual sirve para corregir sesgos en la distribución de errores, heterogeneidad de
varianzas y mejorar correlación entre las variables. Sin embargo, no corrige todos los fallos en
los supuestos, por ejemplo, datos que contienen outliers no pueden ser ajustados propiamente
para cumplir el supuesto de normalidad.

Las transformaciones originales de Box y Cox están dadas por:

y(λ) =

 yλ − 1

λ
si λ 6= 0

log y si λ = 0
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3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

3.3.2. Procedimientos de comparaciones múltiples

Si como resultado de un ANOVA se rechaza la hipótesis nula, se procederá a identificar
cuales tratamientos presentan efectos diferentes entre śı, aśı como determinar cuál es el más
conveniente de ellos. Para ello se cuenta con metodoloǵıas que permiten la comparación
por pares de medias de tratamientos (también conocidos como métodos de comparaciones
múltiples o post-hoc).

De manera general, el nuevo juego de hipótesis es:

H0 : τi = τi′(i 6= i′) vs Ha : τi 6= τi′ .

Para t tratamientos, el total de comparaciones por pares de medias corresponde a la solución
de la fórmula t(t−1)

2
(Gutiérrez y de la Vara, 2012); y H0 se rechazará si cualquiera de los

estad́ısticos de prueba es menor al valor absoluto de la correspondiente diferencia entre las
medias muestrales |Ȳi. − Ȳi′.|.

Montgomery (2004) y Hinkelman y Kempthorne (2005) mencionan que los principales méto-
dos para las comparaciones de medias por pares son:

Diferencia Mı́nima Significativa de Fisher (DMS o LSD por las siglas del inglés Least
Significant Difference)

Tukey

Rango múltiple de Duncan

Dunnett (DMS de Dunnett)

SNK (Student,Neyman y Köel)

Para analizar todos los contrastes de medias de interés sin que se infle el error tipo I (detección
de diferencias que no existen), el método de Sheffé es un método adecuado (Gutiérrez y de la
Vara, 2012).

De manera general, cuando sólo se hacen comparaciones por parejas, el método de Tukey
conduce a ĺımites de confianza más estrechos que el método de Scheffé, por lo cual el método
de Tukey encontrará más diferencias significativas, siendo en este caso el método preferido
por la mayoŕıa. En cambio cuando los contrastes son más complicados que la diferencia de
medias, es el método de Scheffé el que tiene ĺımites de confianza más estrechos (Dean et al.,
2017). Dado lo anterior, la presente investigación empleará el método de Tukey.
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3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

Método de Tukey

Método conservador (es decir, indica que es probable que el nivel de confianza real sea
mayor que el nivel de confianza que se muestra, o dicho de otra manera, el método podŕıa
aceptar menos diferencias significativas de las que realmente existen), también conocido como
método DHS (Diferencia Honestamente Significativa) de Tukey, o procedimiento de rango
Studentizado (Hinkelman y Kempthorne, 2005). Cuando el diseño es balanceado, el nivel de
significación global será exactamente α, y si es desbalanceado, es al menos α. Cuando los
tamaños de muestras son diferentes, este método es conocido como Tukey-Kramer.

Para realizar las comparaciones por pares de medias, se recomienda primero encontrar los
promedios de cada tratamiento, para posteriormente ordenarlos en forma no creciente y
proceder con la comparación por pares de medias.

Si el diseño es balanceado, el estad́ıstico de prueba es:

DHS = qα(t, v2)

√
CME

r
,

donde v2 son los grados de libertad asociados al error, qα(t, v2) son puntos porcentuales α de
la distribución del rango Studentizado que son superiores de t, y se obtienen de las tablas
de Tukey, CME es el cuadrado medio del error (obtenido de la tabla de ANOVA) y r es el
número de repeticiones.

Se rechaza H0 al nivel α si: |Ȳi. − Ȳi′.| > DHS.

Si no se rechaza H0, al par de medias comparadas se les pone una misma letra (comenzando
desde la a), y en caso contrario, diferentes letras. Para finalizar las letras enteramente con-
tenidas se eliminan. Éste método alfabético permite comparar de una manera sencilla cuales
pares de medias son diferentes.

3.3.3. Potencia de la prueba

Debido a que una de las formas de medir la eficiencia de una metodoloǵıa estad́ıstica pro-
puesta es a través de un estudio de potencia, a continuación se presenta material al respecto.

La decisión de rechazar o no la hipótesis nula de igualdad en los efectos de los tratamientos no
está exenta de errores, y es por ello que es importante conocer la probabilidad de rechazar
H0 cuando ésta es falsa. A dicha probabilidad se le conoce como potencia de la prueba
de hipótesis, y de alguna manera caracteriza la sensibilidad de la prueba para detectar
diferencias significativas (Menéndez y Jamed, 2006).
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3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

En el ANOVA cuando se llega a una conclusión a partir del estad́ıstico de prueba F , existe la
probabilidad de cometer dos tipos de error: Error tipo I, que consiste en rechazar H0 cuando
H0 es cierta, y el Error tipo II, que es no rechazar H0 cuando H0 es falsa. Las probabilidades
de dichos errores se denotan como α y β.

α = P [Error Tipo I] = P [rechazar H0|H0]

β = P [Error Tipo II] = P [no rechazar H0|Ha]

Lo ideal seŕıa que los dos tipos de error tuvieran probabilidades pequeñas, sin embargo esto
generalmente no es posible, ya que cuando se minimiza la probabilidad de alguno de los
errores, aumenta la probabilidad de cometer el otro error. Es por ello, que en la práctica se
fija α y se trata de minimizar β.

La potencia de la prueba se denota como 1−β. Hinkelman y Kempthorne (2005) mencionan
que β depende de:

1. Nivel de significancia (α);

2. Grados de libertad (t− 1 y t(r − 1));

3. Magnitud del efecto de tratamiento (δ o diferencia real entre las medias poblacionales);

4. Varianza (σ2);

5. Tamaño de muestra (r).

Para evaluar la potencia se deben generar datos en situaciones donde se asume que H0 es
falsa, y posteriormente calcular su estad́ıstico de prueba para proceder a concluir respecto
al juego de hipótesis.

Para calcular la potencia del ANOVA de una v́ıa, se emplea el estad́ıstico F , el cual asumiendo
que H0 no es cierta, tiene una distribución ji-cuadrada no central, con λ = 1

2
µ′µ como

parámetro de no centralidad.

Distribución del estad́ıstico de prueba

En la Tabla 3.3 se establece que el estad́ıstico Fcalculada se estima como el cociente CMT

CME
, y

que éstos a su vez se calculan a partir de la suma de cuadrados del tratamiento y del error,
respectivamente.
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3.3. Análisis de Varianza (ANOVA) de un factor

Sean SCT ∼ χv
2
1(λ) y SCE ∼ χv

2
2(0) dos variables aleatorias independientes, entonces la va-

riable aleatoria Fcalculada =
SCT
v1
SCE
v2

se distribuye como una F -Snedecor no central, con paráme-

tros v1, v2 y λ como el parámetro de no centralidad o pnc; y se escribe que Fcalculada ∼
F (v1, v2, λ).

En la práctica µ es un parámetro desconocido, por lo que considerando como base la ecuación
(1) de Liu y Raudenbush (2004) y la teoŕıa de la función de potencia de la prueba del ANOVA
de Patnaik (1949), λ se calcula a partir de las funciones de observaciones de la siguiente
manera:

λ̂ =
r
∑t

i=1(µ̂i − ˆ̄µ)2

σ̂2
e

.

En la cual:

r: Tamaño de muestra, es decir, número de repeticiones por tratamiento.

µ̂i: Media estimada de cada tratamiento.

ˆ̄µ: Media general estimada.

σ̂2
e : Valor de CME.

Para calcular la potencia anaĺıtica Clarke (2008) y Seltman (2018) establecen probar el
juego de hipótesis de H0 contra Ha, mediante una prueba F a un nivel de significancia α,
la cual, está sujeta por el criterio de aceptación: Rechazar H0 si Fcalculada > F v1

v2
(α). Donde

PH0 [Fcalculada > F v1
v2

(α)|H0] ≤ α, y representa la probabilidad de rechazar H0 asumiendo que
H0 es cierta, y se rechazará la hipótesis nula si el estad́ıstico F se encuentra a la derecha del
punto cŕıtico F v1

v2
(α).

Entonces la potencia, que es la PrHa [Fcalculada > F v1
v2

(α)], corresponderá al área bajo la curva
que está a la derecha del punto cŕıtico bajo la distribución F v1

v2
(λ), lo cual se muestra en la

Figura 3.1.
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Figura 3.1: Distribución del estad́ıstico F para distintos valores del λ.
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Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa propuesta

4.1. Propuesta metodológica

La propuesta plantea reducir a un escalar cada vector de variables respuesta con el fin de
obtener datos que permitan ser analizados mediante un ANOVA y posteriormente mediante
algún método post hoc hacer la comparación de medias.

Se propone que cada vector p-variado Yij sea transformado con la función cuadrática de
la norma euclideana de la siguiente manera: Xij = Y′ijYij =

∑p
k=1 Y

2
ijk, donde Yijk es

una observación de la k-ésima variable (k = 1, . . . , p) del vector Yij, con i = 1, . . . , t y
j = 1, . . . , r, donde t es el número de tratamientos y r es el número de repeticiones. La idea
anterior se plasma en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Uso de la norma euclidiana en el conjunto de datos

Tratamiento Variable 1 . . . Variable p Cuadrado de la norma

1

y111 . . . y11p

→

y2
111 + . . .+ y2

11p = ‖y11‖2 =x11

y121 . . . y12p y2
121 + . . .+ y2

12p = ‖y12‖2 =x12
...

...
...

...
y1r1 . . . y1rp y2

1r1 + . . .+ y2
1rp = ‖y1r‖2 =x1r

...
...

...
...

...

t

yt11 . . . yt1p y2
t11 + . . .+ y2

t1p = ‖yt1‖2 =xt1
yt21 . . . yt2p y2

t21 + . . .+ y2
t2p = ‖yt2‖2 =xt1

...
...

...
...

ytr1 . . . ytrp y2
tr1 + . . .+ y2

trp = ‖ytr‖2 =xtr

Al realizar la transformación de los datos con respuestas múltiples a un valor escalar, se



4.1. Propuesta metodológica

generan variables aleatorias Xij, las cuales podrán ser analizadas mediante un ANOVA si se
cumple con sus supuestos.

Ahora bien, note que Xij es una suma de variables aleatorias, por lo que se puede aplicar el
Teorema Central de Ĺımites para la suma de variables aleatorias (Teorema 2).

Por lo anterior siempre que se cumpla la condición de Lindeberg y las varianzas de las Xij

sean homogéneas para todo i, estas variables pueden ser analizadas mediante un ANOVA.

Aunque potencialmente existen muchas distribuciones multivariadas, tales que el vector p-
variado Yij bajo la transformación pueda cumplir con las condiciones anteriores, se explorará
el caso más t́ıpico.

Caso 1. Variables normales no correlacionadas (resultado teórico)

Puesto que el MANOVA funciona bajo los supuestos de normalidad multivariada y homo-
geneidad de varianzas y covarianzas, se partirá de estos supuestos para aplicar la propuesta
metodológica.

Asumiendo que Yij sigue una distribución Np(µi, σ
2I), entonces la variable aleatoria gene-

rada de la función cuadrada de la norma Xij tiene una distribución ji-cuadrada no central,
con media p+ λ y varianza 2(p+ 2λ), para p > 0 que especifica los grados de libertad y con

parámetro de no centralidad (λ =
µ′iµi
2σ2

):

Y′ijYij

σ2
∼ χ2

p(λ).

Note que aun cuando se asume la misma varianza de Y ij para todo i, las Xij tienen varianzas
diferentes, debido a que éstas dependen de la media de cada tratamiento. Bajo este escenario,
las variables aleatorias Xij no sigue una distribución normal y tampoco tienen varianzas
homogéneas. Por lo anterior, si las Xij son usadas en el ANOVA los resultados no serán
válidos.

Sin embargo, a continuación se demuestra que Xij converge a la normal, por lo que es factible
usar la propuesta metodológica en este caso.

Demostración de convergencia para el caso de variables no correlacionadas:

Sea Xij =
∑p

k=1 Y
2
ijk, E(Y 2

ijk) = µk y V ar(Y 2
ijk) = a2

k, note que para este caso se puede asumir
que existe una constante a, tal que: |ak| ≤ a, ya que ak depende de µk y σ2, por lo que es
razonable este supuesto para el Caso 1. Por otra parte,

∑p
k=1 a

2
k →∞, p→∞ dado que las

varianzas son siempre positivas.
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4.1. Propuesta metodológica

Bajo estas consideraciones se puede ver que:

1

s2
p

∑p
k=1

∫
|Y 2
ijk|>εsp

(Y 2
ijk − µk)2fY (y2

ijk)dy ≤
a2

s2
p

∑p
k=1 P

(
|Y 2
ijk − µk| > εsp

)
≤ a2

s2
p

∑p
k=1

V ar(Y 2
ijk)

ε2s2
p

≤ a2

ε2s2
p

−→ 0, p→∞.

Por lo tanto se cumple la condición de Lindeberg y entonces:

Xij
.∼ N

(
t∑
i=1

(
p+

µ′iµi
2σ2

)
, 2

t∑
i=1

(
p+

µ′iµi
σ2

))
,

si p es suficientemente grande.

Además, note que bajo la hipótesis nula las varianzas son homogéneas, y por lo tanto, si p
es suficientemente grande las Xij cumplen con los supuestos del ANOVA y puede usarse la
propuesta metodológica.

Con el objeto de conocer que tan grande debe ser p para lograr una buena aproximación
se hizo una comparación de la distribución real de los datos transformados (χ2

p(λ)) con
una aproximación asintótica a la distribución normal empleando el código presentado en el
Anexo A.4.1. En las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 se puede apreciar que la distribución de los
datos transformados presenta una muy buena aproximación asintótica a la normal desde que
p = 2, por lo que el método propuesto teóricamente puede generar variables que pueden ser
empleadas directamente en un ANOVA.
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Figura 4.1: Distribución χ2
p(λ) vs aproximación asintótica a la normal. t = 3, p = 2, 3
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Figura 4.2: Distribución χ2
p(λ) vs aproximación asintótica a la normal. t = 3, p = 5, 7
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Figura 4.4: Distribución χ2
p(λ) vs aproximación asintótica a la normal. t = 7, p = 5, 7

Caso 2. Variables normales correlacionadas

Si el vector Yij tiene distribución Np(µi,Σ), entonces no se conoce la distribución de la
variable aleatoria Xij = Y′ijYij =

∑p
k=1 Y

2
ijk y queda abierta la incógnita de cuál será su

distribución. Sin embargo, se hizo un estudio de simulación para investigar el desempeño de
la propuesta contra el MANOVA, usando variables normales correlacionadas.
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4.2. Evaluación del desempeño de la propuesta

4.2. Evaluación del desempeño de la propuesta

Como muestran las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4, el número de variables no requiere ser tan
grande para obtener resultados de convergencia satisfactorios, por lo que a continuación se
presenta un estudio de simulación para evaluar el desempeño de la propuesta con un número
de variables pequeño y con tamaños de muestra que usualmente aparecen en la práctica para
el caso en el que un DECA genera respuestas múltiples. .

4.2.1. Preliminares

Para evaluar la potencia del ANOVA usando los datos transformados con el método pro-
puesto, se realizó un estudio de simulación Monte Carlo, empleando 2 000 réplicas (B) y un
nivel de significancia de 0.05, bajo el supuesto de que las respuestas múltiples provienen de
una distribución normal multivariada.

Los parámetros que pueden modificarse en la simulación de datos con distribución normal
multivariada fueron:

Vectores de medias de cada tratamiento: El vector principal será µ1 y a partir de él se
generarán las diferencias entre vectores de medias.

Matriz de varianzas: Se consideraron matrices de variables no correlacionadas (Σ = Ip).

Número de tratamientos: t = 3, 5, 7

Número de variables: p = 3, 5, 7

Número de repeticiones por tratamiento: r = 4, 8, 12, 16.

Para evaluar el desempeño de la metodoloǵıa propuesta a través de la estimación de su
potencia, se empleó el siguiente algoritmo:

1. Seleccionar p, t, r.

2. Generar una muestra aleatoria con distribución normal multivariada para cada trata-
miento, con vector de medias µi ∈ [1, 10] y una matriz de varianzas Σ = Ip común en
todos los tratamientos.

3. Obtener las variables transformadas Xij a partir de la muestra.

4. Realizar un ANOVA sobre las variables Xij y obtener los valores de los grados de
libertad (GLT y GLE) y del cuadrado medio del error (CME).
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4.2. Evaluación del desempeño de la propuesta

5. Calcular las medias de cada tratamiento como: p+ µ̂′iµ̂i

6. Calcular µ̂ como el promedio de las medias de los tratamientos.

7. Calcular el parámetro de no centralidad: λ̂ =
r
∑t

i=1(µ̂i − ˆ̄µ)2

σ̂2
e

con los valores obtenidos

en los pasos 4-6.

8. Obtener pf como la función de distribución de la F no central (F v1
v2

(λ̂)).

9. Obtener la Fcŕıtica como el cuantil 1− α de la distribución F central.

10. Estimar la potencia del ANOVA como 1-pf evaluado en la Fcŕıtica.

11. Repetir B veces los pasos 2 - 10.

12. Estimar la potencia como la proporción de veces que se rechaza H0 en la simulación.

El estudio de simulación se realizó con el software R-Studio, versión 1.1.383, en un equipo
HP con procesador AMD A8-4555 M APU con 8.00 GB de memoria RAM, sistema operativo
de 64 bits y windows 8.1.

El programa donde se implementa el algoritmo anterior para estimar la potencia se encuentra
en el Anexo A.4.

Para la determinación de las potencias se previeron los ‘peores escenarios’, es decir, se con-
templaron los números mı́nimos de: repeticiones, variables y tratamientos para la generación
de datos; aśı como: que cada variable presentara valores muy cercanos entre śı y que variaran
todos los vectores de medias por tratamiento.

Potencias estimadas para diferente número de vectores de medias

Acorde a lo establecido previamente, el vector µ1 es el vector que se fija, y es a partir del cual
los otros vectores de medias cambian. Las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 fueron simuladas con 1000
repeticiones Monte Carlo, y en ellos se puede apreciar que las potencias estimadas respecto a
las diferencias de medias, son menores conforme aumenta la cantidad de vectores de medias
que cambian. Por ejemplo, la ĺınea amarilla corresponde a la diferencia que hay entre un
vector de medias y todos los demás vectores quedan fijos como vectores nulos, la ĺınea azul
es cuando dos vectores de medias cambian y los demás quedan fijos, y aśı sucesivamente hasta
llegar a la ĺınea color magenta, la cual indica que todos los vectores de medias cambian.
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Figura 4.5: Potencias estimadas cambiando la cantidad de vectores de medias en t = 3,
p = 3, r = 4.
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Figura 4.6: Potencias estimadas cambiando la cantidad de vectores de medias en t = 5,
p = 3, r = 4.
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Figura 4.7: Potencias estimadas cambian la cantidad de vectores de medias en t = 7,
p = 3, r = 4.

,

Dado lo anterior, para la simulación se emplearán variaciones entre todos los vectores de
medias, con el objetivo de identificar condiciones en las cuales las potencias son bajas, y con
esto asegurar potencias aceptables en la práctica.

En las figuras subsecuentes, se observará que se grafican la potencia contra la diferencia
máxima de medias, éste último corresponde al porcentaje que tendrán de diferencia entre
śı los vectores de medias, es decir, el valor de 0.2 que se observa en el eje de las abscisas
corresponde a un 20 %.

4.2.2. Potencia de la prueba de igualdad de efectos de tratamien-
tos usando la metodoloǵıa propuesta

En todas las figuras presentadas en esta sección se emplea la metodoloǵıa propuesta con
datos no correlacionados, se fija el número de tratamientos, y se observa el efecto que hay
en la potencia cuando hay un incremento de variables y de repeticiones por tratamiento. El
código empleado para realizar esta simulación se encuentra en el Anexo A.4.2.

3 Tratamientos
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Figura 4.8: Potencias estimadas para p = 3 y t = 3
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Figura 4.9: Potencias estimadas para p = 5 y t = 3
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Figura 4.10: Potencias estimadas para p = 7 y t = 3

Para los casos estudiados en las Figuras 4.8, 4.9 y 4.10 se observa un buen compor-
tamiento de la potencia de la prueba al aumentar el tamaño de muestra, resultado
que es el esperado de acuerdo a la teoŕıa estad́ıstica ((Casella, 2008), (Hinkelman y
Kempthorne, 2005)). Cabe hacer notar que al aumentar el número de variables (p), la
potencia de la prueba también aumenta, lo que indiza que el resultado asintótico de
convergencia de Xij a la distribución normal funciona con tamaños de muestras pe-
queños. Los resultados muestran que la potencia de la prueba aumenta al aumentar las
diferencias máximas entre los vectores, lo cual también es el comportamiento esperado
(Casella, 2008).

También se observa que cuando se tienen cuatro repeticiones para lograr una potencia
mayor a 0.8 se requiere que la diferencia entre los vectores de medias sea al menos del
40 %. Para los casos de 8, 12 y 16 repeticiones, dicha potencia se obtiene cuando existe
entre un 20 % y 30 % de diferencia entre los vectores de medias.

5 Tratamientos
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Figura 4.11: Potencias estimadas para p = 3 y t = 5
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Figura 4.12: Potencias estimadas para p = 5 y t = 5
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Figura 4.13: Potencias estimadas para p = 7 y t = 5

7 Tratamientos
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Figura 4.14: Potencias estimadas para p = 3 y t = 7
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Figura 4.15: Potencias estimadas para p = 5 y t = 7
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Figura 4.16: Potencias estimadas para p = 7 y t = 7

Se puede ver que prácticamente no hay diferencia entre las figuras observadas en 3, 5 o 7
tratamientos, por lo que no hay efecto evidente del número de tratamientos en la potencia
estimada.

4.2.3. Potencias del MANOVA vs ANOVA usando la metodoloǵıa
propuesta

Para evaluar si la potencia del ANOVA empleando la metodoloǵıa propuesta es semejante a
la del MANOVA, se presentan las siguientes figuras, las cuales corresponden a las potencias
estimadas para el caso de tres tratamientos. El código usado se encuentra en el Anexo A.4.3.
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Figura 4.17: Potencias estimadas del MANOVA y del ANOVA empleando la metodoloǵıa
propuesta. p = 3 y t = 3
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Figura 4.18: Potencias estimadas del MANOVA y del ANOVA empleando la metodoloǵıa
propuesta. p = 5 y t = 3
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Figura 4.19: Potencias estimadas del MANOVA y del ANOVA empleando la metodoloǵıa
propuesta. p = 7 y t = 3

Con cuatro repeticiones se puede observar en todos los casos que la potencia del MANOVA
es menor que la del ANOVA con el uso de los datos transformados, sin embargo, con 16
repeticiones por tratamiento, la potencia del MANOVA es mayor.

4.3. Comparaciones de resultados del MANOVA con

el ANOVA usando la metodoloǵıa propuesta

Como se estableció previamente, tanto el MANOVA como el ANOVA son metodoloǵıas
que sólo permiten aceptar o rechazar la hipótesis nula de igualdad de los efectos de los
tratamientos. Parte de lo que se pretende en esta sección es demostrar que si con el MANOVA
el efecto de algún tratamiento es significativo, cuando se transforman los datos mediante la
metodoloǵıa propuesta, el resultado con el ANOVA también será el mismo.

Si el resultado con el MANOVA es significativo, un procedimiento de seguimiento para
identificar las diferencias entre los efectos de los tratamientos es la Conjetura generalizada
de Tukey (la cual sólo se ha utilizado con tres y cuatro tratamientos), mientras que para
un ANOVA un procedimiento de seguimiento es el HSD de Tukey. Otro objetivo de esta
investigación es mostrar que los resultados al aplicar estas metodoloǵıas son los mismos en
términos de separación de tratamientos.

Para cumplir con dichos objetivos, se simularon datos con distribución normal multivariada
(empleando el código del Anexo A.4.4) cambiando los siguientes parámetros de interés:

µ
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metodoloǵıa propuesta

• Distancia entre las medias de los elementos en µ1. Para ello se consideran números
aleatorios obtenidos de la distribución uniforme mediante la función runif en R, de
tal manera que los componentes de µ1 estén contenidos en alguno de los siguientes
intervalos:

◦ µ1 con cada uno de sus componentes en el intervalo [1,10]. Para el caso de p =
3 µ1 = [2.9, 8.3, 5.7], y para p = 7 se consideraron los valores para p = 3 junto
con otros valores aleatorios, con lo cual µ1 = [2.9, 8.3, 5.7, 7.6, 1.3, 6.0, 9.5].

◦ µ1 con cada uno de sus componentes en el intervalo [5,25]. Cuando p = 3
µ1 = [21.6, 5.9, 14.1], y para p = 7
µ1 = [21.6, 5.9, 14.1, 8.1, 17.5, 23.7, 5.7].

◦ µ1 con cada uno de sus componentes en el intervalo [50,100]. Cuando p = 3
µ1 = [90.3, 57.6, 82.3], y para p = 7 µ1 = [90.3, 57.6, 82.3, 55.0, 97.5, 60.9, 95.6].

• Diferencia entre los vectores de medias. Se consideran dos diferencias entre las
µ′is.

◦ Pequeñas diferencias. Consisten en diferencias contenidas entre el 1 % y el
20 % respecto a µ1, con lo cual para t = 3 µ2 = 1.1µ1 (diferencia del 10 %
respecto a µ1) y µ3 = 1.2µ1 (diferencia del 20 % respecto a µ1); cuando t = 7,
µ2 = 0.99µ1,µ3 = 1.10µ1,µ4 = 0.80µ1,µ5 = 1.01µ1,µ6 = 0.90µ1,µ7 =
1.20µ1. Dado lo anterior, se pronostica que con el HSD de Tukey el acomodo
de los tratamientos sea: para t = 3: T3(µ3), T2(µ2), T1(µ1), y para t = 7:
T7, T3, T5, T1, T2, T6, T4, y que dependiendo de la naturaleza de los datos,
sean las diferencias que se encuentren entre los efectos de los tratamientos.

◦ Grandes diferencias. Las cuales contemplan porcentajes muy altos entre las
diferencias entre los vectores de medias, que van desde el 50 % al 300 % res-
pecto a µ1. Entonces para t = 3 µ2 = 3µ1 y µ3 = 2µ1; y para t = 7,
µ2 = 2.5µ1,µ3 = 0.5µ1,µ4 = 2.0µ1,µ5 = 0.7µ1,µ6 = 3.0µ1,µ7 = 1.5µ1, y
por lo tanto se espera que el acomodo de los tratamientos mediante HSD de
Tukey sea: t = 3: T2, T3, T1, y para t = 7: T6, T2, T4, T7, T1, T5, T3.

Σ.

• Variables no correlacionadas (Caso 1): En este caso Σ = σIp considerando σ=1
ó 10.

• Variables correlacionadas (Caso 2): Para generar matrices de varianzas y cova-
rianzas que sean aleatorias y definidas positivas, se empleó la función genPosi-
tiveDefMat de la libreŕıa clusterGeneration. Con esta función se generaron dos
matrices: una con varianzas en un intervalo de [1, 2] (junto con sus respectivas
covarianzas) y otra con varianzas en el intervalo [8, 12] para emular las varianzas
en las matrices estudiadas en el caso de variables no correlacionadas. Para com-
probar si son definidas positivas se usó la función is.positive.definite de la libreŕıa
matrixcalc.

Número de tratamientos. t = 3, 7.

Número de variables. p = 3, 7.
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Número de repeticiones: r = 4, 16.

Primeramente los datos fueron analizados con un MANOVA, se obtuvo el valor de la apro-
ximación al estad́ıstico F(vH ,vE) proveniente de la Traza de Pillai y el valor-p. En los casos de
tres tratamientos con tres variables y cuatro repeticiones se obtuvieron los intervalos de con-
fianza mediante la conjetura generalizada de Tukey, en los demás casos no se pudo realizar
esta determinación debido a la limitante de grados de libertad.

Posteriormente se transformaron los datos mediante la metodoloǵıa propuesta y éstos fueron
analizados con el ANOVA para el modelo del DECA. En este caso se verificó el cumplimiento
de las supuestos de normalidad y homocedasticidad mediante las pruebas de Shapiro-Wilk
(SW) y Levene (L). Si los datos transformados no cumplieron alguno de los supuestos, se
hizo la transformación de Box-Cox.

Si los datos transformados con la metodoloǵıa de Box-Cox no cumplen con el supuesto de
normalidad, el resultado correspondiente a la F v2

v1
del ANOVA se verá de color rojo; si el

ANOVA rechaza la hipótesis nula de igualdad de efectos de tratamientos, se procedió a la
comparación de medias mediante la prueba de Tukey, pues como establecen Driscoll (1996)
y Salkind (2010), éstas pruebas son robustas ante la falta de normalidad.

Para ejemplificar las tablas generadas para realizar las comparaciones entre metodoloǵıas,
se muestran las Tablas 4.2, 4.3 y 4.4, las cuales sólo corresponden a ejemplos de tres trata-
mientos, y con ellas se pretende observar el efecto de aumentar el número de variables en los
tratamientos o el efecto de tener matrices de varianzas y covarianzas con datos correlacio-
nados.

Las demás tablas que muestran los resultados obtenidos al cambiar los parámetros previos,
se encuentran en el Anexo A.5.
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Caṕıtulo 5

Ejemplo de aplicación

Para ilustrar la aplicación del método propuesto en un modelo balanceado se emplea la base
de datos RootStock, la cual puede ser descargada de la libreŕıa heplots de R .

Esta base de datos proviene de un experimento del crecimiento de 8 árboles de manzana
provenientes de seis diferentes rizomas (r = 8 por cada rizoma-R), los cuales se compararon
mediante cuatro medidas (variables dependientes):

girth4=Circunferencia del tronco a los 4 años (mm x 100).

ext4=Crecimiento de la extensión a los 4 años (m).

girth15=Circunferencia del tronco a los 15 años (mm x 100).

weight15=Peso del árbol sobre el suelo a los 15 años (lb x 1000).

El código para realizar los cálculos necesarios para aplicar la metodoloǵıa propuesta se en-
cuentran en el Anexo A.4.5.

Lo primero a realizar es el MANOVA, y posteriormente realizar la verificación de cada
supuesto.

No hay métodos confiables para verificar independencia en estos casos, pero se asegura
mediante la aleatorización en el diseño experimental.

Para las demás suposiciones, en la Tabla 5.1 se enlistan algunas funciones en el programa R.

Cabe mencionar que la función mvn con el argumento mardia, sólo acepta el cumplimiento
del supuesto de normalidad multivariada si se cumplen tanto la asimetŕıa como la curtosis,
otra ventaja de esta función es que identifica los datos at́ıpicos.
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5. Ejemplo de aplicación

Tabla 5.1: Funciones en el programa R para verificar supuestos del MANOVA

Supuesto Libreŕıa Función Argumentos

Normalidad multivariada MVN mvn mvnTest= ’mardia’
Homogeneidad de matrices
de varianzas y covarianzas

heplots boxM No aplica

Datos at́ıpicos MVN mvn multivariateOutlierMethod= ’
adj’
showOutliers=TRUE (Opcional)
showNewData=TRUE (Opcio-
nal)

El criterio que se empleará para aceptar o rechazar H0 en todas las pruebas es el valor-p,
recordando que la hipótesis nula vaŕıa dependiendo de cada prueba, y que se rechaza H0 si
valor-p< α, α = 0.05.

Valor-p del MANOVA: 1.983e-07

Lo anterior indica que el MANOVA rechaza H0 a un nivel α = 0.05, y por lo tanto los efectos
de los tratamientos son diferentes.

Para verificar si este resultado es confiables, en la Tabla 5.2 se muestran los resultados del
análisis de normalidad multivariada y posteriormente la M de Box.

Tabla 5.2: Resultados del análisis de normalidad multivariada

valor-p

R1 R2 R3 R4 R5 R6

Asimetŕıa de Mardia 0.2647 0.7344 0.1538 0.5559 0.6616 0.1144

Cutosis de Mardia 0.4005 0.2276 0.3733 0.2311 0.1994 0.4306

Cumple NMV Si Si Si Si Si Si

Valor-p (M de Box): 0.711

Dado que los valor-p> 0.05 se cumplen ambos supuestos, por lo que se puede establecer que
el resultado del MANOVA es confiable.

Para identificar qué pares de medias son distintas, se procede a realizar contrastes empleando
la corrección de Bonferroni. Empleando la fórmula para calcular en numero de contrastes
t(t − 1)/2, se tienen 15 contrastes por realizar, y el valor ajustado es 0.05/15 = 0.0033.
Por lo tanto, se considerará que hay diferencia en los efectos de los tratamientos si el valor-
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5. Ejemplo de aplicación

p≤ 0.0033. La Tabla 5.4 muestra los resultados de los valores-p obtenidos tras realizar los
contrastes de cada par de tratamientos y si es que con la corrección de Bonferroni se tienen
diferencias entre los tratamientos o no, dicha tabla se mostrará posteriormente para poder
comparar la identificación de diferencias en los efectos de los tratamientos mediante el método
de contrastes y el HSD de Tukey.

En la Tabla 5.3 se muestran los resultados del análisis realizado con la metodoloǵıa propuesta.

Tabla 5.3: Resultado del análisis posterior al uso de la metodoloǵıa propuesta

valor-p

ANOVA SW L HSD Tukey

0.000167 0.4625 0.7134

2 33.45173 a

3 31.20606 ab

5 28.23406 ab

4 26.17140 abc

1 25.12841 bc

6 19.96439 c

Como puede observarse, tanto el MANOVA como el ANOVA rechazan la hipótesis nula de
igualdad de los efectos de los tratamientos, y al comparar los resultados obtenidos con los
contrastes y del HSD de Tukey, nos podemos percatar de primera instancia que la segunda
metodoloǵıa tiene la ventaja de poder ordenar los efectos para poder identificar al tratamiento
más conveniente. En la Tabla 5.4 se pueden comparar las diferencias entre tratamientos que
encuentra cada metodoloǵıa.

En la Tabla 5.4 se aprecia que la comparación de los efectos de los tratamientos con la
metodoloǵıa de contrastes aplicados en datos con respuestas múltiples son muy semejantes
a los obtenidos con la metodoloǵıa HSD de Tukey aplicado posterior a la transformación de
los datos con la metodoloǵıa propuesta.
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5. Ejemplo de aplicación

Tabla 5.4: Contrastes de los rizomas

Comparacion
valor-p

Diferencias por Diferencias por
Rizomas contrastes HSD Tukey

1-2 9.507e-05 Si Si

1-3 0.0014 Si No

1-4 0.3063 No No

1-5 0.0028 Si Si

1-6 0.1252 No No

2-3 0.1471 No No

2-4 0.0059 No No

2-5 0.5560 No No

2-6 0.0038 No Si

3-4 0.0313 No No

3-5 0.0149 No No

3-6 0.0006 Si Si

4-5 0.0020 Si No

4-6 0.0022 Si Si

5-6 0.0197 No Si

48



Caṕıtulo 6

Discusión de resultados y conclusiones

6.1. Potencia de la prueba

La propuesta de transformar los vectores generados en un DECA a escalares y probar la
hipótesis de igualdad de efectos de tratamientos con el ANOVA presenta un desempeño
satisfactorio en términos de potencia. De la Figura 4.8 a la Figura 4.16 se observa un buen
comportamiento de la potencia de la prueba al aumentar el tamaño de muestra, resultado que
es el esperado de acuerdo a la teoŕıa estad́ıstica (Casella, 2008) (Hinkelman y Kempthorne,
2005). Cabe hacer notar que al aumentar el número de variables (p), la potencia de la prueba
también aumenta, lo que indica que el resultado asintótico de convergencia de Xij a la
distribución normal funciona con tamaños de muestras pequeños. Finalmente, los resultados
muestran que al aumentar las diferencias máximas entre los vectores, la potencia de la prueba
aumenta, lo cual también es el comportamiento esperado (Casella, 2008).

En las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 se puede ver que cuando se tienen cuatro repeticiones
el ANOVA posterior al uso de la metodoloǵıa propuesta presenta mayor potencia que el
MANOVA, por lo que dicha metodoloǵıa es una buena opción para el análisis de respuestas
múltiples en este caso. Para el caso de 16 repeticiones el MANOVA presenta una mayor
potencia, sin embargo, el método propuesto tiene potencias muy semejantes al MANOVA y
considerando las limitantes que presenta el MANOVA, la propuesta de este trabajo es una
buena alternativa.
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6.2. Comparaciones de resultados del MANOVA con el ANOVA

6.2. Comparaciones de resultados del MANOVA con

el ANOVA

Los resultados de la comparación del desempeño del MANOVA y la metodoloǵıa propuesta
en la prueba de la hipótesis de igualdad de efectos de tratamientos son también satisfactorios
en el caso de un DECA con respuestas múltiples.

La propuesta metodológica en la mayoŕıa de los casos detecta diferencias más pequeñas que
el MANOVA (Tabla 4.2). La Tabla 4.3 evidencia que en algunos casos el MANOVA no puede
analizar los datos debido a limitaciones propias de la metodoloǵıa (cuando r − 1 > p), pues
en dicho caso la matriz no es de rango completo (Strang, 2006), mientras que la propuesta
metodológica no presenta dicho problema y el análisis en este caso puede ser llevado a cabo.
La Tabla 4.4 muestra un desempeño satisfactorio de la propuesta metodológica cuando se
tienen observaciones correlacionadas. Cuando las diferencias máximas entre los vectores de
medias es mayor al 100 % el MANOVA y la propuesta metodológica rechazan la hipótesis de
igualdad de efectos de tratamientos, aunque el nivel de significancia es mayor en el MANOVA
(4.4). Se observó que en algunos casos los datos transformados no cumplieron el supuesto de
normalidad y generalmente cumplieron con el supuesto de homocedasticidad. Frecuentemente
el problema del no cumplimiento de los supuestos se solucionó con la transformación de Box-
Cox. No se observan cambios en la significancia del MANOVA y del ANOVA al cambiar la
matriz de varianzas y covarianzas. En todos los casos estudiados, la metodoloǵıa de HSD de
Tukey presentó resultados acordes a los parámetros de simulación. Este estudio consistió en
estudiar los parámetros establecidos en la metodoloǵıa, generando resultados con simulación
en 46 cuadros.

Por lo anterior, la metodoloǵıa propuesta es una buena alternativa para probar la hipótesis
de igualdad de tratamientos con respuestas múltiples generadas por un DECA con variables
normales correlacionadas. Potencialmente la propuesta metodológica puede funcionar para
modelos más complejos y otro tipo de distribuciones multivariadas.

6.3. Conclusiones

La metodoloǵıa propuesta cumple teóricamente con los supuestos del ANOVA para el caso
de respuestas múltiples generadas con un DECA suponiendo variables normales no correla-
cionadas. Dicha metodoloǵıa es una buena alternativa para probar la hipótesis de igualdad
de efectos de tratamientos para respuestas múltiples provenientes de un DECA balanceado,
incluso en el caso de muestras pequeñas y variables normales correlacionadas. Aśı mismo, es
satisfactorio el desempeño de la transformación propuesta en la metodoloǵıa HSD de Tukey.
Los datos transformados tienen problemas para ajustarse al supuesto de normalidad cuando
el número de variables (p) es relativamente pequeño, lo que generalmente se ve solucionado
con la transformación de Box-Cox.
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Anexos

A.4. Códigos en el programa R

A.4.1. Demostración de convergencia para el caso de variables no
correlacionadas

S=diag (7 ) #Cambiar r e spe c to a l numero de v a r i a b l e s
p=7 #Num. de v a r i a b l e s
mu1= c ( 2 . 9 , 8 . 3 , 5 . 7 , 7 . 6 , 1 . 3 , 6 . 0 , 9 . 5 ) #r u n i f (p , 1 , 1 0 )
mu2= mu1∗1 .1
mu3= mu1∗1 .2
m1=p+(( t (mu1)\%∗\%mu1)/2)
m2=p+(( t (mu2)\%∗\%mu2)/2)
m3=p+(( t (mu3)\%∗\%mu3)/2) #Agregar o qu i t a r r e spe c to a l numero de t ratamientos
v1=p+(t (mu1)\%∗\%mu1)
v2=p+(t (mu2)\%∗\%mu2)
v3=p+(t (mu3)\%∗\%mu3)
med=as . numeric (m1+m2+m3)
var=as . numeric (2∗ ( v1+v2+v3 ) )

curve ( dch i sq (x , p , ( med−p ) ) , main=” t=3” , xlim = c (170 ,750) , yl im = c ( 0 , 0 . 0 1 2 ) ,
type=” l ” , l t y =1, lwd =2.5 , xlab=”X” , ylab=” f ( x ) ” , cex . lab =1.3 , cex . a x i s =1.2)
curve (dnorm(x , med , s q r t ( var ) ) , add = TRUE, c o l=” ye l low ” , type=” l ” , pch=2,
l t y =2, lwd=2)

A.4.2. Caso 1. Variables no correlacionadas

El siguiente código permite obtener los datos transformados mediante la metodoloǵıa propuesta a
partir de datos aleatorios multivariados. Este código debe ejecutarse previo a calcular las potencias
de los casos 1 y 2. Para emplearlo es requerido instalar el paquete MASS.
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Códigos en el programa R

dat t=func t i on ( r ,mu, S)
{

l i b r a r y (MASS)
T1= mvrnorm(n= r , mu= mu[ , 1 ] , Sigma= S)
T2= mvrnorm(n= r , mu= mu[ , 2 ] , Sigma= S)
T3= mvrnorm(n= r , mu= mu[ , 3 ] , Sigma= S)
#Agregar tantos t ra tamientos como se r e q u i e r a
gpo= g l ( t , r )
v a r i a b l e s=rbind (T1 , T2 , T3) #Si se agregaron mas tratamientos , e n l i s t a r l o s
return ( as . data . frame ( cbind ( gpo , rowSums( v a r i a b l e s [ , ] ˆ 2 ) ) ) )

}

Para poder generar las figuras de potencia se emplea el siguiente código, en el cual t, p y r son los
parámetros a variar para la simulación.

t=3
p=7
r=16

e s c a l=seq ( from=0, to =0.8 ,by=0.01)
l e s c a l=length ( e s c a l )
po t enc i a s=c ( )
pot=c ( )
for ( j in 1 : l e s c a l )
{

for ( i in 1 :2000)
{

mu1=r u n i f (p , 0 , 1 0 )
mu=cbind (mu1∗0 ,mu1∗ e s c a l [ j ] , mu1∗ e s c a l [ j ] )
S=diag (p)
datos=dat t ( r ,mu, S)
gpo=as . f a c t o r ( datos [ , 1 ] )
anava=summary( aov ( datos [ , 2 ] ˜ gpo ) )
CME=anava [ [ 1 ] ] [ , ’Mean Sq ’ ] [ 2 ]
m1 est=(t (mu[ ,1]) %∗%mu[ , 1 ] )+ p
m2 est=(t (mu[ ,2]) %∗%mu[ , 2 ] )+ p
m3 est=(t (mu[ ,3]) %∗%mu[ , 3 ] )+ p
#Adic iona l l a s e s t imac i one s de mu re spec to a l numero de t ratamientos
m pob=(m1 est+m2 est+m3 est )/ t #Agregar l a s e s t imac i one s de mu
scc=r ∗ ( ( ( m1 est−m pob )ˆ2)+(( m2 est−m pob )ˆ2)+(( m3 est−m pob ) ˆ2 ) )
nc=scc /CME
pot [ i ]=1−pf ( q f (1−0.05 , anava [ [ 1 ] ] [ , ’ Df ’ ] [ 1 ] , anava [ [ 1 ] ] [ , ’ Df ’ ] [ 2 ] ) ,

anava [ [ 1 ] ] [ , ’ Df ’ ] [ 1 ] , anava [ [ 1 ] ] [ , ’ Df ’ ] [ 2 ] , nc )
}
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Códigos en el programa R

potenc i a s [ j ]=mean( pot )
}

p lo t ( e s ca l , potenc ias , type=” l ” , c o l=” ye l low ” , l t y =1,
xlab=” D i f e r e n c i a maxima de medias” , ylab=” Potencia ” )

a b l i n e (h=0.05)
t ext ( 0 . 6 , 0 . 0 7 5 , exp r e s s i on ( alpha ==0.05))

Para agregar las lineas a la figura se tiene que cambiar el número de repeticiones (r) y volver a
correr el código sólo para el ciclo ’for’ para posteriormente correr la ĺınea correspondiente al número
de repeticiones.

l i n e s ( e s ca l , potenc ias , c o l=” blue ” , l t y =1) #r=8
l i n e s ( e s ca l , potenc ias , c o l=” red ” , l t y =1) #r=12
l i n e s ( e s ca l , potenc ias , c o l=” green ” , l t y =1) #r=16
legend ( ” r i g h t ” , l egend = c ( ” r=4” , ” r=8” , ” r=12” , ” r=16” ) , l t y =c ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,
c o l=c ( ” ye l low ” , ” blue ” , ” red ” , ” green ” ) , bty=”n” , t i t l e=” Repe t i c i one s por tratamiento ” )

A.4.3. Potencias del MANOVA vs ANOVA usando la metodoloǵıa
propuesta

El siguiente código corresponde únicamente a la generación de las potencias estimadas del MA-
NOVA, por lo que para realizar las comparaciones de las potencias de este método contra las del
ANOVA posterior al uso de la metodoloǵıa propuesta, hay que emplear el siguiente código, junto
con el código del anexo A.4.2.

dat tM=func t i on ( r ,mu, S)
{

l i b r a r y (MASS)
T1= mvrnorm(n= r , mu= mu[ , 1 ] , Sigma= S)
T2= mvrnorm(n= r , mu= mu[ , 2 ] , Sigma= S)
T3= mvrnorm(n= r , mu= mu[ , 3 ] , Sigma= S)
gpo= g l ( t , r )
v a r i a b l e s=rbind (T1 , T2 , T3)
return ( as . data . frame ( cbind ( gpo , v a r i a b l e s ) ) )

}

phi an=func t i on ( datos , alpha =0.05)
{

gpo=as . f a c t o r ( datos [ , 1 ] )
v a r i a b l e s=as . matrix ( datos [ , −1 ] )
l i b r a r y ( car )
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man=summary(manova( v a r i a b l e s ˜gpo ) ) #s t r ( man$stats )
pval=man$stats [ 1 1 ]
return ( l i s t ( pval=pval , i nd i cadora=i f e l s e ( pval<alpha , 1 , 0 ) ) )

}

e s c a l=seq ( from=0, to =0.8 ,by=0.01)
B=5000
power 16=rep (0 , l ength ( e s c a l ) )

for ( j in 1 : l ength ( e s c a l ) )
{

for ( k in 1 :B)
{

mu1=r u n i f (p , 0 , 1 0 )
mu=cbind (mu1∗0 ,mu1∗ e s c a l [ j ] , mu1∗ e s c a l [ j ] )
S=diag (p)
datos=dat tM ( r ,mu, S)
power 16 [ j ]= power 16 [ j ]+ phi an ( datos ) $ ind i cadora

}
power 16 [ j ]= power 16 [ j ] /B

}
l i n e s ( e s ca l , power 16 , l t y =1, lwd =2.5)

A.4.4. Comparaciones de resultados del MANOVA con el ANOVA

En el siguiente código se requiere que se realicen los cambios necesarios en cada parámetro, depen-
diendo del caso de interés (ver apartado 4.3). También se adjunta el código empleado para aplicar
la conjetura generalizada de Tukey.

rm( l i s t=l s ( ) )

p=3
r=4
S= genPosit iveDefMat ( ” onion ” , dim=p , rangeVar=c ( 1 , 1 0 ) ) $Sigma
mu1= c ( 2 . 9 , 8 . 3 , 5 . 7 ) #round ( r u n i f ( 3 , 1 , 1 0 ) , 1 )
mu2= mu1∗3
mu3= mu1∗2
l i b r a r y (MASS)
s e t . seed (1234)
T1= mvrnorm(n= r , mu= mu1, Sigma= S)
s e t . seed (1234)
T2= mvrnorm(n= r , mu= mu2, Sigma= S)
s e t . seed (1234)
T3= mvrnorm(n= r , mu= mu3, Sigma= S)
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gpo= g l (p , r , l a b e l s= c ( ”T1” , ”T2” , ”T3” ) )
v a r i a b l e s=rbind (T1 , T2 , T3)
datos= as . data . frame ( cbind ( gpo , v a r i a b l e s ) )

#MANOVA
l i b r a r y ( car )
an man=manova( v a r i a b l e s ˜gpo , data=datos )
summary( an man )

# CONJETURA GENERALIZADA DE TUKEY
#Real izando l a s comparaciones a n t e r i o r e s con e l modelo :

#aÂ´M( e s t )b +/− z (bÂ´Vb)ˆ1/2 (aÂ´Sa )ˆ1/2
#z=q (p , k , v ) ( 0 . 0 5 ) , v=N−k−1
#z=q (3 ,3 , 32 ) (0 . 05 )=3 .5628

a=c (1 , 1 , 1 ) #vecto r de 1xp
V=diag (3 ) #txt

MediasV1= tapply ( datos$V1 , datos$gpo , mean)
MediasV2= tapply ( datos$V2 , datos$gpo , mean)
MediasV3= tapply ( datos$V3 , datos$gpo , mean)
M est=t ( matrix ( c ( MediasV1 , MediasV2 , MediasV3 ) , 3 , 3 ,

dimnames = l i s t ( c ( ”G1” , ”G2” , ”G3” ) , c ( ”V1” , ”V2” , ”V3” ) ) ) )

#Para r e a l i z a r l a s comparaciones
nT1=length (T1)
nT2=length (T2)
nT3=length (T3)

ST1=cov (T1)
ST2=cov (T2)
ST3=cov (T3)

####Comparacion T1vsT2
S 12 =(1/(nT1+nT2−2))∗ ( ( (nT1−1)∗ST1)+((nT2−1)∗ST2 ) )
b12=c (1 ,−1 ,0)
aMb 12=t ( a) %∗%M est %∗%b12
ca l12=s q r t ( ( t ( b12) %∗%V%∗%b12)) %∗%s q r t ( ( t ( a) %∗%S 12 %∗%a ) )
e s t12 =(3.5628)∗ as . numeric ( ca l12 )
LS 12=as . numeric ( aMb 12)+ es t12
LI 12=as . numeric ( aMb 12)− e s t12

####1−3
S 13 =(1/(nT1+nT3−2))∗ ( ( (nT1−1)∗ST1)+((nT3−1)∗ST3 ) )
b13=c (1 ,0 ,−1)
aMb 13=t ( a) %∗%M est %∗%b13
ca l13=s q r t ( ( t ( b13) %∗%V%∗%b13)) %∗%s q r t ( ( t ( a) %∗%S 13 %∗%a ) )
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e s t13 =(3.5628)∗ as . numeric ( ca l13 )
LS 13=as . numeric ( aMb 13)+ es t13
LI 13=as . numeric ( aMb 13)− e s t13

####2−3
S 23 =(1/(nT2+nT3−2))∗ ( ( (nT2−1)∗ST2)+((nT3−1)∗ST3 ) )
b23=c (0 ,1 ,−1)
aMb 23=t ( a) %∗%M est %∗%b23
ca l23=s q r t ( ( t ( b23) %∗%V%∗%b23)) %∗%s q r t ( ( t ( a) %∗%S 23 %∗%a ) )
e s t23 =(3.5628)∗ as . numeric ( ca l23 )
LS 23=as . numeric ( aMb 23)+ es t23
LI 23=as . numeric ( aMb 23)− e s t23

#METODOLOGIA PROPUESTA
dat t2=rowSums( v a r i a b l e s [ , ] ˆ 2 )
a justado2=aov ( dat t2 ˜gpo )
summary( a justado2 )
shap i ro . t e s t ( a j u s t a d o 2 $ r e s i d u a l s )
l eveneTest ( dat t2 ˜gpo )
l i b r a r y ( a g r i c o l a e )
HSD. t e s t ( ajustado2 , ”gpo” , conso l e = TRUE)

A.4.5. Ejemplo de aplicación

l i b r a r y ( hep l o t s )
datos=RootStock
var iab=as . matrix ( RootStock [ , −1])
r i z=RootStock$rootstock

#MANOVA
l i b r a r y ( car )
man r=manova( var iab ˜ r i z , data=RootStock )
summary( man r )

#Normalidad mult ivar iada
l i b r a r y (MVN)
mvn( data=RootStock , subset = ” roo t s t o ck ” , mvnTest = ”mardia” )

#Homogeneidad matr i ce s
boxM( var iab ˜ r i z , data=RootStock )

#CONTRASTES
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”1” , ”2” ) ) )
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summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”1” , ”3” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”1” , ”4” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”1” , ”5” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”1” , ”6” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”2” , ”3” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”2” , ”4” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”2” , ”5” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”2” , ”6” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”3” , ”4” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”3” , ”5” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”3” , ”6” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”4” , ”5” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”4” , ”6” ) ) )
summary(manova( var iab ˜ r i z , subset=RootStock$rootstock %in %c ( ”5” , ”6” ) ) )

#METODOLOGIA PROPUESTA
dat t=rowSums( var iab [ , ] ˆ 2 )
a justado=aov ( da t t ˜ r i z )
summary( a justado )
shap i ro . t e s t ( a j u s t a d o $ r e s i d u a l s )
l eveneTest ( da t t ˜ r i z )
l i b r a r y ( a g r i c o l a e )
HSD. t e s t ( ajustado , ” r i z ” , con so l e = TRUE)

A.5. Tablas de las comparaciones del MANOVA con el

ANOVA
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śı

co
n

el
d

e
h

o
m

o
ce

d
a
st

ic
id

a
d

.
A

l
re

a
li

za
r

u
n

a
se

g
u

n
d

a
tr

an
sf

or
m

ac
ió
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oǵ

ıa
d

e
co

n
je

tu
ra

ge
n

er
al

iz
ad

a
d

e
T

u
k
ey

n
o

en
co

n
tr

ó
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eñ
as

d
if

er
en

ci
as

en
tr

e
v
ec

to
re

s
d

e
m

ed
ia

s
(t

a
b

la
A

.2
7
),

cu
a
n

d
o

se
ti

en
en

g
ra

n
d

es
d

if
er

en
ci

a
s,

a
u

m
en

ta
el

va
lo

r
d

el
va

lo
r-

p
d

e
la

p
ru

eb
a

d
e

S
W

y
d

is
m

in
u

ye
el

d
e

L
ev

en
e.

89



A.5 Tablas de las comparaciones del MANOVA con el ANOVA

T
a
b

la
A

.3
0
:

C
om

p
ar

ac
io

n
es

p
ar

a
el

ca
so
t

=
7,
p

=
3,
r

=
4,

p
eq

u
eñ
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ú

a
en

la
si

g
u

ie
n
te

p
á
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eñ
as

d
if

er
en

ci
a
s

en
tr

e
µ
′ s i

V
ar

ia
b

le
s

co
rr

el
ac

io
n

ad
as

µ
Σ

M
A

N
O

V
A

:
D

a
to

s
tr

a
n

s
A

N
O

V
A

:

H
S

D
T

u
k
e
y

∼
F
v
H
,v

E
va

lo
r-

p
F
v
1
,v

2

P
r(
>
F

)
S

W
L

P
r(
>
F

)

µ
1

=
[2
.9
,8
.3
,5
.7
,7
.6
,1
.3
,6
.0
,9
.5

]

B

T
7

1
.9

0
6
0
0
2

a
µ

2
=
µ

1
∗

0.
99

T
3

1
.8

9
8
2
5
4

a
b

µ
3

=
µ

1
∗

1.
10

T
5

1
.8

9
0
1
8
3

b
c

µ
4

=
µ

1
∗

0.
80

2
.6

5
1
5

7
.3

7
2
e-

1
1

0
.9

9
9
4

1
4
.2

3
T

1
1
.8

8
9
2
1
3

b
c

µ
5

=
µ

1
∗

1.
01

2
.1

0
4
e-

0
7

8
.3

5
e-

1
2

T
2

1
.8

8
8
2
2
6

b
c

µ
6

=
µ

1
∗

0.
90

T
6

1
.8

7
8
5
6
0

cd
µ

7
=
µ

1
∗

1.
20

T
4

1
.8

6
5
8
8
4

d

µ
1

=
[2

1.
6,

5.
9,

14
.1
,8
.1
,1

7
.5
,2

3
.7
,5
.7

]
T

7
1
.9

5
9
4
2
0

a
µ

2
=
µ

1
∗

0.
99

T
3

1
.9

5
5
8
1
1

b
µ

3
=
µ

1
∗

1.
10

T
5

1
.9

5
1
9
7
6

c
µ

4
=
µ

1
∗

0.
80

2
.8

7
5
9

0
.0

0
0
7

0
.8

1
6
8

1
6
1

T
1

1
.9

5
1
5
0
9

c
µ

5
=
µ

1
∗

1.
01

1
.4

9
7
e-

0
8

<
2
e-

1
6

T
2

1
.9

5
1
0
3
3

c
µ

6
=
µ

1
∗

0.
90

T
6

1
.9

4
6
2
9
9

d
µ

7
=
µ

1
∗

1.
20

T
4

1
.9

3
9
8
7
0

e

µ
1

=
[9

0.
3,

57
.6
,8

2
.3
,5

5
.0
,9

7.
5,

60
.9
,9

5
.6

]
T

7
3
7
0
9
4
6
8

a
µ

2
=
µ

1
∗

0.
99

T
3

2
9
0
6
6
7
9

b
µ

3
=
µ

1
∗

1.
10

T
5

2
2
8
8
2
0
9

c
µ

4
=
µ

1
∗

0.
80

2
.9

6
9
7

0
.0

0
3
4

0
.7

4
8
6

6
3
4
6

T
1

2
2
2
5
2
7
8

d
µ

5
=
µ

1
∗

1.
01

4
.8

6
1
e-

0
9

<
2
e-

1
6

T
2

2
1
6
3
4
7
1

e
µ

6
=
µ

1
∗

0.
90

T
6

1
6
5
6
3
2
6

f
µ

7
=
µ

1
∗

1.
20

T
4

1
1
9
0
7
0
8

g

1.
A

u
m

en
ta

r
la

s
re

p
et

ic
io

n
es

au
m

en
tó
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