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Pruebas de bondad de ajuste para la distribucién normal
asimétrica basadas en transformaciones de datos

Waldenia Cosmes Martinez M. en C.

Colegio de Postgraduados, 2018

RESUMEN

En los ultimos anos se han desarrollado diversos métodos estadisticos con base en datos
provenientes de la familia de distribuciones Normal Asimétrica. De aqui la importancia de
contar con pruebas de bondad de ajuste que permitan decidir si un conjunto de datos proviene
de dicha familia. En el presente trabajo se proponen cuatro pruebas de bondad de ajuste, la
primera esta basada en una transformacién de variables normales asimétricas a variables chi-
cuadrada, cuyos valores criticos de prueba se obtienen maximizando la probabilidad del error
tipo I sobre el espacio de parametros de la distribuciéon normal asimétrica. La segunda prueba
propuesta consiste en transformar variables normales asimétricas a variables chi-cuadrada
utilizando bootstrap paramétrico para obtener los valores criticos de la prueba. La tercer
propuesta se basa en aplicar la prueba de Anderson-Darling directamente sobre variables
normales asimétricas, utilizando Bootstrap paramétrico para el calculo de los valores criticos
de la prueba. Por tltimo, la cuarta propuesta se basa en transformar variables normales
asimétricas a variables normales, para probar la hipotesis de normalidad sobre las variables
transformadas se utiliza la prueba de Shapiro-Wilk. Se presentan resultados de estudios
de simulacién para la estimacién del nivel y la potencia de las pruebas frente a diversas
distribuciones alternativas, las cuales fueron escogidas por sus caracteristicas e importancia
en la modelacién de datos con asimetria. Se realizé un estudio de potencia comparativo con
otras pruebas existentes, los resultados muestran que las pruebas propuestas tienen mayor

potencia contra algunas distribuciones alternativas asimétricas de cola pesada.

Palabras clave: Transformaciones de datos; Bootstrap paramétrico; Distribuciones asimétri-

cas; Prueba de Shapiro-Wilk, Prueba de Anderson-Darling.

v



Goodness-of-fit Tests for skew Normal Distribution Based on
Transformations of data

Waldenia Cosmes Martinez M. en C.

Colegio de Postgraduados, 2018

ABSTRACT

In recent years, various statistical methods that involve data from the family of skew Normal
distributions have been published. Hence the importance of having goodness-of-fit tests that
allow us to decide if a set of data comes from that family of distributions. In this work, four
goodness of fit tests are proposed. The first is based on a transformation from skew normal
variables to approximately chi-square variables, the critical values of the test are obtained
maximizing the Type I error probability. The second test consists on a transformation from
skew normal variables to approximately chi-square variables using parametric bootstrap to
obtain the critical values of the test. The third proposal is based on applying the Anderson-
Darling test directly on the sample, and using Parametric Bootstrap to calculate the critical
values of the test. Finally, the fourth proposal is based on a transformation from skew
normal variables to approximately normal variables. For testing the hypothesis of normality
on the transformed data, the Shapiro-Wilk test is used. Results of simulation studies are
presented for the estimation of the size and power of the tests under diverse alternative
distributions, which were chosen due to their characteristics and importance in the modeling
of data with asymmetry. A comparison was made with other existing tests, the results show
that the proposed tests have greater power against some skewed heavy tailed alternative

distributions.

Key words: Data transformations; Parametric Bootstrap; skew distributions; Shapiro-Wilk

test, Anderson-Darling test.
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Capitulo 1

Introduccion

La familia normal asimétrica (SN por sus siglas en inglés) fue introducida de manera formal
por Azzalini (1985) como una generalizacién de la familia normal. Ademéds de los pardmetros
de localidad y escala, esta familia incluye un parametro de forma, lo cual le permite ser

conformada por una amplia variedad de densidades asimétricas.

La distribucion normal asimétrica tiene soporte sobre todos los valores de la recta real al
igual que su parametro de forma, el cual le permite una amplia flexibilidad. Ademas, esta
distribucion posee muchas de las propiedades estudiadas en la distribuciéon normal, las cuales
son bastante atractivas en el caso de las aplicaciones, (Pérez-Rodriguez y Villasenor, 2010).
En este sentido, esta distribucién es una alternativa viable cuando se pretende analizar datos
que presentan un comportamiento normal pero con cierta asimetria. Sin embargo, no se debe
perder de vista que esta distribucién sirve para modelar datos que pueden ser simétricos o

no, por lo que sus aplicaciones son diversas en diferentes dreas, (Meintanis, 2007).

Gupta et al. (2004) presenta una caracterizacién de esta distribucién que incluye sus princi-
pales propiedades probabilisticas asi como sus semejanzas con las propiedades conocidas para
la distribuciéon normal. Ademds, debido al interés generado alrededor de esta distribucién,
Azzalini y Dalla-Valle (1996) realizaron una extensiéon al caso multivariado, el cual tam-
bién ha sido ampliamente estudiado por diversos autores como Azzalini y Capitanio (1999),
Arnold et al. (2002) y Arellano-Valle y Azzalini (2008) entre otros.

Existen ademas otros dos trabajos que concentran mucha de la teoria matemética y es-

tadistica sobre esta distribucién, los cuales fueron escritos por Genton (2004) y Azzalini y



1. Introduccion

Capitanio (2014). Estos escritos recopilan los avances en el desarrollo teérico no solo de esta
distribucion sino de toda la linea de investigacion relacionada con distribuciones asimétricas.
Al mismo tiempo muestran ejemplos ilustrativos de aplicaciones sobre datos reales, lo que

muestra el alcance final de la teoria.

Figueiredo y Gomes (2013) presentan un ejemplo de aplicacién de la distribucién SN en
control de calidad, donde resalta la importancia del ajuste de los datos al modelo correcto,
(en su caso normal o SN). Los datos son medidas de longitud de tapones de corcho. Para
probar si los datos provenian de una distribuciéon normal o normal asimétrica, se realizaron
una prueba gréafica y posteriormente la prueba de Shapiro-Wilk para normalidad y la prue-
ba de Kolmogorov-Smirnov para probar la distribucién SN. El resultado fue que, aunque
los datos parecen tener un ajuste normal graficamente, su distribucion se ajusta mejor al

comportamiento de una normal asimétrica.

Otro trabajo donde se hace uso de esta distribucién es el presentado por Vernic (2006), en
el que es de interés comprobar si el riesgo y el reparto de capital siguen un comportamiento
normal o por el contrario son mejor ajustados por una SN. El trabajo utiliza estas dos

variables para modelar el riesgo en seguros.

Azzalini y Capitanio (1999) extienden el uso de la distribucién SN al caso multivariado y
mencionan que dicha distribucién presenta bastante flexibilidad en el caso de ajuste a datos
reales. Particularmente la teoria asociada a formas lineales y cuadraticas para la distribucion

normal es en gran medida vélida para la SN multivariada.

Meintanis (2007) presenta un ejemplo de aplicacién en datos médicos colectados en 1971,

cuyo objetivo era estudiar el IQQ de hombres utilizando la distribucién normal asimétrica.

Otro conjunto de datos que se ha utilizado para ejemplificar el uso de pruebas de bondad de
ajuste es el que presentan Gupta y Chen (2001), que consiste en modelar la edad a la que

gemelos humanos contraen un resfriado por primera vez.

Kazemi y Noorizadeh (2015) utilizan datos de pérdidas por indemnizaciones en Estados
Unidos y realizan pruebas de bondad de ajuste utilizando los estadisticos de Kolmogorov-

Smirnov, criterio de log-verosimilitud y el AIC.

Sin embargo, se debe considerar un paso anterior a las aplicaciones, ya que es necesario

tener la mayor certeza posible que los datos provienen de una distribucién normal asimétrica



1. Introduccion

pues de ello dependeran las metodologias que se utilicen en su andlisis y la fiabilidad de
los resultados obtenidos. Las pruebas de bondad de ajuste son una herramienta 1til en este

sentido.

Existen trabajos enfocados a la distribucién normal asimétrica los cuales estan basados en
algunas de sus propiedades y abarcan un amplio espectro de hipétesis, desde la hipotesis
simple de contrastar si una muestra aleatoria proviene de una distribucién normal asimétrica
con parametros conocidos, hasta la hipotesis compuesta donde la hipotesis alternativa no es

especificada y los pardmetros de la distribucién en la nula son desconocidos.

Trabajos como los de Gupta y Chen (2001), utilizan tablas de la distribucién acumulada
de la distribucion normal asimétrica para distintos valores del parametro de forma para
implementar dos pruebas conocidas, kolmogorov-Smirnov y la prueba x? asumiendo que se
conoce el parametro de forma, es decir que la distribucién en la hipdtesis nula esta comple-
tamente especificada. Otra propuesta realizada por Dalla-Valle (2007) utiliza herramientas
computacionales para generar tablas de la distribucién con distintos tamanos de muestra,
lo anterior para probar hipoétesis compuestas. También se han desarrollado trabajos como
los de Meintanis (2007), Mateu-Figueras et al. (2007), Pérez-Rodriguez y Villasenor (2010)
y Sarisoy et al. (2014) quienes proponen pruebas para el caso en donde los pardmetros son
desconocidos y toda la informacién que se posee debe ser extraida de la muestra. Utilizan
distintos estimadores como los obtenidos por el método de momentos o maxima verosimilitud

y recurren a métodos Monte Carlo para la obtencién de constantes criticas.

El presente trabajo se centra en desarrollar una prueba de bondad de ajuste para la hipote-
sis nula de que una muestra aleatoria proviene de una poblacién normal asimétrica con
parametros desconocidos. Se hacen cuatro propuestas que hacen uso de las estadisticas de
Anderson-Darling y de Shapiro-Wilk, dos de las cuales utilizan bootstrap paramétrico y en
cuanto a tiempo de ejecucion son comparables con las metodologias de otros autores. Las
otras dos propuestas no utilizan herramientas Monte Carlo al momento de evaluar las obser-
vaciones de una muestra aleatoria y el tiempo de cémputo para su ejecucién es menor que

para otras pruebas.

Ademas, se presenta el método de estimacion utilizado para estimar los pardametros y la
implementacion del bootstrap para realizar la aproximacion de la distribucion del estadistico
de prueba de dos de ellas. Para evaluar el desempeno de las propuestas se presenta un estudio

de su tamano y potencia, obtenido mediante simulacién Monte Carlo.



Capitulo 2

Objetivos

2.1. General

= Proponer pruebas de bondad de ajuste para probar si las observaciones de una mues-
tra aleatoria provienen de una distribucién normal asimétrica univariada cuando los

parametros son desconocidos.

2.2. Especificos

» Investigar si algunas propiedades intrinsecas de la distribucién normal asimétrica per-
miten o ayudan a obtener una prueba eficiente para discernir si una muestra aleatoria

proviene o no de dicha distribucion.

= Estudiar mediante simulacion Monte Carlo el nivel y la potencia de la prueba para

distintos escenarios de interés.

= Realizar un analisis comparativo sobre el nivel y la potencia de la prueba propuesta

contra otras pruebas existentes bajo diferentes distribuciones alternativas.
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Marco teorico

3.1. Pruebas de hipdtesis

En esta seccion se muestran algunos conceptos de pruebas de hipdtesis que son ttiles para

el desarrollo de la metodologia propuesta.

Una hipotesis estadistica es una aseveracion o conjetura sobre la distribucién de una o mas
variables aleatorias. Si la hipotesis estadistica especifica completamente la distribucién de
la que puede provenir una muestra aleatoria, entonces es llamada hipdtesis simple, de otro

modo es llamada hipodtesis compuesta.
. Qué son las pruebas de hipé6tesis?

La idea general de una prueba de hipotesis es que consiste en una regla especifica con la
cual se decide rechazar o no rechazar una afirmacion acerca de una poblacién sujeta a la

informacién proporcionada por una muestra aleatoria.

Dada X = (X, Xs, ..., X,;) una muestra aleatoria de una distribucién F'x(x), se desea probar

un juego de hipétesis Hy vs H, para alguna hipotesis nula y alterna Hy y H, determinadas.

Definicién: Sea y el conjunto de realizaciones posibles de X. Entonces una prueba es un
subconjunto (cualquiera) xg de x llamado regién de rechazo tal que si una realizacién x de

X es tal que x € yr entonces se decide rechazar Hy. Si x4 = X — Xg Y Z € X4 entonces se
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decide no rechazar H.
Una funcién de prueba ¢ : x — {0, 1} es una funcién tal que

) 1 siz€xr
d)(z)—{o S ré

Entonces si ¢(z) = 1 se rechaza H,. Por tanto, a cada funcién ¢ : x — {0, 1} le corresponde
una prueba e inversamente. Es decir, la prueba ¢ asociada a dicha funcién rechaza Hy si
¢(z) =1 y no rechaza si ¢(z) = 0.

Generalmente se utiliza una estadistica para definir una prueba. Sea la estadistica 7' = ¢(X)
con 7 el conjunto de las realizaciones posibles de T'. Se define la prueba con base en T
TR = {t € R C R} es la regién de rechazo de la prueba y 74 = {t € R° C R}. Donde R

depende de la estadistica T'. En este caso se dice que T es la estadistica de prueba.

Al tomar una desicién con base en una prueba estamos expuestos a cometer dos tipos de

errores.
Error tipo I: Rechazar H, cuando es verdadera usando una prueba ¢.
Error tipo II: Aceptar H, cuando es falsa usando una prueba ¢.

Definicién: La funcién de potencia de una prueba ¢, denotada por 4, es tal que fg4 : 2 —
[0, 1] donde:
By = P(p(x) = 1| Hy es verdadera).

Definicién: El tamano de la prueba ¢ para probar Hy vs H, se define como

méx(B) = "

Definicién: La prueba ¢ es de nivel a si o < a.

El concepto de bondad de ajuste hace referencia a lo bien que un modelo estadistico emula
el comportamiento de las observaciones de una muestra. Existen diversas medidas de ajuste,

las cuales son utilizadas en la creacion de pruebas de bondad de ajuste.



3.1. Pruebas de hipdtesis

Definicién: Una prueba de bondad de ajuste es un procedimiento estadistico para contrastar
la hipdtesis nula de que una muestra aleatoria proviene de una distribucién dada contra la

hipotesis alternativa de que no proviene de dicha distribucion.

Sea Y7, Ys,...,Y, una muestra aleatoria de una poblacién con alguna distribucién Fy des-

conocida. Una prueba de bondad de ajuste contrasta el siguiente tipo de juego de hipdtesis:

Hy: Fy(y) = F(y)

vSs

Hy: Fy(y) # F(y),

donde F' es alguna distribucién conocida.

Como en cualquier prueba de hipétesis, el uso de diversas pruebas estadisticas es posible.
D’ Agostino y Stephens (1986) realizan un agrupamiento de algunas de éstas, basado en sus
caracteristicas. Las estadisticas de tipo Cramér-von Mises, que contienen a las estadisticas de
Cramér-von Mises, de Watson y de Anderson- Darling, y las estadisticas de tipo Kolmogorov-

Smirnov que contiene a la estadistica de Kolmogorov-Smirnov y de Kuiper entre otras.

3.1.1. Prueba de Anderson-Darling

Dentro del grupo de pruebas que utilizan la funcién de distribucién empirica de los datos,
se encuentra la de Anderson-Darling (AD), utilizada para probar si una muestra proviene
de una distribucién con una forma conocida Fy(x;8) donde € es el vector de pardmetros

asociado a dicha distribucion y puede ser conocida o desconocida.

Sea X1, Xs, ..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién F(x), se desea probar el si-
guiente juego de hipdtesis
Hy : F(z) = Fy(x;0)

vs

H,: F(z) # Fy(z;0).



3.1. Pruebas de hipdtesis

La prueba de Anderson-Darling se basa en la estadistica AD, también conocida como A2, la

cual tiene la siguiente definicién:

R - R0
Ap=n [ Folw,0) [ — Fo(a, @) 00 (3.1)

Esta prueba rechaza la hipétesis nula Hy para un tamano de prueba a € (0, 1) si la estadistica
AD es mayor que k_q, donde F,(x) es la funcién de distribucién empirica de las zs, Fy(x, §)
es la funcién de distribucion acumulada de las x;s bajo la hipotesis nula y k1_, es el cuantil
(1 —a)100 % de la distribucién de AD bajo la hipétesis nula.

Para llevar a cabo el calculo de la estadistica, se utiliza la siguiente férmula:

n

A2 = —p— = 2(22 —1) [logF(x(i)) +log(1 — F(x(TH*l*’L')))]

i=1

donde z;) es la i -ésima estadistica de orden de la muestra aleatoria de tamano n, (D” Agos-
tino y Stephens, 1986).

Fy(z;8) puede ser cualquier distribucién de interés y el vector de pardmetros puede estar
completamente especificado. Cuando esto ocurre, la distribucién de la estadistica de prue-
ba bajo Hy es independiente de Fy(z; ). Cuando el vector de pardmetros es desconocido
al menos en un componente, la distribucion de la estadistica de prueba bajo Hy depende
del método de estimacién utilizado para obtener dichos parametros, de las herramientas

numéricas, del tamano de muestra y de la distribucién que se probara.

Existen diversas adecuaciones para hacer que el calculo de la estadistica sea mas preciso tal
es el caso de Marsaglia y Marsaglia (2004), trabajo en el que se basa el paquete “ADGofTest”
(Bellosta, 2011), de R para llevar a cabo la prueba de Anderson-Darling.

3.1.2. Prueba de Shapiro-Wilk

La prueba de Shapiro-Wilk es una de las méas utilizadas para contrastar la hipotesis de
normalidad. Esta prueba fue propuesta por Shapiro y Wilk (1965) y se muestra a continuacién

una breve descripcién.



3.1. Pruebas de hipdtesis

Sea X1, Xs,..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién F(x), se desea probar el si-
guiente juego de hipdtesis
Hy: F(x) = N(u,0?) (3.2)

H, : F(z) # N(1,0%)

donde N (p,0?) denota una distribucién normal con pardmetros p y o desconocidos.

Seam’ = (my, ms, ..., my,) el vector de esperanzas de las estadisticas de orden de una muestra
aleatoria de variables normal estdndar, y sea V' = (v;;) la matriz de covarianzas corrspon-

diente.

Sea ' = (x(1),%(2), .-, T(n)) Una realizacién ordenada de la muestra aleatoria, entonces la

estadistica de prueba W esta dada por la siguiente ecuacion:

. Do, aimy)?
W= > i (e — 2)? 33

donde

Shapiro y Wilk (1965) construyeron tablas de valores de o’ para distintos tamanos de muestra
n asi como tablas de valores criticos de la prueba para distintos niveles de significancia y

tamanos de muestra.

Se rechaza la hipdtesis nula en (3.2) si el valor calculado de la estadistica de prueba W es
menor que el valor critico correspondiente al tamano de muestra para un nivel de significancia
a € [0,1].

Algunos autores como Patricio et al. (2017) y Romao et al. (2010) han realizado estudios
comparativos de diferentes pruebas de bondad de ajuste para normalidad en donde el hallazgo
general es que la prueba de Shapiro-Wilk resulta ser més potente y mas sensible a alternativas
asimétricas que pruebas como el tercer y cuarto momento estandares, Kolmogorov-Smirnov,

Cramer-Von Mises (que incluye la prueba de Anderson-Darling), Lilliefors, Shapiro-Francia,
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3.2. Distribucion normal asimétrica

Jarque-Bera, chi-cuadrada y de rango estudentizado.

3.1.3. Bootstrap

Como se mencion6 anteriormente, existen muchas pruebas que estan basadas en la funcion de
distribucién empirica. Sin embargo, muchas veces los parametros involucrados en el calculo de
la estadistica de prueba no estan completamente especificados. Por lo anterior, cominmente
se recurre a la obtencién de estimadores. En estos casos, la distribucion de la estadistica de
prueba no es factible de obtener ya que existe dependencia en las estimaciones obtenidas y
los tamanos de muestra utilizados, de tal manera que es necesario obtener dicha distribucion

de manera aproximada.

Una alternativa para aproximar la distribucién de la estadistica de prueba bajo la hipdtesis

nula, es el uso del método bootstrap paramétrico.

Sea X7, X5, ..., X una muestra aleatoria de F donde F es una estimacién paramétrica de
la funcién de distribucién F' basada en la muestra X, X, ..., X,,. Entonces X7, X3, ..., X es
llamada muestra bootstrap. A través de la obtencién de B muestras bootstrap, es posible
calcular B valores de la estadistica de prueba bajo la hipotesis nula, los cuales son utilizados

para aproximar la distribucién de dicha estadistica de prueba bajo la hipotesis nula.

Babu y Rao (2004) han demostrado que, bajo condiciones bastante generales, la operacién
resultante de restar la funcién de distribucién tedrica con pardametros estimados de la dis-
tribucion empirica, tiene el mismo limite débil que restar la distribuciéon obtenida bajo el
método bootstrap paramétrico de la distribucion empirica. Esta afirmacién es bastante 1til
para el desarrollo del presente trabajo ya que, de hecho asegura la validez del método boots-
trap, es decir, que dicho método estima consistentemente las distribuciones nulas de varias
pruebas de bondad de ajuste, entre las que destacan las pruebas de tipo Cramér-von Mises

y Kolmogorov-Smirnov.

3.2. Distribucion normal asimétrica

La familia de distribuciones normal asimétrica esta constituida por distribuciones que con-

tienen un pardmetro de asimetria A (cuyo valor es cero en distribuciones normales). Esta dis-
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3.2. Distribucion normal asimétrica

tribucién es un caso particular de una clase de distribuciones de la forma f(z) = 2¢(z)p(Ax)
donde ¢(-) es alguna funcién de densidad simétrica alrededor de cero y ¢(z) es la funcién de

distribucién acumulada de ¢(-).

Esta distribucién tiene parametros de localidad y escala. Se puede verificar que, cuando el
parametro de forma es igual a cero, se trata de una distribuciéon normal y de la distribu-
cién mitad-normal cuando dicho parametro tiende a infinito. Ademas, el valor absoluto del
coeficiente de asimetria incrementa conforme el valor absoluto del parametro de asimetria
incrementa. La distribucién es asimétrica a la derecha si el pardmetro de asimetria es mayor

que cero y a la izquierda si el parametro de asimetria es menor que cero.

En las ultimas tres décadas, esta familia de distribuciones ha sido ampliamente estudiada
debido a que muchas de sus propiedades coinciden con las de la familia normal, lo que amplia

su utilidad a diversas areas de aplicacion.

En la literatura se mencionan diversos estudios en donde aparece esta familia, Pourahmadi
(2000) senala que la primera vez que aparecié la distribucién normal asimétrica fue en Birn-
baum (1950) en un estudio sobre pruebas educativas, seguido de los trabajos de Weinstein
(1964) y Nelson (1964) quienes se centraron en encontrar la distribucién de la suma de una

variable aleatoria normal y una variable normal truncada.

Otros autores mencionados como pioneros del estudio de esta familia son Roberts (1966),
O’hagan y Leonard (1976) y Azzalini (1985). Este tultimo autor fue quien estudié sus principa-
les propiedades, la estimacion de sus parametros y realizé investigaciones sobre la distribucién

normal asimétrica multivariada.

Definicién: Se dice que la variable aleatoria Z tiene distribucién normal asimétrica (SN) si

su funcién de densidad esta dada por:

f(2) = 20(2)P(A2)](~00,00) (), (3.4)

donde ¢(+) y ®(-) son las funciones de densidad y de distribucién Normal estdndar respecti-

vamente y A € R.

Ademads, cuando se involucran los parametros de localidad y escala surge la siguiente defini-

cion.
Definicién: Una variable aleatoria X = £ 4+ wZ tiene distribucién normal asimétrica (SN)

11



3.2. Distribucion normal asimétrica

con parametro de localidad &, de escala w y forma A, si su funcién de densidad esta dada

s =20 () (A (0)) temm ) 3.5

donde £ e Ry w € RT.

por:

Note que si £ = 0y w = 1 entonces 3.5 se reduce a 3.4, la cual es conocida como distribucién

normal asimétrica estandar.

La funcién en 3.5 es una funcién de densidad y es facil verificarlo utilizando el siguiente
Lema de Azzalini (1985).

Lema. Sea f una funcién de densidad simétrica alrededor de 0, sea G una distribucién
absolutamente continua tal que G’ es simétrica alrededor de 0. Entonces 2 f(y)G(Ay) con

—00 < y < 00, es una funcién de densidad para cualquier .

La funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria X ~ SN (£, w, \) estd definida

COINoO:

Pgw) = 26 (28) 7 (2250) fwm o), 36

w

donde &, € Ry w € R*. T'(h,b) es la funciéon T de Owen (integral de la densidad normal
estdndar bivariada delimitada por x = h, y =0y y = bz).

La funcién generadora de momentos de una variable aleatoria SN (£, w, \) estd dada por la

siguiente ecuacion:

My (t) = 2exp (ét + g) P (%) . teR. (3.7)

La esperanza y la varianza pueden obtenerse de la ecuacién anterior y estan dadas por las

siguientes ecuaciones respectivamente:

E(X)=¢+ \/% % . (3.8)
Var(X) = w? (1 — 7T(12—/}|-)\2> : (3.9)
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3.2. Distribucion normal asimétrica

Los coeficientes de asimetria y curtosis son los siguientes respectivamente:

| — |
e
‘.
=+ >
>
|
w

4 —7

{X} =iz} = (3.10)

[\/g 1A“2] (3.11)
A

en donde —v2(4 — ) /(7 — 2)(3/2) < 11 < V24 —m) /(7 —2)(3/2) = 0.9953 y 0 < 7 <
8(m —3)/(m — 2)? ~ 0.869.

3.2.1. Propiedades de la distribucién normal asimétrica

Note que, si Y ~ SN(§,w, A) entonces X = YT_S ~ SN(MN).

Algunas propiedades bésicas de la distribucién SN(A) dada por Azzalini (1985) son:

1. SN(0) = N(0,1).
2. Si Z ~ SN(A) entonces —Z ~ SN(—M).

3. Cuando A — 400, SN(A) tiende a la distribucién mitad-normal, es decir, la distribu-
cién de £+ | X | cuando X ~ N(0,1).

4. Si Z ~ SN()) entonces Z% ~ 3.

5. Si U y V son varaibles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas N(0,1)

entonces

A A
V1= )2 V14 )2

6. Sea (Xi, X3) un vector aleatorio normal bivariado entonces

|U |+ V ~ SN()), (Henze, 1986).

donde A\ = 1p
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3.2. Distribucion normal asimétrica

7.

10.

11.

Si X7 y X3 son variables aleatorias independientes N(0,1), entonces

(X1 | AX7 > 0) ~ SN(A), (Azzalini y Dalla-Valle, 1996).

Sea X ~ SN(§,w,\) entonces Y =| X — ¢ | tiene una distribucién mitad-normal (HN)

con parametros (0, w), denotada como HN(0,w).

La distribucion SN esta tinicamente determinada por su secuencia de momentos. Es
decir, cuando conocemos los momentos de todo orden de una distribucion digamos F

y éstos coinciden con los de la SN, entonces F' es la distribucién SN.

Sean X, Xy variables aleatorias ¢.i.d. provenientes de F', una distribucién no especifica-
da que admite la obtencién de sus momentos de todo orden. Entonces X7 ~ x3, X2 ~
X1y 1 (Xi4 X2)? ~ Go(N) siysolosi F=SN(A) oF =SN(—\) donde Gy()) es la
distribucién de 3 - (X +Y)? cuando X y Y son i.i.d. SN()).

Sea Go()) la distribucién de (Y + a)? donde Y ~ SN()) y a # 0 una constante dada.
Sea X una variable aleatoria que admite la obtencion de momentos de todo orden.
Entonces X? ~ x? v (X + a)? ~ Gy()) si y solo si X ~ SN()) para alguna \.

Con el siguiente lema se puede verificar facilmente la propiedad 4.

Lema (Roberts, 1966) W2 ~ x? si y solo si la f.d.p. de W tiene la forma f(w) = h(w)exp (’w >

2

2

donde h(w) + h(—w) = \/g

Una demostracién de la propiedad 8. es la siguiente. Note que

Fy(y) =PY <y) =P X-¢|<y)=P(-y< X -£(<y)
=P(—y+{< X <y+8)=Fx(y+§) — Fx(—y+§)
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3.2. Distribucion normal asimétrica

o) = ety 9+ floy+ 0
= (@) (8) e (D)2 ()
=D @) (-2 (1 (2)

la cual es la funcién de densidad de una variable aleatoria HN (0,w).

El uso de la propiedad 4, fue ampliamente estudiado por Roberts (1966), dicha propiedad
tiene implicaciones directas, por ejemplo, que la distribucién de | X |, X? y cualquier funcién

par de X no depende del parametro de asimetria \.

Por tltimo, como mencionan Figueiredo y Gomes (2013), se debe considerar que esta fa-
milia de distribuciones posee propiedades que proporcionan mayor amplitud a los métodos
estadisticos en cuanto a las caracteristicas que una muestra debe tener para utilizarlos, ya
que, como se menciond, emula muchas de las propiedades de la familia normal y es una ex-
tension de ésta, pero puede modelar mejor datos cuya distribucién empirica tiene una forma
similar a la normal, y ademas exhiben una ligera asimetria. Incluso cuando se piensa que
indudablemente los datos son normalmente distribuidos, existe la posibilidad de alteraciones,
y la familia de distribuciones normal asimétrica puede describir los datos del proceso de una

manera mas fiable y solida.

3.2.2. Otros trabajos sobre pruebas de hipdétesis para la distribu-

cion normal asimétrica

Existen diversas propuestas sobre pruebas de hipdtesis que se enfocan en esta distribucién,
las cuales pueden utilizar los métodos convencionales como son las tablas de distribucién
acumulada, o métodos computacionales conocidos como Monte Carlo. La mayor parte de
estos trabajos abordan el caso en donde los pardmetros de la distribucion de la muestra son
desconocidos y por lo tanto también se han propuesto distintos métodos de estimacioén para

su desarrollo.
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3.2. Distribucion normal asimétrica

Pruebas de hipétesis paramétricas para la distribucion normal asimétrica

Uno de los contrastes méas sencillos que se presentan es cuando se pretende probar si una
muestra proviene de una poblacion con distribucién normal o por el contrario proviene de

una distribucién normal asimétrica.

Figueiredo y Gomes (2013) presentan un trabajo de aplicacién, en donde se realizan pruebas
de razon de verosimilitudes para contrastar si los datos de una muestra aleatoria provienen de

una poblacién con distribucion normal o de una poblacion con distribucion normal asimétrica.

Se utiliza el siguiente juego de hipdtesis:

Hy: X ~SN( w,A=0)

vs

Hy: X ~ SN(&w, A #0)

Y la estadistica de prueba siguiente:

Hay que recordar que, bajo la hipétesis nula, -2log(A) se distribuye chi-cuadrada.

De la misma manera Jiménez-Gamero et al. (2015) proponen una prueba de hipétesis sobre
el parametro de asimetria de una distribucién normal asimétrica, es decir, si el parametro de
asimetria es igual a cero, lo que conduciria a proponer a la distribucién normal como modelo
del cual provienen los datos. Esta propuesta utiliza la funcién de distribucién tabulada por
Azzalini (1985).

Pruebas de bondad de ajuste para la distribucién normal asimétrica

Una de las pruebas de bondad de ajuste existentes fue propuesta por Gupta y Chen (2001).
Ellos utilizan dos pruebas conocidas, Kolmogorov-Smirnov y x? de Pearson a través de

las cuales examinan si la distribucién normal asimétrica es un modelo apropiado para un
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3.2. Distribucion normal asimétrica

conjunto de datos. Para el cdlculo de las estadisticas de prueba de Kolmogorov-Smirnov y
x?2, ellos presentan tablas de distribucién acumulada de la distribucién normal asimétrica
para distintos valores del parametro de forma X y los valores criticos para cada prueba son
tomados de otros trabajos donde se han desarrollado tablas para la distribucién de dichas

estadisticas.

Dalla-Valle (2007) utiliza una modificaciéon de la prueba de Anderson-Darling y propone
una tabla de valores de significancia a partir de los cuales se rechaza o no la hipdtesis de

normalidad asimétrica para distintos tamanos de muestra.

Otras pruebas de bondad de ajuste conocidas se presentan en los trabajos de Meintanis
(2007) y Mateu-Figueras et al. (2007). El primero propone una prueba de tipo Kolmogorov-
Smirnov basada en el comportamiento de la funcién generatriz de momentos empirica, en
tanto que el segundo trabajo realiza un estudio de cinco pruebas conocidas, Cramér-von
Mises, Watson, Anderson-Darling, Kolmogorov-Smirnov y Kuiper utilizando métodos Monte
Carlo en el calculo de las constantes criticas. Ambos trabajos estiman los parametros a partir
de una muestra aleatoria, el primero con el método de momentos y el segundo con maxima

verosimilitud.

Pérez-Rodriguez y Villasenor (2010) proponen dos pruebas de bondad de ajuste basadas
en el coeficiente de correlacion y en las propiedades de la distribucién normal asimétrica.
Ellos obtienen los valores criticos de la prueba mediante métodos Monte Carlo para distintos
tamanos de muestra y niveles de significancia. Ademas, comparan el funcionamiento de éstas
con respecto a los dos trabajos expuestos en el parrafo anterior, evidenciando una mejoria

respecto a los resultados que ahi se reportan.

Por dltimo el trabajo realizado por Sarisoy et al. (2014) utiliza la prueba de Liao y Shimo-

kawa, basada en la estadistica de prueba

1 ~maz ¢ — Flze), Flrg) — 5
Ln _ 1 n n
Vin ; \/F(x(z')) [1 = F(z@)]

donde z; es el i -ésimo estadistico de orden de una muestra aleatoria de tamano ny F(-) es
la funcién de distribucién acumulada bajo la hipdtesis nula, la cual mide el promedio de todas
las distancias ponderadas sobre todo el rango de valores de x. La prueba rechaza cuando

el valor calculado de la estadistica de prueba es mayor que el valor critico correspondiente,
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reportado en su trabajo. También realiza una comparacién con Mateu-Figueras et al. (2007),
estos autores concluyen que la prueba que utilizan es mas potente para la hipdtesis de
que la muestra proviene de una distribucién normal asimétrica para algunas distribuciones

alternativas especificas.

3.3. Meétodos de estimacion

3.3.1. Maxima verosimilitud

Respecto a los estimadores de parametros para la distribucién SN (&, w, ), solo es posible
obtener los estimadores de Méaxima verosimilitud numéricamente, es decir, estos estimadores

no tienen una forma analitica cerrada para la muestra.
El calculo de dichos estimadores se puede realizar como sigue:

Sea Y7,Ys,...,Y, una muestra aleatoria de tamano n de una distribucién SN (&, w, ). La

funcién de verosimilitud estd dada por
2\" - yi —¢& yi — &
L Ay)= | — | | N D I_ .
(57("}7 7y> <CU) L. §b ( w ) |: < w ( oo,oo)(y)

Y la log-verosimilitud esta dada por

In (L(€,w, \)) = nln(2) — nln(w) + izn@(yi — g)) + Zzn<q><A(y" - g))).

W

De la ecuacion anterior, los estimadores de maxima verosimilitud de &, w y A estan dados

por la solucién del siguiente sistema de ecuaciones

2 (1) -
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donde

Es importante mencionar que para cualquier valor de A dado, los valores de é y W estdn bien

determinados, es decir, las ecuaciones para obtener £ y & tienen solucién unica simple.

Sin embargo para valores desconocidos de A, estos estimadores pueden presentar ciertas difi-
cultades. Como lo menciona Azzalini (2005), para muestras pequenas e incluso para muestras
de tamano medio o moderado, la funcién de verosimilitud puede ser mondtona creciente o
decreciente en A, lo que trae como consecuencia que el estimador de maxima verosimilitud,
5\, esté dado por +o0o. Ademas, cuando A\ — 0, la matriz de informacién de Fisher se hace

singular por lo que no es posible obtener una estimacién unica.

Tomando en cuenta lo anterior, un modo de proceder consiste en proponer un valor de A como
valor inicial y resolver las ecuaciones mediante métodos numéricos para obtener los valores
de é LWy . Estos métodos por lo general son lentos para alcanzar convergencia, ademas se
recomienda repetir este paso para un rango razonable de valores de A\ de tal manera que no

haya complicaciones con maximos locales.

Como una alternativa, Azzalini (1985) propone una reparametrizacién a través de la cual se

obtienen los estimadores de maxima verosimilitud.

3.3.2. Estimadores de maxima verosimilitud modificados

La parametrizacion “centrada” propuesta por Azzalini (1985), consiste en la siguiente trans-

formacién, sea X ~ SN (&, w, A) entonces,

X — E(X)

Y=pu+o| —m—===
: Var(X)

tiene una distribuciéon SN (u, o,71).
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Como resultado de esta re-parametrizacion E(Y) = u , Var(Y) = 02 y 1 es el coeficiente de

asimetria tanto de X como de Y.

De esta manera se tiene una ventaja, se resuelve el problema de la singularidad de la matriz
de informacion de Fisher en el calculo de los estimadores de maxima verosimilitud. Ademas

se controla la irregularidad en el comportamiento de la funciéon de verosimilitud.

Hay que recordar que, al trabajar sobre esta parametrizacion centrada, obtendremos los esti-
madores de u, 0 y ;. Para obtener los estimadores de los parametros originales es necesario

calcularlos a partir de las siguientes ecuaciones

(@2) (@) ()

De acuerdo con Azzalini (1985), al realizar inspecciones visuales a los gréficos de la verosi-
militud, es posible determinar el tamano de muestra a partir del cual aproximadamente los
estimadores de méaxima verosimilitud ain para A existiran. En experiencia de dicho autor,
esto se debe hacer con muestras de tamano menor a 30 ya que en muestras grandes los

estimadores de méaxima verosimilitud no presentan problemas.

3.3.3. Estimadores de Momentos

De la parametrizacion anterior, es posible utilizar el estimador de momentos para obtener

1, a través del indice de asimetria
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3.3. Métodos de estimacion

Se debe recordar de la ecuacién 3.11 que y; €(-0.9953, 0.9953), sin embargo, también es
posible que la asimetria muestral no se encuentre dentro de dicho intervalo. En estos casos el
estimador \ no se puede obtener por lo que generalmente se incluye una restriccion a la hora
de realizar la estimacién. Pérez-Rodriguez y Villasenor (2010) presentan un procedimiento

para obtener 7; cuando ocurre este problema.

Si |41 [> 0.995 entonces el estimador estarda dado por

31 = 0.95sign(%1)0.995.

De esta manera 7, serd aproximado a un valor dentro de los limites permitidos y conservara
el signo corrspondiente a su asimetria. A través de la expresion del indice de asimetria en
términos del parametro original A, es posible obtener el estimador de momentos de A, es
decir, .

Coeficiente de asimetria

2 )
R3 . 4—7T T /142

3/2 3/2°
ka 2 (1-25%)

7=

Invirtiendo esta ecuacion se obtiene el estimador de momentos, A

-1/2
- 2 1/3 2 2 2/3 92
\ = si ~ ~ (1/3 | 2 ~ 12/3 21 ]
sign(71) (—4_7T> 1] (W Il =

Meintanis (2007) presenta las siguientes expresiones para obtener los estimadores de momen-

tos de los tres pardmetros de la distribucién SN (&, w, \)
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3.3. Métodos de estimacion

donde

. 1/3
A 1 _ m 3 1 _
b= e 2= =Y (Vi = V)% = |y T my =~ (Y~ V).

VIFA " nlzl( ) ( v 2 )

Es importante recordar que estos estimadores poseen propiedades generales deseables como
que son asintéticamente insesgados, consistentes en error cuadrado medio y son asintética-

mente normales.

3.3.4. Estimadores de maxima verosimilitud penalizados

Para evitar problemas con la matriz de informacién al momento de estimar los parametros
de la distribucion normal asimétrica, existe una metodologia que realiza un ajuste a los

estimadores de maxima verosimilitud.

Sartori (2006) propuso una modificacién de las ecuaciones de verosimilitud que Firth (1993)
presenté como una técnica general de reduccion de sesgo. Para el caso en donde sélo un
pardametro debe ser estimado, el método de Firth reemplaza la funcién de score S(6) por una
forma modificada S*(6):

S*(0) = S(0) — I(0)b(6) = 0, (3.12)

donde b(#) es el término principal de sesgo del MLE de 6, tipicamente O(n™!). I(0) es la
matriz de informacién de Fisher esperada. El término extra —I(60)b(0) se elige de tal manera

que la estimacién obtenida tenga un sesgo de orden de magnitud O(n~2).

Si se utiliza la ecuacién anterior para obtener el estimador del pardmetro de forma de una
muestra proveniente de la distribucién SN (0, 1, A), Sartori demostré que siempre admite una

solucién finita.
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3.3. Métodos de estimacion

Sin embargo este enfoque tiene una dificultad, ya que no es facilmente implementable en
situaciones mas complejas, como es el caso en donde los tres parametros son desconocidos,
debido a la dificultad en el momento de obtener las expresiones analiticas del término de ajus-
te en (3.12). Ademds, incluso para el caso simple, existe la desventaja practica de que cada

evaluacién de la ecuacion de verosimilitud requiere calcular dos integrales numéricamente.

Por lo anterior es posible considerar el funcionamiento de una formulacién relacionada pero
algo distinta propuesta por Azzalini y Arellano-Valle (2013), quienes proponen la funcién de

verosimilitud penalizada

donde € denota el conjunto de parametros que se estimaran y la funcion de penalizacién

Q(0) que no depende de n, satisface que

Q) =0, Q)[r=0=0, lim Q)= +oo.

[A| =00

Bajo estas suposiciones, ¢,(0) puede ser maximizada en un punto finito, digamos 9~, que se

conoce como estimacion méxima de verosimilitud penalizada (MPLE).

Entonces, bajo las condiciones mencionadas y algunas condiciones de regularidad estandar
se puede demostrar que la diferencia entre 0 y 0 desaparece cuando n tiende a infinito.
Esto implica que las propiedades asintéticas de # son las mismas que las de 0 (Azzalini y
Capitanio, 2014).

Azzalini y Arellano-Valle (2013), proponen la siguiente ecuacién para Q(f) tanto para el
caso de la distribucién normal asimétrica estdandar (donde solo se desconoce el parametro de
forma) como para el caso donde los tres pardmetros son desconocidos, ya que la penalizacién

se lleva a cabo unicamente sobre el parametro de forma
Q = c1-log(1+ c2)?),
donde ¢; =~ 0.87591 y ¢o ~ 0.85625.

Estos estimadores pueden obtenerse utilizando la funcién sn.mple que se encuentra contenida
en el paquete sn (Azzalini, 2018) del software estadistico R (R Core Team, 2018).
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3.3. Métodos de estimacion

3.3.5. Otros estimadores

Otra alternativa para la obtencion de estimadores de los pardmetros es la que proponen
Pérez-Rodriguez y Villasenor (2008) quienes utilizan el algoritmo Esperanza-Maximizacién
Generalizado (GEM) para reducir la dimensionalidad del problema y obtener valores de

estimacion mediante el paquete estadistico R.

Por dltimo, Pérez-Rodriguez et al. (2017), proponen una alternativa de estimacion mediante
métodos bayesianos para los parametros de localidad, escala y forma, cuando la estimacién
de méxima verosimilitud de este ltimo tiende a infinito (o menos infinito) con probabilidad

positiva, es decir, no puede obtenerse.

Azzalini y Capitanio (1999) desarrollaron un paquete en el software estadistico R en donde
se encuentran programadas muchas de las rutinas para inferencia en la distribucion normal
asimétrica. Esta version ha sido modificada 22 veces, agregando nuevas contribuciones y

actualmente se encuentra en uso la versién 1.5-2 (Azzalini, 2018).
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Capitulo 4

Metodologias propuestas

A continuacion se proponen cuatro pruebas para la hipotesis de normalidad asimétrica contra

la hipotesis de que la muestra proviene de cualquier otra distribucién.

Sea X1, Xs, ..., X;, una muestra aleatoria de una distribucién F(x), con densidad f(x), soporte

en R y media finita cuyos parametros son desconocidos.

Se desea probar el siguiente juego de hipdtesis:

Ho: f(x) = fx(2;:§,w, ) (4.1)

Ha : f(ZE) 7é fX($;€7w7 /\)7

donde fx(z;&,w,\) = 2£¢ (%5) ) [)\ (%5)] I~ ,)(7) es la densidad de una variable alea-

toria normal asimétrica y los valores de los parametros son desconocidos.



4.1. Prueba A: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias y?

4.1. Prueba A: Transformacion de variables aleatorias

normales asimétricas a variables aleatorias >

La primera propuesta utiliza una de las propiedades de la subseccion Propiedades de la

distribucion normal asimétrica, la cual se muestra a continuacion:
. X2
Si X~ SN(z;€& w, \) entonces Y=(25)" ~ x? .

En el caso de pruebas de hipétesis estadisticas, se utiliza informacién que proviene de una
muestra aleatoria cuyos pardmetros son desconocidos. Por lo anterior, no es inmediato hacer

uso de la propiedad mencionada.

Sin embargo, se puede demostrar que, si los valores de los parametros son sustituidos por

estimadores consistentes, la siguiente expresion es cierta:

~ ~ « 2\ 2
Si X* ~ SN(x;&,w,\) entonces Y* = <X®_5> ix% cuando n — oo.

La prueba propuesta consiste en transformar los datos de una muestra aleatoria X, Xs, ..., X,

con n suficientemente grande, con el fin de obtener una muestra de valores transformados
* * *
Y YL Y

rTn

Bajo la hipdtesis nula, se espera que dicha muestra transformada se comporte como una
muestra proveniente de una distribucién y3. Entonces, para probar la hipétesis nula en la

ecuacién (4.1) se recurre a probar el siguiente juego de hipdtesis.

Hg : fy-(y) = fy(y;1) (4.2)

Hy : fye(y) # fr(y; 1),

donde fy(y;1) es la funcién de densidad de una variable aleatoria 3.
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4.1. Prueba A: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias y?

Estas hipotesis pueden ser probadas mediante cualquier prueba de hipdtesis conocida cuya
eficiencia haya sido probada. En esta propuesta se utiliza la prueba de Anderson- Darling
debido a su utilidad para probar las distribuciones x? con tamanos de muestra grandes
(Thas, 2010). La prueba de Anderson-Darling ha sido descrita en la subseccién 3.1.1. La
constante critica de la prueba se obtiene de la distribucién de la estadistica de prueba bajo

la hipdtesis nula en 4.2.

Para la obtencion de las variables aleatorias Y no es necesario involucrar el parametro de
forma A\. Ademsds, la distribucién de Y no depende de dicho pardmetro, sin embargo, no
ocurre lo mismo con las variables Y* pues su distribuciéon asi como la distribucién de la
estadistica de prueba AD obtenida con estas variables, dependen del parametro de forma

como se muestra en la Figura 4.1.

1.5 2.0 25 3.0

Density

1.0

0.5
L

T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Figura 4.1: Distribucién nula de la estadistica de Anderson-Darling usada en la prueba
A para distintos valores de A.

Como se puede observar, la distribucién del estadistico de prueba depende fuertemente del
valor del parametro de forma. Por lo anterior, para proponer una prueba y obtener la cons-
tante critica k, a partir de la cual se rechace o no la hipdtesis nula con un tamano de prueba

a € [0, 1] especificado, es necesario resolver la siguiente ecuacion:
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4.1. Prueba A: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias y?

a =sup P(AD > k,|H})
AR

Dada una muestra aleatoria, la prueba basada en la constante critica k, rechazaria Hj si
AD:.alc es mayor que dicha constante, donde AD.alc es la estadistica AD calculada usando

la muestra aleatoria.

Es importante notar que la distribucién de la estadistica de prueba no depende del signo
de A debido a una extensién de la propiedad 2 que dice que si X ~ SN(&,w,\) entonces
—X ~ SN(=£,w,—A). Por lo tanto el valor critico se puede determinar sobre la parte

positiva del conjunto de posibles valores de A, es decir, k, es tal que:

a =sup P(AD > k. |H]) . (4.3)
A>0

Ademds, como lo mencionan Pérez-Rodriguez y Villasenor (2010), se sabe que el compor-
tamiento probabilistico de una variable aleatoria SN con pardametro de forma |A| > 20 es
similar al de una variable aleatoria con distribucién HN. Esto implica que el comportamiento

probabilistico del estadistico de prueba cuando A > 20 es similar al que ocurre con A = 20.
Prueba A (1)

Para aproximar la distribucién de la estadistica AD bajo H{ se utilizé simulacién Monte
Carlo. A partir de muestras aleatorias de 15 tamanos distintos, y con 5,000 repeticiones,
se aproxim6 la distribucion de la estadistica de prueba para diferentes valores de \. Los
resultados de la simulacion muestran que el maximo de la probabilidad del Error Tipo I
ocurre cuando A = 20. Por lo tanto, k, dada en la ecuacién (4.3) es el cuantil (1 — a)100 %
de la distribucién de AD obtenida cuando X; ~ SN (A = 20).

La Tabla 4.1 presenta los valores criticos de la prueba para distintos valores de « y distintos

tamanos de muestra.
Prueba A (2)

Alternativamente, para aproximar el valor critico k, de la prueba A, se propone usar el
método de bootstrap paramétrico. Este método ha sido empleado en otros trabajos (Meinta-
nis y Bassiakos (2007); Meintanis (2007); Pérez-Rodriguez y Villasenor (2010); Meintanis et
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4.1. Prueba A: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias y?

Tabla 4.1: Valores criticos para la prueba A (1) para distintos tamanos de muestra (n) y
diferentes tamanos de prueba («)

n\« 0.01 0.05 0.1

10 1.81295 1.10544 0.85449
20 1.35727 0.92694 0.70312
30 1.41455 0.88701 0.74156
50 1.51083 0.96059 0.77379
75 1.57295 1.01117 0.83141
100 1.50746 1.03178 0.82226
150 1.7093  1.06297 0.85481
200 1.59484 1.09328 0.8849
300 1.69282 1.123  0.89984
500 1.73138 1.17442 0.94144
1000 1.75513 1.17205 0.98179
2000 1.88148 1.21858 0.98932
5000 1.98468 1.28747 1.04373
7500 1.96267 1.28295 1.02886
10000 1.99895 1.29965 1.05395

al. (2014); Villasenior y Gonzalez-Estrada (2015)) ya que generalmente tiene como resultado
una mayor precision para alcanzar un tamano de prueba «, lo que influye directamente en
la mejora de la potencia de la prueba. Adema&s, como se menciona en capitulos anteriores,
existe evidencia de su validez al aproximar distribuciones de ciertas estadisticas de prueba,

entre las que se encuentra Anderson-Darling (Babu y Rao, 2004).

Dada una muestra aleatoria X, Xs, ..., X,,, los pasos que se siguen para realizar el procedi-

miento de la prueba propuesta son los siguientes:

1. Célculo de los estimadores de maxima verosimilitud &, y A, a través la funcion

sn.mple del paquete sn (Azzalini, 2018) de R.

N 2
2. Obtener las variables transformadas Y;* = <¥> , 1 =1,...,n a partir de la muestra.

3. Obtener la estadistica de prueba AD basada en las variables Y;*"s.

4. Obtener B muestras bootstrap de la distribucién SN con los pardmetros estimados de

la muestra en el paso 1.

5. Obtener B valores del estadistico de prueba a partir de las muestras bootstrap del

inciso anterior.
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4.2. Prueba B: Anderson-Darling para la distribucion normal asimétrica usando
bootstrap

6. Utilizando los B valores anteriores se aproxima la distribucion de la estadistica de
prueba mediante el uso de frecuencias y se obtiene el valor critico de la prueba de
acuerdo con un nivel de significancia «. La prueba es de cola derecha, por tanto el
valor critico kj_, es aproximado por el cuantil empirico del (1 — a)100% de los B

valores simulados de AD.

7. Se rechaza la hipétesis nula Hy en (4.2) para un tamano de prueba a € [0,1] si la
estadistica AD es mayor que kj_,. Ademds, rechazar H en (4.2) implica rechazar Hy
en (4.1) dada la construccion de la prueba, por lo tanto se rechaza Hj si la estadistica

AD es mayor que ky_,.

4.2. Prueba B: Anderson-Darling para la distribucion

normal asimétrica usando bootstrap

Como segunda propuesta se implement6 una versiéon modificada de la prueba de Anderson-
Darling. Dicha versién combina el uso de la prueba convencional con el método de remuestreo

bootstrap paramétrico, utilizado en la propuesta anterior.

Dada una muestra aleatoria X, X, ..., X,,, la prueba propuesta esta basada en la obtencion
de la estadistica de prueba AD sobre dicha muestra, la cual serd denotada como AD,. Esta
estadistica usa la funcién de distribucién empirica de la muestra y toma la diferencia entre
ésta y la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria normal asimétrica con

parametros estimados por maxima verosimilitud.

Para llevar a cabo el calculo de la estadistica AD, se estiman los parametros usando la
muestra aleatoria suponiendo que los datos provienen de una distribucion normal asimétrica.
Posteriormente, se utiliza el paquete “ADGofTest” (Bellosta, 2011), de R para obtener la

estadistica, la cual tiene la expresién siguiente:

~

~ R - Fx@é o))
AD2 = n/—oo Fx(z,€,0, ) [1 — Fx(z,6,0, /A\)}

dFx(x,€,, ) (4.4)

donde Fx (z, £, 5\) es la funcién de distribucion acumulada de una variable aleatoria SN (é , W, ;\)
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4.2. Prueba B: Anderson-Darling para la distribucion normal asimétrica usando
bootstrap

dada en la ecuacién (3.6).

Como se mencioné en la subseccién 3.1.1, cuando los pardmetros &, w y A no son conocidos
(como es el caso) y se utilizan estimadores para el calculo de la estadistica ADy, la distri-
bucién de dicha estadistica bajo la hipdtesis nula no puede ser conocida de forma explicita
incluso para muestras grandes y depende de la distribucién de la muestra. Sin embargo, dicha
distribucién puede ser aproximada mediante métodos Monte Carlo. Se propone especifica-
mente utilizar el método bootstrap paramétrico. La Figura 4.2 presenta la distribucién nula

de AD, para distintos valores del parametro de forma.

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.2: Distribucién nula de la estadistica de Anderson-Darling usada en la Prueba
B para distintos valores de \.

Para calcular la constante critica k, a partir de la cual se rechace o no la hipétesis nula para

un tamano de prueba « € [0, 1] especificado, es necesario resolver la siguiente ecuacion:

o= P(ADy > ko|Hy : X ~ SN(E,&,N)). (4.5)

En este punto es necesario aclarar que los valores criticos de la prueba se calculan para cada

muestra aleatoria a la que se desea aplicar la prueba de bondad de ajuste.
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4.3. Prueba C: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias normales

A continuacién se muestran los pasos a seguir para probar el juego de hipdtesis en (4.1)

mediante la Prueba B propuesta:

1. Célcular los estimadores de maxima verosimilitud f LWy A , a través la funcion sn.mple
del paquete sn (Azzalini, 2018) de R.

2. Calcular la estadistica de prueba de Anderson-Darling utilizando los datos de la mues-
tra, X17 XQ, ceey Xn

3. Obtener B muestras bootstrap de la distribucién SN con los parametros estimados de

la muestra en el paso 1.

4. Obtener B valores del estadistico de prueba a partir de las muestras bootstrap del

inciso anterior.

5. Utilizando los B valores anteriores, aproximar la distribucién de la estadistica de prueba
mediante frecuencias y obtener el valor critico de la prueba de acuerdo con un nivel
de significancia «. La prueba es de cola derecha, por tanto el valor critico ki_, es

aproximado por el cuantil empirico del (1 — «)100% de los B valores simulados de
ADs.

6. Se rechaza la hipdtesis nula Hy en (4.1) para un tamano de prueba a € [0,1] si la

estadistica ADy es mayor que ki_,.

4.3. Prueba C: Transformacion de variables aleatorias
normales asimétricas a variables aleatorias norma-

les

La tercera propuesta que se plantea en el presente trabajo esta basada en la propiedad 8.
de la subseccién 3.2.1, la cual establece que si X ~ SN (& w, \) entonces V = | X — &| ~
HN(0,w). Haciendo uso de esta propiedad probabilistica y de una variable aleatoria auxiliar

U, independiente de V', con densidad

Fo(u) = { e S (4.6)
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4.3. Prueba C: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias normales

podemos obtener la siguiente transformacién:

W =0V

La variable W = UV tiene una distribucién N(0,w?). La demostracién de este hecho se

puede ver a través de la funciéon generatriz de momentos de W como sigue:

= > 2 1 (=21
My (t) = E{e'"V)} =3~ / ') fi (v) fyr(u)dv = / et 2 e(5) dy
w(t) = E{ } ), fv () fu(u) Eu i Vo :

Realizando un cambio de variable

v
Z=— =0 =wz
w
dv
dz = — = dv = wdz
w

Entonces

o 1 S 2,,2,,2_ 42,22
— et(uwz) / T —2tuwz+t*uw? —t*utw )dZ
> / Y
<1
= / 71 (-tww)® g — Ze (2 — O(—tuw)]
0

(P 1 — (- tw)]+e% (%) [1-@(@]
E 1 - d(tw) + 1 — (1 — B(tw))]

(t2 2

m\»—t e

||
l\)\»—t

1
—= €2

la cual es la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria N(0,w?), (Villasenior
et al., 2017).

Sea X1, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria de tamano n. Considere las variables aleatorias

donde U; y V;* son independientes, V* = | X —€| y U; es un valor simuladode U, 7 =1,...,n
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4.3. Prueba C: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias normales

Por la propiedad anterior, para probar Hy en la ecuacién (4.1) se propone probar el siguiente

juego de hipdtesis:

Hj : W* ~ Normal (4.7)
vs

H : W » Normal.

En esta propuesta se emplea la prueba de Shapiro-Wilk (cuya estdistica de prueba serd
denotada como SW) para probar Hj en (4.7), debido a que ha sido ampliamente estudiada
y resulta ser efectiva para probar normalidad en muestras grandes y pequenas especialmente
contra distribuciones alternativas asimétricas en donde otras pruebas han resultado ser poco
sensibles (Romao et al. (2010), Noughabi y Arghami (2011) y Patricio et al. (2017)).

Para verificar si la distribucién de la estadistica de prueba SW bajo la hip6tesis nula en (4.7)
depende de A, se realizo el calculo de dicha estadistica para 50000 muestras de tamano n = 50
y n = 500, con 5 valores distintos del parametro A y utilizando dos tipos de estimadores, de
maxima verosomilitud y de maxima verosimilitud penalizados. Se muestran los resultados

obtenidos a través de la Figura (4.3) y la Figura (4.4).
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4.3. Prueba C: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias normales
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Figura 4.3: Distribucién nula de la estadistica Shapiro-Wilk usada en la Prueba C para
distintos valores de A usando estimadores de maxima verosimilitud y muestras
de tamano n=>50.
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Figura 4.4: Distribucion nula de la estadistica Shapiro-Wilk usada en la Prueba C para
distintos valores de A usando estimadores de maxima verosimilitud penaliza-
dos y muestras de tamano n=50.
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4.3. Prueba C: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias normales

Como se puede observar en la Figura (4.3), la distribucién de la estadistica de prueba depende
del valor del pardmetro A cuando se obtienen las transformaciones usando estimadores de
maxima verosimilitud. Sin embargo es diferente cuando se utilizan estimadores de maxima
verosimilitud penalizados como se observa en la Figura (4.4) en donde la distribucién de la

estadistica de prueba bajo la hipdtesis nula no depende del valor de A.

En la Figura (4.5) y la Figura (4.6) se muestra también el comportamiento de la distribucion
de la estadistica SW para muestras de tamano n = 500 para verificar empiricamente que el

tamano de muestra no influye en el comportamiento de dicha distribucion.

o
g
<
— A=nf
— A=20
— A=10
o
2 A= 5
— A=0
2
‘@ o
: g
[a]
o
s |
—
o
T T T T T T
0.990 0.992 0.994 0.996 0.998 1.000

Figura 4.5: Distribucion nula de la estadistica Shapiro-Wilk usada en la Prueba C para
distintos valores de A usando estimadores de maxima verosimilitud y muestras
de tamano n=500.
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4.3. Prueba C: Transformacion de variables aleatorias normales asimétricas a
variables aleatorias normales

200 300
L Il

Density

100
L

T T T T T
0.980 0.985 0.990 0.995 1.000

Figura 4.6: Distribucién nula de la estadistica Shapiro-Wilk usada en la Prueba C para
distintos valores de A usando estimadores de méxima verosimilitud penaliza-
dos y muestras de tamano n=>500.

Por lo anterior, se recomienda el uso de estimadores de maxima verosimilitud penalizados
para llevar a cabo la propuesta de la prueba, ya que no es necesario implementar técnicas
adicionales como bootstrap para obtener un nivel de prueba especificado. A continuacion se

muestran los pasos para realizar la prueba.

A partir de una muestra aleatoria de tamano n, realizar los siguientes pasos:

1. Obtener el estimador de maxima verosimilitud penalizado € a través de la funcién

sn.mple del paquete sn (Azzalini, 2018) de R.
2. Obtener las variables transformadas V* = | X; — é|, 1 =1,...,n, a partir de la muestra.

3. Simular n valores de la variable U, Uy, ..., U,, cuya densidad estd dada por la ecuacion
(4.6).

4. Calcular las variables W = U;V,*, 1 = 1,2, ....n.

5. Probar el juego de hipdtesis en (4.7) usando la prueba de Shapiro-Wilk, (Shapiro y
Wilk, 1965). Note que si se rechaza Hj en (4.7) con un tamano de prueba a € [0, 1]

entonces se rechaza Hy en (4.1) con el mismo tamano de prueba.
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Capitulo 5

Estudio de simulacidon, resultados y

discusion

Se realiz6 un estudio mediante simulacion Monte Carlo para evaluar las propiedades de

tamano y potencia de las pruebas de forma empirica.

5.1. Obtencién del tamano y potencia de la prueba

Cuando los parametros desconocidos son de localidad y escala, la distribucién muestral de
la estadistica de prueba de Anderson-Darling es invariante a cambios en dichos parametros
(Mateu-Figueras et al., 2007). Lo anterior implica que, para el estudio de tamano de prue-
ba, en donde la muestra proviene de una distribuciéon normal asimétrica, basta realizar el
calculo variando unicamente el parametro de forma dejando fijo el valor de los parametros
de localidad y escala ya que la estadistica de prueba sera invariante a cambios de localidad

y escala. Por conveniencia se utilizan £ =0y w = 1.

A continuacién se describe el procedimiento para estimar el tamano de las pruebas mediante

simulacién Monte Carlo.

Dado el juego de hipétesis en (4.1),

1. Generar una muestra aleatoria de tamano n de una distribucién SN (0,1, \), es decir,

38



5.1. Obtencion del tamano y potencia de la prueba

asumiendo Hy verdadera.

2. Sobre dicha muestra llevar a cabo la prueba de bondad de ajuste de interés, ya sea
A (1), A (2), B o C, y determinar si se rechaza o no Hy, para un tamano de prueba
a € [0,1].

3. Generar N muestras Monte Carlo como en el paso 1 para llevar a cabo N veces el paso

2.

4. Calcular la proporciéon de rechazos obtenidos en las N repeticiones para un tamano

« € [0,1]. La proporcién anterior es una estimacién del tamano de la prueba.

Para el caso del presente estudio, se realizaron N = 5000 repeticiones Monte Carlo de
muestras aleatorias de tamano n = 100 para un nivel a=0.05. Dado que las distribuciones
de las estadisticas de prueba de las cuatro propuestas varian bajo cambios en el parametro
de forma A\, se realizé el calculo del tamano estimado de prueba para distintos valores de A

en donde es factible observar cambios significativos, es decir, para A € [-20,20].

Por tltimo, en la estimacién del tamano de las pruebas A (2) y B se utilizaron 200 muestras

bootstrap puesto que estas pruebas requieren dicho método para su funcionamiento.

Para el calculo de la potencia de las pruebas se sigue un algoritmo similar al anterior pero

asumiendo Hj falsa, se detalla a continuacién:

Dado el juego de hipétesis en (4.1),

1. Generar una muestra aleatoria de tamano n de una distribucién diferente a la SN (&, w, \),

es decir, asumiendo H, falsa.

2. Sobre dicha muestra llevar a cabo la prueba de bondad de ajuste de interés, ya sea
A (1), A (2), B o C y determinar si se rechaza o no Hy, para un tamano de prueba
a € [0,1].

3. Generar N muestras Monte Carlo como en el paso 1 para llevar a cabo N veces el paso
2.

4. Calcular la proporciéon de rechazos obtenidos en las N repeticiones para un tamano
a € [0,1]. La proporcién anterior es una estimacion de la potencia de la prueba con N
repeticiones, para muestras bajo la hipotesis alternativa de tamano n para un tamano

de prueba « € [0, 1].
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5.1. Obtencion del tamano y potencia de la prueba

Para el caso del presente estudio, se realizaron N = 5000 repeticiones Monte Carlo de mues-
tras aleatorias de tamanos n = 50, n = 100, n = 300 y n = 500 de distintas distribuciones
alternativas, para un nivel «=0.05. Como en el caso del tamafo, para las pruebas A (2) y B
se utilizaron 200 muestras bootstrap puesto que requieren dicho método para su funciona-

miento.

A continuacién se describen brevemente las distribuciones alternativas utilizadas en el estudio
de potencia, se presenta su funcion de densidad, la parametrizacion utilizada y el soporte de

cada una.
Distribucion t-student

La funcién de densidad de una variable aleatoria X con distribucién ¢ — student, t(v), esta

dada por:

fx(z) = NIO) <1+"%2)_2, (5.1)

donde v > 0 son los grados de libertad y x € R.

Esta alternativa fue utilizada para evaluar el desempeno de las pruebas para v = 2,4,5, y
v = 12. Para la generacién de niimeros aleatorios de esta distribucion se utilizé el paquete
“stats” de R.

Distribucion logistica

La funcion de densidad de una variable aleatoria X con distribucion logistica esta dada por:

_z—p
(& s

Tr— M 2’
s<1~|—e_ s“)

donde p es el parametro de localidad y s > 0 el de escala, y z € R.

fx(z) = (5.2)

Para el estudio de potencia, se utilizaron ;4 = 0 y s = 1, es decir, su versién estandar. La
generacion de numeros aleatorios de esta distribucién se llevd a cabo mediante el paquete
“stats” de R.

Distribuciéon Laplace
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5.1. Obtencion del tamano y potencia de la prueba

La funcién de densidad de una variable aleatoria X con distribucién Laplace esta dada por:

Fu(e) = goeap (—@) | (53)

donde p es el parametro de localidad, b > 0 el de escala, y x € R.

Para el estudio de potencia, se utilizaron y = 0 y b = 1, es decir, su versién estandar. La
generacion de numeros aleatorios de esta distribucién se llevd a cabo mediante el paquete
“smoothmest”, (Hennig, 2012), de R.

Distribucion Uniforme

La funcién de densidad de una variable aleatoria X con distribucién uniforme (a,b) estd

dada por:

Fi(z) = { ﬁ para x € [a, b| (5.4)

donde —co <a<b<ooyz€lab).

Para el estudio de potencia, se utilizaron a = 0 y b = 1. La generacién de niimeros aleatorios

de esta distribucién se llevé a cabo mediante el paquete “stats” de R.
Distribucion Beta

La funcién de densidad de una variable aleatoria con distribucién Beta esta dada por:

o 1(1 — x)ﬁ*1
B(a, )

donde B(a, 5) = %, a, > 0 son parametros de forma, y = € (0, 1).

fx(z) =

Se utilizaron dos pares diferentes de valores de los pardmetros (o = 0.5, = 0.5) y (a =
1,8 = 3). La generacién de numeros aleatorios de estas distribuciones se llevé a cabo me-

diante el paquete “stats” de R.

Distribucion Cauchy
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5.1. Obtencion del tamano y potencia de la prueba

La funcién de densidad de una variable aleatoria X ~ Cauchy(m, k) esta dada por:

_ 1
k14 (222)°]

donde m es el pardmetro de localidad y k& el de escala, y = € R.

fx(z) (5.6)

El estudio de potencia se realizd sobre muestras aleatorias de una distribucion Cauchy con
parametros m = 0 y k£ = 1. La generacion de ntimeros aleatorios de estas distribuciones se

llevo a cabo mediante el paquete “stats” de R.
Distribucion Gumbel

La funcién de densidad de una variable aleatoria X ~ Gumbel(,0) esta dada por:

fx(z) = ge’(”e_z), (5.7)

donde z = “10%5, ¢ es el pardmetro de localidad y # > 0 el de escala, y « € R.

El estudio de potencia se realizé sobre muestras aleatorias con pardametros £ =0y 6 = 1.
La generacion de nimeros aleatorios de estas distribuciones se llevé a cabo mediante una

funcién creada en el programa R que se muestra en los anexos de este documento.
Distribucién Lognormal

La funcién de densidad de una variable aleatoria X ~ lognormal(ju, o) esta dada por:

1 _nep?

fx(z) = e 202 (5.8)

To\ 2T

donde p e R,0 >0y x € R".

Se utilizaron dos combinaciones de los parametros de esta distribuciéon para el estudio de
potencia, u =0y 0 =0.5y p =07y o = 1.5. La generaciéon de nimeros aleatorios de estas

distribuciones se llevé a cabo mediante el paquete “stats” de R.

Distribucion exponencial
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5.1. Obtencion del tamano y potencia de la prueba

La funcién de densidad de una variable aleatoria X ~ exp()) estd dada por:

fx(z) = e, (5.9)

donde A > 0 es el inverso del pardametro de escala y x € R*.

Se consider6 un valor de A = 1, es decir, su forma estandar. La generaciéon de nimeros

aleatorios se llevo a cabo mediante el paquete “stats” de R.
Distribucién gamma

La distribuciéon gamma también fue considerada en el estudio como distribucién alternativa.

La funcién de densidad de una variable aleatoria X ~ gamma(a, 3) estd dada por:

Ba a—1_-—pBx

fx(z) = ra” ° (5.10)

donde o > 0 es el pardmetro de forma, § > 0 el inverso del pardmetro de escala y z € RT.

Las potencias se estimaron para o = 0.5 y = 1. La generaciéon de nimeros aleatorios se

llevé a cabo mediante el paquete “stats” de R.
Distribucion Weibull

La funcién de densidad de una variable aleatoria X ~ Weibull(k, \) esta dada por:

Fy(z) = k (§>k1 6—(9&//\)'“’ (5.11)

donde A € R* es el pardmetro de escala, k € RT el pardmetro de forma y x € R*.

Las potencias se estimaron para A = 1 y £ = 0.75. La generacién de nimeros aleatorios se

llevé a cabo mediante el paquete “stats” de R.
Distribucion ¢ asimétrica

La funcién de densidad de una variable aleatoria X con distribucién t-asimétrica con parame-

tro de forma A\ y v grados de libertad, denotada como st(\, v) estd dada por:
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5.1. Obtencion del tamano y potencia de la prueba

R G a2\~ 1w
fX(x) _2fTu< )F<)‘ )_QMF (%) <1+ V) FTV+1 <)‘ V(V—I—JJQ)) (5'12>

donde A € R, x € R, fr,(z) es la densidad de una distribucién t con v grados de libertad y

Fr,, (x) es la funcién de distribucién de fr, ., ().

Las potencias se estimaron para A = 0.5y v = 1, 5 y 10. La generacion de nimeros aleatorios

se llevé a cabo mediante el paquete “sn” (Azzalini, 2018) de R.
Distribucion Laplace asimétrica

Otra densidad asimétrica considerada es la Laplace asimétrica. La funciéon de densidad de

una variable aleatoria X ~ sLaplace(pu, o, \) estd dada por:

e~ Mz—p/o) para z > "
= p) =
fX (‘r> = )\e(z(};/)\\o’) (513)
s d.o.m.

donde pu, A e R, o0 >0y z eR.

Las potencias se estimaron para = 0,0 = 1y A = 0.5. La generaciéon de nimeros aleatorios

se llevé a cabo mediante el paquete “rmutil” (Swihart y Lindsey, 2017) de R.
Distribucion Cauchy asimétrica

Otra densidad asimétrica considerada es la Cauchy asimétrica con parametros de localidad
y escala 0 y 1 respectivamente. La funcién de densidad de una variable aleatoria X ~
sCauchy(0,1, \) estd dada por:

1 + 2arctan(Az) /7|
m(x?)

fx(z) =2f(z)F(\x) = [ (5.14)

donde A e Ry z € R.

Las potencias se estimaron para A = 1. La generacion de nimeros aleatorios se llevé a cabo

mediante el paquete “sn” (Azzalini, 2018) de R.

Distribucion Pareto generalizada
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5.2. Otras pruebas para la distribucién SN

Otra densidad considerada en el estudio de potencia es la Pareto generalizada. La funcién

de densidad de una variable aleatoria X ~ gp(u,o,§) estd dada por:

ENE V=)
fx(z) = % <1 +ét “) : (5.15)

o

donde z > pparal >0y u <z <p—oc/fpara <0, u € R es el pardmetro de localidad,
o € R" el de escala y £ € R el de forma.

Las potencias se estimaron para muestras aleatorias de las distribuciones gp(0,1,0.15) y
gp(0,1,0.5). La generacién de nimeros aleatorios se llevé a cabo mediante el paquete “Spa-
tialExtremes” (Ribatet, 2018) de R.

5.2. Otras pruebas para la distribucién SN

Para tener una idea del funcionamiento de las pruebas propuestas, en el estudio de potencia
realizado en etse trabajo, se incluyé la prueba de correlacién propuesta por Pérez-Rodriguez
y Villasenior (2010) quienes a su vez contrastan su trabajo con pruebas existentes anterior-

mente. Una idea general de esta prueba se muestra a continuacién:

Dada una muestra aleatoria X7, Xs, ..., X, con densidad f(z), soporte en R con media y

varianza finitas, se desea probar la hipétesis nula en (4.1).

Para un A fijo, digamos A\, P(X < z) = F), (%_5), donde F), es la funcién de distribucion
acumulada de Z ~ SN()g). Ademds, la funcién de distribucién empirica de la muestra
F,(x) es un estimador consistente de P(X < z), entonces, F), (%‘5) ~ F,(x), por lo tanto,
v = Fy, Y(E () = sz—f Por lo anterior, se espera que bajo la hipétesis nula exista una

fuerte relacion lineal entre las variables x}s y v]s.

La estadistica de prueba utilizada es:

rr=Corr(X,V) = !




5.2. Otras pruebas para la distribucién SN

donde A\ para el calculo de las variables V; es reemplazado por el estimador de momentos
de A.

Se rechaza la hipdtesis nula en (4.1) para un nivel de significancia a € [0, 1] si 7 < C, (),

donde C, () es tal que:

La distribucién de ) bajo H, para distintos valores de A se obtiene mediante bootstrap
paramétrico. Se rechaza la hipétesis nula en (4.1) para un nivel de significancia « € [0, 1] si

ri < Cp(a), el cual denota el cuantil 100 % de dicha distribucién.

Esta prueba requiere que existan la media y la varianza de la poblacion muestreada para que

esté bien definido el coeficiente de correlacion, el cual es la estadistica de prueba utilizada.

Otra de las pruebas utilizadas en este estudio de potenica como referencia del funcionamiento

de este trabajo es la que desarrollé Meintanis (2007).

Dada una muestra aleatoria X, X, ..., X,, se desea probar la hipdtesis nula
Hy : la distribucion de X; es SN (&, w, )

para algin A, £ € Ry w >0

la estadistica de prueba utilizada es

Tn,a =+/n sup

—a<t<a

En@)‘ (5.16)
la cual es calculada para valores de a cercanos a 0 y evaluando:

Dy (t) = Mj(t) — tM, (1)

— exp

B A 2 [t2<1_ 22 >]
VigeVm L2 1422/ 0

n

donde ) es un estimador consistente de A, M, (t) = LD exp(txgé) parai=1,2,...nyt
eR.
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5.3. Tamano estimado de prueba

Los estimadores utilizados son estimadores momentos y se muestran a continuacion:

-2
fZYn_Qpn\/j
T

donde

" 1/3
A 1 - mg |73 1 _
5:—,5,3:—2(3@—5@%%:( —) ym3:—§j(n—yn)3.
V14 )2 n 4—7V 2 n

El valor de a en donde se evalia la ecuacion (5.16) es a = 0.2 con pasos de 0.001a para poder

evaluar en un nA°mero finito de puntos el intervalo (—a, a).

La prueba resultante es de cola derecha y la distribucion de la estadistica de prueba es
aproximada usando bootstrap paramétrico, la constante critica asociada es el cuantil (1 —
«)100 % de dicha distribucién. Entonces, se rechaza Hy si el valor calculado de la estadistica

de prueba es mayor que la constante critica.

5.3. Tamano estimado de prueba

Una de las caracteristicas deseables de una prueba de bondad de ajuste consiste en que ésta

preserve el tamano deseado.

En las Figuras 5.1 a 5.4 se presentan los resultados del tamano estimado de cada propuesta y
su comportamiento para los distintos valores de A considerados en el estudio, correspondientes

a muestras aleatorias de tamano n = 100 y un tamano de prueba nominal o = 0.05.
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5.3. Tamano estimado de prueba
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Figura 5.1: Tamario estimado de la prueba A(1) para valores del pardmetro de forma en
el intervalo [—20, 20], n=100, « = 0.05.

Para la prueba A (1) en la Figura 5.1 se puede observar que el tamano de la prueba se man-
tiene por debajo del nivel establecido a=0.05 excepto quizad para los valores del pardmetro
de forma cercanos a -20 y a 20, en donde el tamano estimado estd alrededor de 0.06. Lo
anterior puede deberse exclusivamente a la variabilidad introducida por la simulacién, sin

embargo, es evidente que la prueba preserva el nivel deseado.

0.1
——Prueba A(2)
0.09

0.08
0.07
0.06
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h

Figura 5.2: Tamaro estimado de la prueba A (2) para valores del pardmetro de forma en
el intervalo [—20, 20], n=100, o = 0.05.
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5.3. Tamano estimado de prueba

En la Figura 5.2 se observa que el tamano de la prueba A (2) se mantiene por debajo o
cercano a a=0.05. Los valores que sobrepasan el nivel nuevamente se encuentran alrededor
de 0.06 aunque, como ya se menciond, estos excedentes pueden ser explicados por el uso de

simulacién.

0.1
—Prueba B
0.09
0.08
0.07
0.06

NN

0.03

Tamarfio de la prueba

0.02

0.01

Figura 5.3: Tamano estimado de la prueba B para valores del pardametro de forma en el
intervalo [—20, 20], n=100, a = 0.05.

En el caso de la prueba B el tamano estimado de la prueba se comporta de una manera
satisfactoria (ver Figura 5.3), ya que no presenta ninguna tendencia y todos los valores se
encuentran cerca de a = 0.05. Lo anterior indica que el nivel de la prueba se conserva para

distintos valores del parametro de forma.
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Figura 5.4: Tamano estimado de la prueba C para valores del pardametro de forma en el
intervalo [—20, 20], n=100, « = 0.05.

Para la ultima propuesta, la prueba C, el tamano estimado para los distintos valores del
pardmetro de forma, no sobrepasa el nivel establecido a=0.05 (ver Figura 5.4). Se observa
una ligera disminucién del tamano alrededor del valor A = 0, lo cual puede hacer que contra

distribuciones con menor asimetria la prueba tenga menor potencia.

La Tabla 5.1 presenta los tamanos de prueba estimados para distintos valores de A. Se
incluyen ademas los resultados de las pruebas de bondad de ajuste r, desarrollada por Pérez-
Rodriguez y Villasenor (2010), y la prueba de tipo Kolmogorov-Smirnov, D,,, propuesta por
Meintanis (2007). En el apartado de Anexos se reportan los tamanos de prueba estimados
con distintos tamafnos de muestra (n = 50 y n = 500), en donde se puede verificar que
las estimaciones no dependen de n. Los tamanos de prueba reportados en la Tabla 5.1 se

encuentran redondeados a dos cifras decimales para facilitar su lectura.

Para el tamano de prueba, se observan valores muy cercanos al nivel de significancia a=0.05
para todas las pruebas, lo que confirma que tiene sentido llevar a cabo una comparacion en
su desempeno ante otras distribuciones alternativas. En el caso de la prueba de Meintanis
(2007) existe cierto descontrol para valores del pardmetro mayores que 2.5. Por lo anterior,

esta prueba no sera incluida en el estudio de potencia.

Una vez que se ha confirmado que cada prueba propuesta preserva el nivel deseado, es

importante revisar otra de las caracteristicas mas importantes, que es la potencia.
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5.3. Tamano estimado de prueba

Tabla 5.1: Tamano estimado de las pruebas para diferentes valores del parametro de for-
ma, correspondiente a muestras aleatorias de tamanio n=100 y o = 0.05.

Lambda A (1) A (2) B C Tk D,

-20 0.05 0.04 0.04 0.05 0.05 0.01
-15 0.05 0.04 0.06 0.04 0.04 0.01
-10 0.03 0.04 0.04 0.05 0.04 0.01
-5 0.02 0.05 0.06 0.04 0.03 0.01
-2.5 0.01 0.05 0.05 0.04 0.03 0.02
-2 0.02 0.05 0.04 0.04 0.02 0.02
-1.5 0.03 0.06 0.06 0.05 0.01 0.04
-1 0.04 0.06 0.05 0.04 0.01 0.06
-0.5 0.05 0.07 0.04 0.04 0.01 0.05
0 0.04 0.05 0.05 0.04 0.01 0.05
0.5 0.04 0.06 0.05 0.04 0.01 0.06
1 0.05 0.06 0.05 0.04 0.01 0.04
1.5 0.03 0.06 0.06 0.04 0.02 0.02
2 0.02 0.05 0.04 0.04 0.02 0.03
2.5 0.01 0.05 0.05 0.04 0.03 0.03
) 0.02 0.04 0.05 0.05 0.03 0.17
10 0.03 0.04 0.05 0.04 0.04 0.29
15 0.05 0.05 0.04 0.05 0.04 0.33
20 0.05 0.03 0.04 0.05 0.05 0.33
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5.4. Potencia estimada de las pruebas

A continuacion se muestra el desempeno de cada propuesta a través de la estimacién de su
potencia para cuatro tamanos de muestra distintos. Se realizé el andlisis con muestras alea-
torias de distintas distribuciones alternativas, las cuales fueron seleccionadas de tal manera
que se cubriera un espectro amplio de comportamientos probabilisticos, es decir, se incluyen
distribuciones con parametros de localidad y escala, de forma, de cola ligera, pesada, etcéte-
ra. Para mejor comprension de los resultados se agregan el coeficiente de asimetria (CA) y

el de curtosis (CK) de cada distribucién alternativa.

La potencia estimada de las pruebas propuestas es alta bajo algunas distribuciones alterna-
tivas, por ejemplo, en el caso de la distribucion Gamma (0.5, 1), en donde la potencia es
1.

Haciendo referencia a los valores de la Tabla 5.2, la cual presenta las potencias estimadas
de las pruebas bajo las distribuciones alternativas consideradas con muestras aleatorias de
tamafio n = 50 y a = 0.05, a partir de la distribucién Pareto generalizada (0.15) (con
parametro de localidad cero y escala uno), se puede observar un desempefio sobresaliente
de las cuatro propuestas, lo que indica que, para distribuciones con un coeficiente de asi-
metria y curtosis elevado, cualquiera de las cuatro propuestas puede ser utilizada con buenos

resultados, incluso mejores que las pruebas ya existentes.

Ademas, note que las distribuciones exponencial estandar y Laplace asimétrica son bien iden-
tificadas bajo las propuestas A (1), A (2) y B, sin embargo la propuesta C (transformacién a
variables aleatorias normales) tiene una menor potencia. También para estas distribuciones,

las pruebas propuestas representan una alternativa mejor que las pruebas existentes.

Para el caso de las distribuciones asimétricas que tienen coeficientes de asimetria y curtosis
menores como lognormal (0, 0.5), st (0.5,5), ¢ asimétrica, Beta (1,3) y Gumbel estdndar, las
pruebas propuestas tienen una potencia menor a las pruebas ya existentes, las proporciones
de rechazo bajo la hipotesis alternativa son bajas, es decir que dichas distribuciones pueden
confundirse con una distribucién normal asimétrica de manera frecuente con muestras alea-
torias de tamano 50. Lo anterior puede ser no del todo légico ya que la distribucién Beta,
por ejemplo, tiene soporte acotado mientras que la normal asimétrica no, o la distribucion
log-normal, cuyo soporte son los reales positivos, sin embargo se debe recordar que la dis-

tribucion normal asimétrica cuenta con un parametro de forma, adicional a los de localidad
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Tabla 5.2: Potencia estimada de las pruebas para muestras de tamano n=50, a = 0.05.

CA CK Distribucion alterna A(1) A2 B c
S
0 3.8  t(12) 0.06 0.05 0.07  0.09 0.07
0 4.2 Logistica estandar 0.07 0.08 0.12 0.13 0.12
0 9.0 t(5) 012 015 025 025 0.29
0 nd t(4) 0.20 0.24 0.34 0.34 0.40
0 6.0  Laplace estandar 0.27 0.29 0.50 0.36  0.49
0 4.8  Uniforme(0,1) 0.42 0.33 040  0.57 0.31
nd nd  t(2) 0.65 0.69 0.83  0.77 -
0 1.5  Beta(0.5,0.5) 0.96 0.87 0.89 0.85 0.89
nd nd  Cauchy estandar 0.99 0.99 1.00 0.99 -
A
1.1 5.4  Gumbel estandar 0.06 0.07 0.08 013 0.14
-0.9 8.5  st(0.5,10) 0.07 0.07 0.10 0.11 0.16
0.7 3.1  Beta(1,3) 0.20 0.12 0.10 0.04 0.02
-0.3  13.6 st(0.5,5) 0.13 0.16 023 0.25 0.38
1.8 8.9  Lognormal (0,0.5) 0.17 0.17 0.17 027 0.31
1.8 8.6  Laplace asimétrica (0.5) 0.64 0.65 0.66 041 0.49
2.0 9.0  Exponencial estandar 0.82 0.72 0.71  0.52 0.51
3.5  33.5 Pareto generalizada (0.15)  0.94 0.90 091 077 0.73
2.8 15.0 Gamma(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 0.96 0.90
124 287  Weibull (0.75, 1) 1.00 0.99 099 095 0.89
nd nd  st(0.5,1) 0.98 0.98 1.00 0.98 -
nd nd  sCauchy(1) 0.99 099 1.00 0.98 -

33.47 10078 Lognormal (0,1.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99
nd nd  Pareto Generalizada (0.5) 1.00 1.00 1.00 0.98 -

- Potencia no estimada ya que no existe el segundo momento de la distribucion
alternativa, CA=coeficiente de asimetria, CK=coeficiente de curtosis, S=simétrica,
A=asimétrica, nd=no definido.
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y escala, por lo que tiene una mayor flexibilidad y por lo tanto puede adoptar un mayor

numero de formas reconocibles.

Por su parte la distribucion t asimétrica, como en el caso simétrico para la distribucién
normal, generalmente es una buena aproximacién de la distribucién normal asimétrica con-
forme los grados de libertad aumentan. Por lo anterior es de esperar que, conforme el niimero
de grados de libertad aumente, las pruebas tengan menor potencia. Un claro ejemplo es el
comportamiento de las pruebas bajo las alternativas st(0.5,5) y st(0.5,10). En estos casos la

prueba 7 tiene mayor potencia que cualquiera de las propuestas en este trabajo.

Ahora, si se presta atencion a las distribuciones simétricas, las distribuciones que mejor son
diferenciadas por las pruebas propuestas son la Cauchy estandar, Beta(0.5,0.5) y #(2). Las
pruebas A (1) y C son preferibles contra las primeras dos, para la ¢(2) la potencia més alta

es de la prueba B (AD con bootstrap).

Para el caso de la distribucién uniforme (0,1) la prueba que tiene mayor potencia es B. Esta
distribucion también es de soporte acotado sin embargo ninguna prueba logra diferenciarla

de manera concluyente de una distribucién normal asimétrica.

Las pruebas B y 7} alcanzan practicamente la misma potencia con la distribucién Laplace
estandar en la hipotesis alternativa, a pesar de que esta potencia no es alta, son las mejores

opciones si se sospecha que los datos pueden provenir de dicha distribucién.

Por otro lado, como ya se mencioné, la distribucién t puede aproximar el comportamiento de
una distribucién normal de manera més precisa conforme sus grados de libertad aumenten.
Hay que recordar que la distribucion normal es un caso particular de la familia normal
asimétrica, por lo tanto se espera que, conforme los grados de libertad aumenten, las pruebas
sean menos potentes. Se puede apreciar en los resultados que para las alternativas t(4), t(5)
y t(12) la potencia de todas las pruebas disminuye considerablemente, sin embargo la que

tiene el mejor desempernio es la propuesta C seguida por la prueba 7.

Para la distribucion logistica estandar las potencias también son bajas, siendo la propuesta

C y B y la prueba 7} las que presentan los valores mas altos.

La Tabla 5.3 presenta la potencia estimada de las pruebas para un tamano de muestra n=100
y a = 0.05. En esta tabla se puede visualizar como el aumento en el tamano de muestra

provoca un aumento en la potencia de cada prueba. El mayor crecimiento en potencia se
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observa en la prueba 7} mientras que de las pruebas propuestas el aumento mayor fue en B.

Tabla 5.3: Potencia estimada de las pruebas para muestras de tamano n=100, o = 0.05.

CA CK Distribucién alterna A(l) A(2) B c
S
0 3.8  t(12) 0.05 0.07 0.13 0.12 0.10
0 4.2 Logistica estandar 0.08 0.09 0.24 0.20 0.20
0 9.0 t(5) 0.19 0.23 045 0.41 047
0 nd  t(4) 0.30 0.36 0.62 0.55 0.62
0 6.0  Laplace estandar 0.46 0.48 0.83 0.58 0.76
0 4.8  Uniforme(0,1) 0.83 0.83 094 095 0.93
nd nd  t(2) 0.88 0.89 098  0.95 -
0 1.5  Beta(0.5,0.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  Cauchy estandar 1.00 1.00 1.00 1.00 -
A
1.1 5.4 Gumbel estandar 0.07 0.11 0.12 0.16 0.22
-0.9 8.5  st(0.5,10) 0.06 0.08 0.14 0.14 0.25
0.7 3.1 Beta(1,3) 0.21 0.14 0.16 0.05 0.01
-0.3  13.6 st(0.5,5) 0.19 0.23 045 0.41 0.58
1.8 8.9  Lognormal (0,0.5) 0.26 0.28 030 0.39 0.45
1.8 8.6  Laplace asimétrica (0.5) 0.91 0.95 094 0.66 0.75
2.0 9.0  Exponencial estandar 0.96 0.92 0.93 080 0.76
3.5  33.5 Pareto generalizada (0.15) 1.00 1.00 0.99 0.96 0.92
2.8 15.0 Gamma(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99
124 28.7  Weibull (0.75, 1) 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99
nd nd  st(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00 -
nd nd  sCauchy(1) 1.00 1.00 1.00 1.00 -
33.47 10078 Lognormal (0,1.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

nd nd  Pareto Generalizada (0.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 -

- Potencia no estimada ya que no existe el segundo momento de la distribucion
alternativa, CA=coeficiente de asimetria, CK=coeficiente de curtosis, S=simétrica,
A=asimétrica, nd=no definido.

En general el comportamiento de las potencias estimadas con muestras aleatorias de tamano
50 se mantiene, sin embargo existen casos en donde no es asi. Por ejemplo, la prueba A (1)
presentaba la mayor potencia contra la distribucién uniforme (0, 1) para n=50, no obstante la
mayor potencia para n=100 se obtiene con la propuesta C. De igual forma para la distribucién
t(2) la propuesta B es la que tiene un mejor desempeno. Para la distribucién Beta (0.5, 0.5)
y Cauchy estandar, cualquier prueba propuesta es igual de efectiva a partir de este tamano

de muestra.
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5.4. Potencia estimada de las pruebas

Lo mismo ocurre con las distribuciones asimétricas que presentan mayor asimetria y curtosis
(Pareto generalizada (0.15) hacia abajo en la Tabla 5.3), cualquier prueba puede ser utilizada
y se obtendran potencias altas. Para el resto de las distribuciones asimétricas con muestras
aleatorias de tamano 100, se mantiene el comportamiento observado con muestras de tamano
50.

La Tabla 5.4 contiene la potencia estimada de cada prueba con un tamano de muestra n=300
y a = 0.05. Se observa un comportamiento creciente general de la potencia y a continuacion

se detallan los cambios en el orden de recomendacion de uso de las pruebas.

Para el tamano de muestra n = 300 y con alternativas simétricas, la propuesta B es la opcién
mas recomendable. Para el caso de las alternativas asimétricas hay cinco distribuciones en
donde ninguna prueba alcanza el valor de potencia maxima, Gumbel estdndar, st (0.5, 10),
Beta (1, 3), st (0.5, 5) y lognormal (0, 0.5). Para la alternativa lognormal (0, 0.5) las pruebas C
y r¥ funcionan mejor que las demds y para la distribucién st (0.5, 10) la prueba 7 funciona
mejor, al igual que para la st (0.5, 5), aunque para esta ultima, la propuesta B compite
bastante bien con la prueba 7. Finalmente para la distribucién Beta (1, 3) la propuesta A

(1) y B son recomendables y para la alternativa Gumbel estandar la propuesta B y C.

Por tultimo la Tabla 5.5 presenta la potencia estimada de las pruebas para un tamano de
muestra n=>500 y a = 0.05, y se detallan los cambios en el comportamiento de la potencia

de cada prueba.

Para un tamano de muestra n=500 la mayor parte de las distribuciones asimétricas pre-
sentadas en este estudio, son distinguibles de una distribucién normal asimétrica mediante

cualquiera de las pruebas propuestas y ya existentes.

Para el caso de la distribucién lognormal, la propuesta que mayor potencia tiene es la C, sin

embargo las pruebas ya existentes son las que tienen un mejor desempeno.

La potencia registrada para la distribucién alternativa st (0.5, 5) es aproximadamente de la
misma magnitud entre la propuesta B y la prueba r} que son las que tienen potencias més

grandes.

En cuanto a las distribuciones Beta (1, 3), st (0.5, 10) y Gumbel estandar se observa que la
potencia es mayor que con muestras de tamano n=300, sin embargo no son valores elevados.

Para la distribucién Beta (1, 3) es recomendable usar la propuesta C o la A (1), r} para la
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Tabla 5.4: Potencia estimada de las pruebas para muestras de tamano n=300, o = 0.05.

CA CK Distribucion alterna A(1) A2 B c

S

0 3.8  t(12) 0.07 0.08 025 0.22 0.13
0 4.2 Logistica estandar 0.13 0.19 0.57 039 0.39
0 9.0 t(5) 0.39 0.45 0.88 0.77 0.88
0 nd  t(4) 0.66 0.72 0.96 0.90 0.76
0 6.0  Laplace estandar 0.88 0.90 1.00 091 0.92
0 4.8  Uniforme(0,1) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  t(2) 1.00 1.00 1.00 1.00 -

0 1.5  Beta(0.5,0.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  Cauchy estandar 1.00 1.00 1.00 1.00 -
A

1.1 5.4  Gumbel estandar 0.11 0.28 030 0.32 0.26
-0.9 8.5  st(0.5,10) 0.08 0.12 0.35 0.28 0.55
0.7 3.1  Beta(1,3) 0.33 0.23 0.23 0.08 0.01
-0.3  13.6 st(0.5,5) 0.43 0.52 0.88 0.73 0.92
1.8 8.9  Lognormal (0,0.5) 0.59 0.68 0.66 0.72 0.71
1.8 8.6  Laplace asimétrica (0.5) 1.00 1.00 1.00 0.99 1.00
2.0 9.0  Exponencial estandar 1.00 1.00 1.00 1.00 0.88
3.5 33.5  Pareto generalizada (0.15) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
2.8 15.0 Gamma(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
124 287  Weibull (0.75, 1) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  st(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00 -
nd nd  sCauchy(1) 1.00 1.00 1.00 1.00 -

33.47 10078 Lognormal (0,1.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  Pareto Generalizada (0.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 -

- Potencia no estimada ya que no existe el segundo momento de la distribucion
alternativa, CA=coeficiente de asimetria, CK=coeficiente de curtosis, S=simétrica,
A=asimétrica, nd=no definido.
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Tabla 5.5: Potencia estimada de las pruebas para muestras de tamano n=500, o = 0.05.

CA CK Distribucion alterna A(1) A2 B c

S

0 3.8  t(12) 0.08 0.11 0.39 031 0.15
0 4.2 Logistica estandar 0.19 0.25 0.80 0.56 0.43
0 9.0 t(5) 0.62 0.69 098 092 094
0 nd  t(4) 0.85 0.90 1.00 0.99 0.81
0 6.0  Laplace estandar 0.98 0.98 1.00 0.99 1.00
0 4.8  Uniforme(0,1) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  t(2) 1.00 1.00 1.00 1.00 -

0 1.5  Beta(0.5,0.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  Cauchy estandar 1.00 1.00 1.00 1.00 -
A

1.1 5.4  Gumbel estandar 0.17 0.42 0.44 045 047
-0.9 8.5  st(0.5,10) 0.11 0.17 0.53 037 0.72
0.7 3.1  Beta(1,3) 0.43 0.34 0.39 0.13 0.05
-0.3  13.6 st(0.5,5) 0.61 0.76 098 090 1.00
1.8 8.9  Lognormal (0,0.5) 0.79 0.89 0.88  0.90 0.99
1.8 8.6  Laplace asimétrica (0.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
2.0 9.0  Exponencial estandar 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
3.5 33.5  Pareto generalizada (0.15) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
2.8 15.0 Gamma(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
124 287  Weibull (0.75, 1) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  st(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00 -
nd nd  sCauchy(1) 1.00 1.00 1.00 1.00 -

33.47 10078 Lognormal (0,1.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
nd nd  Pareto Generalizada (0.5) 1.00 1.00 1.00 1.00 -

- Potencia no estimada ya que no existe el segundo momento de la distribucion
alternativa, CA=coeficiente de asimetria, CK=coeficiente de curtosis, S=simétrica,
A=asimétrica, nd=no definido.
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st (0.5, 10) y %, B o C para Gumbel estandar.

En las distribuciones simétricas se observan potencias de prueba bastante buenas excep-
to quizé en los casos donde las alternativas son t(12) y logistica estandar, las cuales son
las distribuciones que han presentado menor potencia para todos los tamanos de muestra

estudiados. En estos casos la propuesta B presenta potencias elevadas.

A continuacién, la Tabla 5.6 muestra el nimero veces que cada prueba es recomendable
sobre las demas, lo anterior hablando exclusivamente de las nueve alternativas simétricas y
las catorce asimétricas reportadas en las tablas anteriores. Note que las filas no suman nueve
y catorce respectivamente, esto se debe a que algunas pruebas tienen potencias iguales para

algunas alternativas y se cuenta como acierto para todas.

Tabla 5.6: Numero de alternativas en donde las pruebas estudiadas tienen la mayor po-

tencia.
n A(l) A2 B C
50  Simétricas 2 0O 4 0 5
Asimétricas 7 3 6 2 4
100 Simétricas 2 2 8 2 5
Asimétricas 9 8 6 T 7
300 Simétricas 4 4 9 4 5
Asimétricas 10 9 10 9 11
500 Simétricas 4 4 9 4 5
Asimétricas 9 9 9 10 13

Note que, para n=>50, la prueba 7 es recomendable para contrastar la distribucién normal
asimétrica contra mas alternativas simétricas que las otras propuestas aunque también la
propuesta B es recomendable. Para el caso de las alternativas asimétricas es recomendable

la propuesta A (1) y la B.

Para n=100 la propuesta B tiene mayor potencia para alternativas simétricas y las propuestas
A (1) y A (2) para las asimétricas. Para n=300, las pruebas propuestas tienen un desempeno
cercano a la prueba ;' contra distribuciones asimétricas, y para distribuciones simétricas el
mejor desempeno es el de la propuesta B. Por tltimo, para n=>500 la prueba 7 tiene el mejor

desempeno contrastando distribuciones asimétricas y la propuesta B las simétricas.
También se muestra en el apartado de Anexos, evidencia empirica de la consistencia de las

29



5.4. Potencia estimada de las pruebas

pruebas, es decir, el comportamiento de cada prueba conforme n crece para cada distribucion
alternativa. En dichas tablas se puede observar que, la potencia de las pruebas aumenta

conforme aumenta el tamano de muestra contra todas las alternativas consideradas.
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Capitulo 6

Aplicacion

Los datos presentados a continuaciéon son medidas de didmetro normal (didmetro a 1.30 m
del piso) obtenidos de una plantacién forestal de Eucalipto a una edad de 2.5, 4.7, 6 y 12
anos. La base de datos cuenta con 545 medidas de didmetro para la edad 2.5, 1200 para la
edad 4.7, 447 para la edad 6 y 677 para la edad 12.

Llevar a cabo el ajuste de modelos probabilisticos a esta clase de datos es importante en el
ambito forestal, ya que dichos modelos son utilizados para optimizar la cosecha y calcular el

valor de la produccién.

Para modelar estas observaciones generalmente se utiliza la distribucion Weibull de tres
pardmetros, la cual tiene el comportamiento de la distribucién en la ecuacién (5.11) pero
con un parametro de localidad. La eleccién de esta distribucion se debe a que puede adecuarse

bien a la forma de la distribucién de los datos y a su asimetria.

Los datos también pueden ser modelados por otras distribuciones y debido a sus carac-
teristicas es factible proponer como modelo la distribucién normal asimétrica. Se muestra un
analisis exploratorio simple de los conjuntos de datos de didmetros normales para las cuatro

edades distintas.

Como se puede ver en la Tabla (6.1), los datos son positivos y presentan asimetria, ademas

junto con la curtosis indican que la distribucién asociada a los datos es de cola ligera.

Como ya se menciond antes, este tipo de datos suelen modelarse bajo la distribucién Weibull,
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Tabla 6.1: Descriptivos béasicos de datos de diametros para cuatro edades distintas

Edad Min. 1lerQu. Median Media 3erQu. Max. CA CK

2.5 1.1 7.5 10.3 9.959 12.5 185 -0.3 2.6
4.7 1.3 10.38 13.4 13.16 16.1 265 -0.2 28
6 2.5 11.1 14.6 14.78 18.55 274 01 25
12 8 18.6 22.3 22.45 26 39.7 01 29

CA=coeficiente de asimetria, CK=coeficiente de curtosis

por lo que la Figura (6.1) muestra el ajuste de dos curvas a los datos, la distribucién Weibull
y la distribucién que deseamos probar, es decir, la normal asimétrica. Los pardmetros de la
distribucién normal asimétrica fueron estimados mediante el método de méaxima verosimili-
tud penalizado usando el paquete “sn” de R mientras que los pardmetros de la distribucion
Weibull de tres parametros fueron obtenidos por el método de L-momentos mediante el
paquete “lmom” (Hosking, 2017), de R.
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Figura 6.1: Ajuste de una distribucién Weibull3 y de una distribucién SN al didmetro
normal a los 2.5, 4.7, 6 y 12 anos.

La Figura 6.2 muestra el ajuste de las distribuciones Weibull y normal asimétrica sobre el

histograma de los datos en los cuatro casos.
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Figura 6.2: Ajuste de la funcién de distribucién acumulada de una distribucion Weibull3
y de una distribuciéon SN al didmetro normal a los 2.5, 4.7, 6 y 12 anos.

Los pardametros estimados de la muestra al ajustar una distribuciéon SN (&, w, A) y al ajustar

una distribucién Weibull3(p, A, k) se muestran en la Tabla 6.2.

Tabla 6.2: Parametros estimados de las distribuciones SN y Weibull3 para datos de didme-
tro normal a los 2.5, 4.7, 6 y 12 anos.

Distribucién SN Distribucion Weibull3

Edad ¢ & A fi A k
2.5 1345 498 -1.81 -7.73 19.12 5.72
4.7 1676 5.64 -1.32 -5.65 20.50 4.95
6  12.87 532 050 -0.11 16.60 3.27
12 19.04 6.72 082 4.88 19.56 3.36

Como lo muestran las Figuras 6.1 y 6.2 la distribucién normal asimétrica parece un modelo
razonable para modelar los datos, ya que tiene un comportamiento parecido a la distribucion

empirica de las observaciones.

En la Tabla 6.3, se muestran los resultados de las pruebas de bondad de ajuste propuestas
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en este trabajo. Se utiliz6 un a = 0.05 para todas las pruebas y 10, 000 muestras bootstrap

para el caso de las pruebas A (2) y B.

Tabla 6.3: Pruebas de bondad de ajuste para la distribucién normal asimétrica aplicada
a datos de diametro normal para cuatro edades distintas

2.5 anos 4.7 anos 6 anos 12 anos

Prueba Decision Decision Decision Decision

A (1) No Rechazar Rechazar No rechazar No rechazar
A (2) Norechazar Rechazar No rechazar No rechazar
B No rechazar Rechazar Rechazar  No rechazar
C No rechazar Rechazar No rechazar No rechazar

Para tres de los cuatro conjuntos de datos las pruebas de bondad de ajuste no descartan el
uso de la distribuciéon normal asimétrica como modelo apropiado para los datos explorados.
Sin embargo, para el caso de la edad 4.7 anos, las pruebas rechazan que las observaciones
provengan de una distribucién normal asimétrica a un nivel @ = 0.05. Este conjunto de datos
en particular tiene 1200 observaciones. En el caso del conjunto de datos de 6 anos de edad, la
prueba B rechaza que provengan una poblacién con distribucién normal asimétrica mientras

que las otras pruebas no rechazan que los datos sean de una poblacién normal asimétrica.
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Capitulo 7

Conclusiones

De los resultados obtenidos en los estudios de simulacién se puede concluir lo siguiente:

1. Con base en las propiedades de la distribucién normal asimétrica se lograron obtener
cuatro pruebas de bondad de ajuste cuyo desempeno es satisfactorio en términos de su

potencia contra las distribuciones alternativas estudiadas.

2. Mediante simulacion Monte Carlo fue posible obtener la potencia y el nivel de las

pruebas propuestas, todas ellas preservan el nivel de prueba fijado en a = 0.05.

3. Como parte de la simulacién Monte Carlo, la implementacion del bootstrap paramétrico
genera buenos resultados como método de aproximaciéon de la distribuciéon bajo la
hipétesis nula de la estadistica de prueba, ya que se preserva el nivel de las pruebas y

éstas alcanzan potencias elevadas en muchos casos.

4. Respecto al analisis comparativo con otros trabajos existentes, la potencia de las prue-
bas propuestas es mas alta que la de las pruebas contra las que se compararon bajo
muchas de las distribuciones alternativas consideradas, especialmente bajo distribucio-

nes asimétricas con tamanos de muestra moderados (50 y 100).

5. Las propuestas A (1) y C son computacionalmente més eficientes en cuanto al tiempo
de ejecucion que las pruebas ya existentes 7%, D,. Ademas estas propuestas tienen el
mismo desempeno en términos de potencia que las otras pruebas al probar con las
distribuciones alternativas asimétricas de cola pesada seleccionadas, para tamanos de

muestra mayores a 300.
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Anexos

Tamano de las pruebas para n =50 y n = 500

y a=0.05.

Tabla A.1: Tamano estimado de las pruebas propuestas con n= 50
Lambda A (1) A (2) B C

-20 0.06 0.05 0.04 0.06
-15 0.06 0.04 0.03 0.06
-10 0.04 0.04 0.03 0.05
-5 0.02 0.03 0.03 0.04
-2.5 0.04 0.04 0.03 0.05
-2 0.04 0.03 0.04 0.05
-1.5 0.05 0.06 0.04 0.05
-1 0.05 0.06 0.04 0.05
-0.5 0.04 0.06 0.03 0.05
0 0.04 0.05 0.05 0.04
0.5 0.05 0.06 0.03 0.04
1 0.05 0.06 0.04 0.04
1.5 0.05 0.05 0.03 0.05
2 0.03 0.04 0.03 0.04
2.5 0.03 0.04 0.03 0.05
) 0.02 0.03 0.04 0.05
10 0.05 0.04 0.03 0.06
15 0.07 0.04 0.03 0.05
20 0.06 0.04 0.04 0.05
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Tamano de las pruebas para n =50 y n = 500

Tabla A.2: Tamano estimado de las pruebas propuestas con n= 500 y a=0.05.

Lambda A (1) A (2) B C

-20 0.06 0.05 0.05 0.05
-15 0.05 0.05 0.03 0.04
-10 0.02 0.03 0.03 0.04
-5 0.02 0.03 0.03 0.04
-2.5 0.02 0.04 0.04 0.05
-2 0.03 0.03 0.04 0.05
-1.5 0.03 0.06 0.04 0.05
-1 0.04 0.05 0.04 0.06
-0.5 0.05 0.05 0.04 0.06
0 0.04 0.04 0.05 0.06
0.5 0.04 0.06 0.03 0.06

1 0.03 0.06 0.03 0.06
1.5 0.02 0.04 0.03 0.05
2 0.02 0.04 0.04 0.05
2.5 0.02 0.03 0.04 0.05
5 0.02 0.04 0.04 0.06
10 0.02 0.04 0.04 0.04
15 0.04 0.05 0.04 0.04
20 0.06 0.04 0.05 0.05
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Potencia de las pruebas conforme n crece

Tabla A.3: Potencia estimada de la prueba A (1) con n= 50, 100, 300, 500 y a=0.05.

n
Distribucion alternativa 50 100 300 500
t(12) 0.05 0.06 0.07 0.08
Logistica estandar 0.07 0.08 0.13 0.19
t(5) 0.12 0.19 0.39 0.62
t(4) 0.2 03 0.66 0.85
Laplace estandar 0.27 0.46 0.88 0.98
Uniforme (0,1) 0.42 0.83 1.00 1.00
t(2) 0.65 0.88 1.00 1.00
Beta(0.5,0.5) 0.96 1.00 1.00 1.00
Cauchy estandar 0.99 1.00 1.00 1.00
Gumbel estandar 0.06 0.07 0.11 0.17
st(0.5,10) 0.06 0.07 0.08 0.11
Beta(1,3) 02 021 033 043
st(0.5,5) 0.13 0.19 043 0.61
Lognormal (0,0.5) 0.17 0.26 0.59 0.79
Laplace asimétrica (1/2) 0.64 091 1.00 1.00
Exponencial estandar 0.82 096 1.00 1.00
Pareto generalizada (0.15)  0.94 1.00 1.00 1.00
Gamma(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00
Weibull (0.75, 1) 1.00 1.00 1.00 1.00
st(0.5,1) 0.98 1.00 1.00 1.00
sCauchy(1) 0.99 1.00 1.00 1.00
Lognormal (0,1.5) 1.00 1.00 1.00 1.00

Pareto Generalizada (0.5) 1.00 1.00 1.00 1.00

72



Potencia de las pruebas conforme n crece

Tabla A.4: Potencia estimada de la prueba A (2) con n= 50, 100, 300, 500 y a=0.05.

n
Distribucion alternativa 50 100 300 500
t(12) 0.05 0.07 0.08 0.11
Logistica estandar 0.08 0.09 0.19 0.25
t(5) 0.15 0.23 045 0.69
t(4) 024 036 0.72 0.90
Laplace estandar 0.29 0.48 0.90 0.98
Uniforme (0,1) 0.33 0.83 1.00 1.00
£(2) 0.69 0.89 1.00 1.00
Beta(0.5,0.5) 0.87 1.00 1.00 1.00
Cauchy estandar 0.99 1.00 1.00 1.00
Gumbel estandar 0.07 0.11 0.28 0.42
st(0.5,10) 0.07 0.08 0.12 0.17
Beta(1,3) 0.12 0.14 023 0.34
st(0.5,5) 0.16 0.23 0.52 0.76
Lognormal (0,0.5) 0.17 0.28 0.68 0.89
Laplace asimétrica (1/2) 0.65 0.95 1.00 1.00
Exponencial estandar 0.72 092 1.00 1.00
Pareto generalizada (0.15)  0.90 1.00 1.00 1.00
Gamma(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00
Weibull (0.75, 1) 099 1.00 1.00 1.00
st(0.5,1) 0.98 1.00 1.00 1.00
sCauchy(1) 0.99 1.00 1.00 1.00
Lognormal (0,1.5) 1.00 1.00 1.00 1.00

Pareto Generalizada (0.5)  1.00 1.00 1.00 1.00
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Potencia de las pruebas conforme n crece

Tabla A.5: Potencia estimada de la prueba B con n= 50, 100, 300, 500 y a=0.05.

n
Distribucion alternativa 50 100 300 500
t(12) 0.07 0.13 0.25 0.39
Logistica estandar 0.12 0.24 0.57 0.80
t(5) 0.25 045 0.88 0.98
t(4) 0.34 062 096 1.00
Laplace estandar 0.50 0.83 1.00 1.00
Uniforme (0,1) 0.40 094 1.00 1.00
£(2) 0.83 0.98 1.00 1.00
Beta(0.5,0.5) 0.89 1.00 1.00 1.00
Cauchy estandar 1.00 1.00 1.00 1.00
Gumbel estandar 0.08 0.12 0.30 0.44
st(0.5,10) 0.10 0.14 0.35 0.53
Beta(1,3) 0.10 0.16 0.23 0.39
st(0.5,5) 0.23 045 0.88 0.98
Lognormal (0,0.5) 0.17 0.30 0.66 0.88
Laplace asimétrica (1/2) 0.66 094 1.00 1.00
Exponencial estandar 0.71 0.93 1.00 1.00
Pareto generalizada (0.15)  0.91 0.99 1.00 1.00
Gamma(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00
Weibull (0.75, 1) 099 1.00 1.00 1.00
st(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00
sCauchy(1) 1.00 1.00 1.00 1.00
Lognormal (0,1.5) 1.00 1.00 1.00 1.00

Pareto Generalizada (0.5)  1.00 1.00 1.00 1.00
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Tabla A.6: Potencia estimada de la prueba C con n= 50, 100, 300, 500 y a=0.05.

n
Distribucion alternativa 50 100 300 500
t(12) 0.06 0.08 0.15 0.22
Logistica estandar 0.08 0.12 0.27 042
t(5) 0.17 0.31 0.67 0.88
t(4) 0.25 043 0.86 0.97
Laplace estandar 0.23 0.38 0.87 0.99
Uniforme (0,1) 0.22 0.79 1.00 1.00
£(2) 0.67 091 1.00 1.00
Beta(0.5,0.5) 092 1.00 1.00 1.00
Cauchy estandar 0.97 1.00 1.00 1.00
Gumbel estandar 0.10 0.14 0.30 0.44
st(0.5,10) 0.06 0.09 0.21 0.30
Beta(1,3) 0.16 021 032 044
st(0.5,5) 0.18 0.31 0.68 0.86
Lognormal (0,0.5) 0.21 0.34 0.70 0.90
Laplace asimétrica (1/2) 0.37 0.62 0.99 1.00
Exponencial estandar 0.54 0.80 1.00 1.00
Pareto generalizada (0.15)  0.93 0.99 1.00 1.00
Gamma(0.5,1) 1.00 1.00 1.00 1.00
Weibull (0.75, 1) 095 1.00 1.00 1.00
st(0.5,1) 0.97 1.00 1.00 1.00
sCauchy(1) 0.98 1.00 1.00 1.00
Lognormal (0,1.5) 1.00 1.00 1.00 1.00

Pareto Generalizada (0.5)  0.98 1.00 1.00 1.00
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Cédigos en el programa R

El cédigo siguiente permite simular niimeros pseudoaleatorios de una distribucién Gumbel(¢, 6).

rgumbel_w=function (n=100, xi=0, theta=1)
{

u=runif(n)

x=thetaxlog(—log (u))+xi

return(x)

Se muestran ademas los codigos necesarios para utilizar las pruebas propuestas en el presente
trabajo. Para ejecutar los codigos siguientes es necesario instalar los paquetes “sn” y “ADGofTest”

como sigue:

install . packages(”sn”)
install.packages(”ADGofTest”)
library (sn)

library (ADGofTest)

El cédigo para ejecutar la prueba A (1) es el siguiente:

st_calc=function (n)

{
muestra=rsn (n,0,1,20)
cp-w=sn.mple (y=muestra , opt . method="nlminb” ) $cp
w=cp2dp (cp-w, family="SN")
Y_s=((muestra—w[1])/w([2])" 2
AD _calc=ad. test (Y_s,pchisq,1) $statistic
return(AD_calc)

F _k_alpha=function (n,alpha)

{
AD dist=replicate (5000,st_calc(n))

orden=sort (AD _dist)
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cuant=>5000«(1—alpha)
k_alpha=orden [ cuant |

return(k_alpha)

pal=function (muestra, alpha)
{
rechazar=0
n=length (muestra)
cp-w=sn.mple (y=muestra ,opt.method="nlminb” ) $cp
w=cp2dp (cp_w, family="SN")
Y _s=((muestra—w[1])/w[2])" 2
AD calc=ad. test (Y_s,pchisq,1) $statistic
k_alpha=F _k_alpha(n,alpha)
if (AD_calc > k_alpha)

{

rechazar=1

}

return (rechazar)

El cédigo para ejecutar la prueba A (2) es el siguiente:

st_calc=function (muestra)

{
cp-w=sn.mple (y=muestra , opt . method="nlminb” ) $cp
w=cp2dp (cp_w, family="SN")
Y _s=((muestra—w[1])/w[2])" 2
AD calc=ad.test (Y_s,pchisq,1) $statistic
return (AD _calc)

boot=function (muestra ,alpha ,B)

{

rechazar=0
n=length (muestra)

cp-w=sn.mple (y=muestra , opt.method="nlminb” ) $cp
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w=cp2dp (cp-w, family="SN")
Y_s=((muestra—w[1])/w[2])" 2

AD _calc=ad.test (Y_s,pchisq,1) $statistic
AD_dist=replicate (B, st_calc(rsn(n,w[1l],w[2],w[3])))
orden=sort (AD_dist)

cuant=Bx(1—alpha)

k_alpha=orden [cuant ]

if (AD_calc > k_alpha)

{

rechazar=1

}

return(rechazar)

El cédigo para ejecutar la prueba B es el siguiente:

AD _st_calc=function (muestra)

{
cp-w=sn.mple (y=muestra ,opt . method="nlminb” ) $cp
w=cp2dp (cp-w, family="SN")
AD _calc=ad. test (muestra,psn,w[1] ,w[2] ,w[3]) $statistic
return(AD_calc)

AD_boot=function (muestra ,alpha ,B)
{
rechazar=0
n=length (muestra)
cp-w=sn.mple (y=muestra ,opt.method="nlminb” ) $cp
w=cp2dp (cp_w, family="SN")
AD _calc=ad. test (muestra,psn,w[l] ,w[2] ,w[3]) $statistic
AD_dist=replicate (B, AD_st_calc(rsn(n,w[l],w[2],w[3])))
orden=sort (AD_dist)
cuant=Bx(1—alpha)
k_alpha=orden [ cuant |
if (AD_calc > k_alpha)

{
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rechazar=1

}

return(rechazar)

El cédigo para ejecutar la prueba C es el siguiente:

u=function (n)

{
al=replicate (n, runif (1))
aleatorio=ifelse (al <0.5,—1,1)

return(aleatorio)

prueba_SW=function (muestra ,alpha)
{
rechazar=0
n=length (muestra)
cp-w=sn.mple (y=muestra ,opt . method="nlminb” , penalty = ”Qpenalty”)$cp
w=cp2dp (cp-w, family="SN")
Y _s=abs (muestra—w/[1])
un=u(n)
X=Y _s*un
prueba=shapiro.test (X)$p.value
if (prueba < alpha)

{

rechazar=1

}

return (rechazar)

El cédigo para ejecutar la prueba r; es el siguiente:

semiparametric <— function (datos)

{
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Cédigos en el programa R

n=length (datos)

X =as.matrix(rep(1l,n))

qrX=qr (X)

s=sqrt (sum(qr.resid (qrX, datos)"2)/n)

gammal=sum (qr.resid (qrX, datos)”3)/(n%s"3)

if (abs(gammal) > 0.99527) gammal=sign (gammal)=*0.95
cp2dp(c(qr.coef(qrX,datos),s,gammal),family="SN")[3]

ccrsn=function (x)

{

theta=semiparametric (x)

y=sort (x)

n=length (y)

z=qsn ((1:n)/(n+1),0,1,theta, solver = "RFB”)
cor(y,z)

Critico.Bootstrap=function (R=1000,x,alpha=0.05)

{

theta=semiparametric(x)
n=length (x)
ccrsnboot=rep (0,R)
for(i in 1:R)
{
muestraboot=rsn(n,0,1,theta)
ccrsnboot [i]=ccrsn (muestraboot)

}

quantile (ccrsnboot ,alpha)

Phix=function (datos ,alpha=0.05)

{

cmuestral=ccrsn (datos)
if (cmuestral<Critico.Bootstrap (1000,datos ,alpha)) return(1)

else return(0)
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El cédigo para ejecutar la prueba D, es el siguiente:

T_est=function (muestra,Vn)
{
n=length (muestra)
t=seq(—0.2,0.2,0.01)
Dn_t=rep (NA, length (t))
for (i in 1l:length(t))

{
Dn_t[i]=((1/n)*(sum(muestraxexp (t[i]+muestra))))—
(t[1]#(1/n)x(sum (e Xp(t[l]*muestra))))—
(Vnksqre (2/pi)xexp (((t[1])72)*(1—(Vn
}

t_est=(sqrt(n))*(max(Dn_t))

return(t_est)

}

Tst_calc=function (muestra)
{
n=length (muestra)
Y _barra=mean( muestra)
Sn_2=(1/n)*(sum((muestra—Y _barra)"2))
3=(1/n)x*(sum ((muestra—Y _barra)"3))
m3=ifelse (abs(m3)<(((4—pi)xsqrt(2)/(pi—2)"(3/2))x
(Sn_2)"(3/2)), m3, sign(m3)x
((((4=pi)xsart (2)/(pi—2)"(3/2))(Sn.2)"(3/2)) -
fi=m3/(4—pi)*xsqrt ((pi~3)/2)
dn=Y _barra—(sqrt (2/pi)=*sign(fi)=«(abs(fi))"(1/3))
Cn= sqrt (Sn_2+((2/pi)*(sign(fi)«(abs(fi))"(1/3))"2))
Vn=((Y_barra—dn)/Cn)*sqrt (pi/2)
lambda=Vn/sqrt (1—(Vn~"2))
X=(muestra—dn)/Cn
T _calc=T_est (X, Vn)

return (T _calc)

}
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T_boot=function (muestra , alpha ,B)

{

rnr=0
n=length (muestra)
Y _barra=mean( muestra)
Sn_2=(1/n)*(sum((muestra—Y _barra)"2))
m3=(1/n)x*(sum (( muestra—Y _barra)"3))
m3=ifelse (abs(m3)<(((4—pi)xsqrt(2)/(pi—2)"(3/2))x
(Sn_2)"(3/2)), m3, sign(m3)x
((((4=pi)ssart (2)/(pi—2)"(3/2))%(Sn.2)" (3/2)) ~0.01))
fi=m3/(4—pi)*sqrt ((pi~3)/2)
dn=Y _barra—(sqrt (2/pi)=*sign(fi)=«(abs(fi))"(1/3))
Cn= sqrt (Sn_2+((2/pi)*(sign(fi)«(abs(fi))"(1/3))"2))
Vn=((Y_barra—dn)/Cn)*sqrt (pi/2)
lambda=Vn/sqrt (1—(Vn~2))
X=(muestra—dn)/Cn
T _calc=T_est (X, Vn)
T_dist=replicate (B, Tst_calc(rsn(n,0,1,lambda)))
orden=sort (T_dist)
cuant=Bx(1—alpha)
k_alpha=orden [cuant]+((1—alpha)*(orden[cuant+1]—orden [cuant]))
if (T_calc > k_alpha)
{
rnr=1

}

return(rnr)
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Tabla A.7: Diametros de arboles de una plantacién comercial de eucalipto para cuatro
edades diferentes

Edad Diametro Edad Didmetro Edad Didmetro Edad Didmetro

2.5 8.6 4.7 12.7 4.7 12.5 6 16.7
2.5 6.1 4.7 16.3 4.7 12.3 6 9.8
2.5 1.2 4.7 14.1 4.7 16 6 11.1
2.5 4.5 4.7 12.1 4.7 22 6 19.4
2.5 4.2 4.7 4 4.7 19.5 6 13.9
2.5 4.1 4.7 16.6 4.7 14.6 6 9.5
2.5 2.5 4.7 14.3 4.7 15.4 6 24
2.5 5.9 4.7 12.2 4.7 3 6 16.5
2.5 4.8 4.7 7.9 4.7 18 6 18
2.5 6.9 4.7 13 4.7 9.4 6 22.6
2.5 8.5 4.7 15 4.7 18.6 6 14.4
2.5 8.3 4.7 16.2 4.7 15.6 6 17.7
2.5 7.4 4.7 11.7 4.7 4.7 6 15.5
2.5 1.1 4.7 11.4 4.7 19.7 6 19
2.5 8.4 4.7 9.8 4.7 10.5 6 18.2
2.5 8.1 4.7 9.2 4.7 24.3 6 19
2.5 8.9 4.7 16.1 4.7 11.3 6 19.8
2.5 5.3 4.7 11.6 4.7 13.5 6 20.5
2.5 4.8 4.7 13.9 4.7 16.3 6 19.2
2.5 9 4.7 14.2 4.7 11.8 6 17.4
2.5 10.9 4.7 14.6 4.7 7.6 6 16.2
2.5 2.1 4.7 8.3 4.7 13.9 6 20.8
2.5 7 4.7 13.2 4.7 17.9 6 25.6
2.5 6 4.7 14.3 4.7 13.9 6 14.1
2.5 4.6 4.7 14.6 4.7 14.8 6 18.7
2.5 4.7 4.7 13.2 4.7 14.5 6 19.2
2.5 6.5 4.7 14.9 4.7 ) 6 23.5
2.5 8.7 4.7 11.1 4.7 12 6 274
2.5 10 4.7 14.5 4.7 7.6 6 16.1
2.5 4.3 4.7 9 4.7 12.4 6 6.8
2.5 6.7 4.7 13.7 4.7 6.4 6 21.1
2.5 2.8 4.7 12.7 4.7 4 6 17.8
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Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

5.5
8.1
10.1
6.4
7.7
8.3
8
8.5
6.3
5.8
9.6
6.5
11.2
12.2
10.3
9.3
11.5
10.6
6.1
14.3
11
10.5
8.6
8.4
9.5
5.6
14.5
11.9
12.1
13.1
10.1
14.8
11.2
11.3
6.1
13
7.5

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

15.7
13
15.3
12.3
14.5
13.7
10
14.3
12.3
12.5
14.2
13
13.8
10.8
13
14.3
12.7
16.7
14.5
7.4
13.7
13.7
17.8
14.3
10.2
15.2
14
14.9
15.5
16.4
16.3
13.9
14.8
21.2
15.3
8.2
20.2
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4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

14
17.4
7.5
15.1
10.7
7.8
12.9
204
8.4
5
6.2
12.4
13.3
16.4
18.9
11.6
4.2
3.4
12.7
12.3
15.9
13.4
8.2
13.1
18.5
14.3

13.3
10.7
17.9

14.5
12.8
14.9
10.9

9.4
16.3

S O O O O

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

19
224
24.6

19
20.5
19.6
19.7
16.2

19
17.5
30.5
25.6
234
31.2
20.1
234
17.5

24
16.5
21.3
17.5
23.5
19.2
20.3
15.4
19.2
15.3
20.2
23.3

14
22.2
25.5
34.5
11.5
274
12.1
21.3
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Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

12.8
10.6
8.1
11.9
9.9
12.7
10.9
10.3
12
11.5
9.9
6.7
9.1
12.3
11.2
6.7
9.4
4.4
11.1
7.9
6.8
7
7.1
7.9
)
4.7
2.6
8.9
9
6.2
2.3
9.7
10.2
8.5
8.9
5.3
8.9

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

7.8
11.7
16.5
13.6

8.4

15
18.54
13.3
20.8
19

3
14.5
19.7
14.8
16.2
10.7
16.8
17.9

9.4

4.2
16.4
15.6
19.1
13.9
11.2
14.9
11.8

9.9

1.3

8.6

9.9
15.7
13.4

9.1

6.2
14.3

3.5
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4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

15
6.1
15.5
11
12
8.8
13
9.6
5.9
14.6
12.7
20.2
4.1
13.8
16.4
13
14.7
10
26.5
7.5
5.5
15.7
7.1
9.5
8.3
8.2
6.9
9.6
12.4
6.1
7.9
10.3
13
13
12.9

10.9

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

26
27.3
25.3
17.4
22.8
18.2
12.4

16
26.2
13.2
16.2

21
28.2
28.2
12.3

22
18.2
23.1
28.2
25.6
25.7
17.8
30.3
23.1
11.2

18
17.6
20.9
15.5
24.6
12.6
27.2
18.8
24.5
30.8

15
24.3
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Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

7.5
8.7
6.9
7.6
8.7
10.5
5.1
5.1
8.3
7.9
5.4
11.7
9.2
7.4
7.1
9
11.5
7.2
9.7
5
7.2
6.2
5.4
4.4
6.4
6
5.3
)
7.8
7.3
9.6
7.8
7.7
7.1
5.2
10.3
7.7

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

17.8
2.7
10
8.7
13.4
12.9
14.1
9.8
10
15.1
12.4
18.4
18.8
14
16.4
10
13.7
12.1
17.7
10.9
18.5
6.8
17.8
16.9
11.2
17.5
13.6
11.4
11.7
16.6
22.3
12.3
17.7
15.8
16.5
14.4
17.6
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4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

7.4
9.8
13.7
3.5
13.2
14.6
3.7
9.8
11.6
16
19.3
15.6
15.6
13.4
9.8
17.9
13.2
5.5
17.3
6.6
18.2
13
15.9
11.7
18.1
5.8
22.1
10.1
14.3
18.2
9.8
21.8
9.5
21.9
5.5
12.4
4.8

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

17.2
15.9
24.3
22.6
254
20.9

20
19.2
27.1
22.3
254
20.9
22.7

22
30.5
32.9
25.6
23.2
19.7
20.3
18.6
15.9
17.1

25

28

30
19.1
17.9
22.3
31.2
35.7
30.9
25.5
204
19.3
27.6
26.5
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Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

3.3
7.3
5.9
7.1
10.4
10.3
7
4.3
5.1
3.3
5.8
7.3
5.4
6.5
14.7
11.2
8.5
14.4
13.3
7.7
10.8
13.6
14.5
12.5
15.4
13.9
12.2
11.1
13.6
13.6
9.9
7.5
12.6
11.2
13
12.3
10

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

16.7
14.1
18.3
13.6
17.4
13.5
16
11.7
13.9
13.3
12.2
14.4
13.8
10.8
16.1
5.6
16.8
16.6
5.4
11
15
14.6
7.2
16.4
15.6
5.7
17.5
14.7
5.1
11.6
13.1
13
16.5
13.4
9.8
17.4
12.4
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4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

18.2
5.7
7.6
4.2

17.5
3.5
7.2

17.6

14.9
4.4

8

11.1
9.9

20.3

15.9

12
6.3

10.9

20.2

10.9

15
8.2

16.1

14.1
3.5
8.2

15.5

16.8
5.5

15.5

19.7

11.3

15

16.4
4.8

12.3

18.9

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

20.9
25.6
22.2
20.7
15.2
24.7
31.6
18.6
11.2

12
18.2
20.5
10.2
14.1
26.2
24.9

30
27.7
17.7
13.2
23.2

12
28.8
20.7
22.6
17.2
14.2
21.6
23.9
18.3

13
204
30.9
25.5
30.5
24.6
32.2
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Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

8.6
10.8
8.6
8.1
12.3
13.5
12.8
10.6
13.3
12
13.7
9.7
12.4
11.4
12.2
11.5
2.3
1.8
2.8
2
2.8
2.5
8.2
2.6
2
2.5
)

6
8.5
2.8
3
4.1
2
4.2
7.6
8
11.5

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

8.2
16.9
15
17.5
15.4
14.8
14.4
104
10.1
3.4
14.9
15.3
8.5
15.7
7.7
5.9
14.7
16.5
10.9
18.6
16
20.4
6.7
13.6
15.6
17.4
6.4
13
13.3
18
12.3
7.6
8.2
10.4
15.6
11.2
5.6
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4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

5.8
13.1
17.3
17.5
15.2
17.9
24.4

8.5

8.5
17.2
18.9

14
20.1

5.5
13.5
19.2
13.9

5.1

)
13.6
14.8
20.1

5.6
17.1
18.8
12.4
18.4
15.7
14.6

15
15
16.8

6.6
19.3

9.8
16.4
11.3

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

26.3
20.3
254
27.9
16.1
224
22.9
25.3
25.6
31.3
22.9
19.2
20.9
20.1
224
25.3
22.6
29.8
30.5
35.2

21

19
23.5
28.5
20.9

22
20.7
23.6
21.1
20.9
274
19.9
21.8
17.8
26.3
12.6
21.3



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

7.5
3
10.2
1.5
12.6
8
7.3
2.1
21
8.7
10
6.3
2.8
8
4.4
9.2
13.4
13.9
16
10.1
11.9
17.3
7.5
13.5
14.8
7.1
16
14
13.2
15
8.7
13
12.6
11.1
13.3
11.9
13

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

17
13.2
22.6
14.8

15

21
11.6
12.3
15.6
12.2
14.4
11.2
10.6

16
16.8

16
10.4

18

12

13
19.8
12.2
14.2

8.1

5.1
12.5
12.4
13.7
13.1
12.6

3.6
4.5
6.6
7.2
8.7
13.2

89

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

13
16.7
16.2
13.9
16.1
19.8
12.8

7.5
12.8
19.7
19.5
224
13.6
10.3
19.8

10

20

10
14.7
22.2
10.9

9.7
15.8
194

16

6.3
17.6
13.5
26.5
20.7
13.4
14.3
11.6
20.5
16.5

20

22

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

24.7
13.6
16.7
27.7
214
23.6
19.8
17.6
224
14.2
16
20.8
15.7
26.5
25.2
13.2
19.5
26.8
22.8
17.7
224
8

31
19.9
26.6
224
17.1
15.4
25.3
22.1
19.3
21.2
25.9
27.1
30.5
32
21.5



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

8
11.8
12.3

8.5
10.3
11.1

11

9.7
11.1

7.6
14.8

3.8
11.7
16.7

10
13.4
10.5
12.2
11.3

14
14.5
14.1

15
11.8
12.4
12.2
11.8
14.3
11.4
10.6
12.3

8.2
10.7

7.2
10.8

8.7

6.2

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

7
12.3
14.6

9.5
6.3
11
11.5
4.7
14.1
11.2
10.6
6.4
12.2
7.8
9.3
11.4
10.6
14
6.5

15.3
13.7
15.6
12
9.8
14.8
11.9
10.9
12.8
5.7
17
13.5
7.3
7.5
17.2
16
14.8

90

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

10.5
13.5
15.2
18
22.9
13.5
20.9
19.8
16.9
16.4
19.8
204
13.5
19.7
8.9
15.9
13.7
5.1
16.6
19
16.4
17.9
15.6
19.3
12.4
12.7
10.2
5
15.1
11.5
12.9
13.7
19.3
17.9
14.3
9.9
18.5

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

22.7
27.1
30.3
32.9
19.8
24.3
25.1
32.9
37.4

30
18.2
20.3
21.7
26.2
254
28.2
20.9
21.6
23.2
30.1
19.4

27
25.2
274
21.3
26.9
25.8
22.7
18.3
16.8
274
244
16.8
27.9
17.8
21.1
24.9



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

9.7
9.1
6
9.5
11.4
9.8
11.1
12.2
10.2
12.9
10.3
10.4
11.9
10.1
12.7
10.8
12
13.2
10.1
11.4
2.8
7.7
9.7
7
7.1
7.4
10.5
9.1
8.4
10.1
9.2
9.4
7.4
12
4.5
11
15.3

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

17
17.8
9.4
20
11.4
14.6
16.2
9.4
17.4
17.4
10.8
14
14.6
13.2
15
13.6
15
12.1
12.4
11.3
8.2
12.7
18
17.1
15.2
16.8
16.4
14
15
11.2
9.8
17
17.2
19
9.4
15.6
19.2
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4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

(@)

Sy O O O O O DY Oy OO DY OO OOy OO D

11
11.1
21.3
17.8
12.2
18.2
20.8
8
21.7
12.9
19.1
16.2
17
16.2
10.9
17.4
16.7
18.2
10.1
8.5
9.8
11.1
14
12.2
11
7
7.4
10.6
13.2
6.1
12.4
8.9
12.6
13.3
9.8
10.8

10

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

14.2
11.6
23.3
15.2
22
31.4
27.8
22.2
25
23.3
22.2
24.1
12
36
10.9
12.9
18.3
19.5
24.3
20.6
26.1
15.7
21.2
9.9
27.8
12
24.7
26.5
14.7
13.9
25.3
214
19.9
19.1
22.3
24.7
25.3



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

9.6
12.1
9.5
10.7
6.8
10.8
12.2
13.4
12.5
14
9.3
12.2
14.3
7.5
6.9
7.2
14.8
10.9
11
14.2
16.9
14.2
18.5
14.2
11.8
16.2
11
8.7

13
14.6
11.5
16.5
13.3

9.5
10.8

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

10.7
9.6
11.9
13.2
12.2
8.5
5.6
13.5
14.3
8.8
9.6
4.3
8.4
11.4
7.7
3.9
13.7
15.5
16
3.5
15.6
12.6
17.7
14.4
7.8
13.5
11
8.4
14.1
12.4
11
10.9
12.3
13.8
13.5
6.6
10.4

92

(@)

Sy O O O O O DY DY DO OOy OO OOy OO OO OO Oy DO OOy OOy OOy OOy O O

10.2
9.5
10.5
8.1
3.3
15.8
9.9
11.1
11.3
14.4
6
13.2
10.3
9.5
13.4
7.3
13.9
3.1
11.5
12
16.9
9
14.5
2.5
12.8
13.6
12.2
9.1
11.9
8.6
11.3
9.2
7.1
14.2
5.7
15.9
14.2

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

29.7
20.5

20

23
30.2
21.9

34
22.9
20.1
26.8
27.2
20.1
19.2
21.9
21.7
24.5
25.3
19.6
30.2
18.4
19.1
25.5

20
21.3
36.2
27.9
31.6
28.4
22.3

19

26
24.3
30.1
35.2
19.4
23.1
27.2



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

11.2
10
7.4
7.8
12.4
9.5
11
8.5
11.5
11.4
4.6
11.6
10.7
4.4
7.8
14.4
12.7
14

10.3
5.6
11.9
9.8
13.2
12.4
10.5
13
9.2
5.1
12
4.4
10.2
12.4
8.5
7.3
13.1

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

17.5
13
13.4
9.9
13
5.6
15.5
12.4
9.9
9.6
5.1
9.6
10.9
3.7
9.8
8

17
13.7
17.8
18
11.4
12
15
17.2
9.8
11.2
15.4
9.8
8.2
224
14.2
18.6
20.5
9.8
11.8
10.4
8.5
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(@)

Sy O O Y O O DY DY DO OOy OO OO0 O OO OO OO OO OOy OOy OOy O O

11.9
12.8
9.2
8
8.7
20.9
16.6
19.1
13.4
20.3
15.4
9.4
18.5
19
21.7
15.8
17.9
12
17.7
12
17.5
19.8
17.1
24.4
16.1
19.7
21.6
9.6
11.8
11.1
19.8
8
15.5
10.9
12
14.9
5.7

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

19.2
22.3
23.7
28
13
31.6
29.5
13.6
26
224
26.2
17
16.2
24
20
31
15
11.8
17.3
15.5
22.9
22
14.5
21.8
18.2
26.3
21
11
14.9
25.5
34
13
9.3
15
10
31
9.6



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

5
3.7
6.4

11.8
14.8
15.3
154
12.9
12
14.3
14.2
12.5
15.4
15.2
12.5
11.2
15.9
1.3
10
13.6
11.8
11.3
9.7
12.7
12.7
13
10.6
11.5
11.4
10.3
10.1
8.1
10.5
12.4
10.7
12.9
12.8

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

12
6.4
18
11.8
19.4
12.2
17.2
8.5
16.4
17.2
15.8
16.3
17.2
12.4
13
19.8
15.6
12.4
11.6
12.7
11.2
10.3
12.1
6.1
14.6
13.1
15.9
16.5
16
15.1
8.1
10.4
13.1
15.1
14.3
14.2
12.7

94

(@)

S O O O O
Sy O O O O O DY Y OO O OO OOy OO OOy OO OOy OOy OO O Oy O

8.8
20.3
11.9
18.9

13
19.7
10.5
18.2

6.3
12.7
12.2

5.3
17.7
14.8
17.8
19.1
17.3

)
10.1
22.3

5.3

8.1
13.3

5.9
18.8
11.1
11.5
16.8

10

9

5.5

14.5

8.9
6.1
7.2
9.4

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

13.4
29.7
23.7
15.7
15.5
21.1
36.7
17.5
29.5
19.5
12.8
19.8
20.8
18.7
20.7
29.7
17.4
27.8
31.6
24.2
19.5
24.1
21.1
21.9
18.7
19.1
18.5
29.3
13.1
30.4

20

28
19.3
20.8
17.8
18.2
15.2



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

13.7
12.1
13.1
11.6
12.1
12.7
14.5
14.5
12.2
13.5
14.3
9.3
13.5
10
12.8
10.6
15.3
11.9
16.3
18.2
11.5
13.3
11.4
11.5
8.5
12.5
11.9
13.6
10.4
13
11.5
14.8
14.5
12.5
8
14.4
9.2

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

16.5
13
16.4
12.4
12.8
18.4
9.6
6.1
14

8
16.2
9.8
17.8
20.1
14.9
13.1
13.9
14.6
12.3
15.2
15.3
7.2
4.8
17.2
13.6
15.5
2.8
7.4
9.6
14.9
9.2
14
11.4
15.3
12
14.2
15.1
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(@)

S O O O O
Sy O O DY O O DY DY OO OO OO OO Oy OO OOy OOy OO O Oy O

10
6.5
9.8

9
13.5
6.7
4.5
11.2
15.9
7.2
9.3
18.2
11.8
8.1
11.9
16.3
4.1
10.1
17.2
14.3
16.5
10.6
15.3
6.2
20.7
12.1
10.8
12.5
15.5
11.3
10.5
16.4
15.4
13.2
11.8
15.5
16.4

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

22.3
31.2
22.6
18.4
27.6
22.2
24.7

24
21.5
25.9
19.9
24.6
26.7

25
214
22.9
18.1
26.8
25.2
23.6
22.7
19.7

20
22.9
30.1
25.9
22.8
25.5
22.3
26.7
24.2
21.5
24.8
26.7
21.9

21

24



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

13.2
3.5
15.6
8.2
11.4
9.3
11.9
8.4
12.8
8.9
13.4
8.2
6.5
11
9.7
11.6
11.6
12.3
11
11.5
11.6
15.2
6.9
14.5
13.4
14.1
8.9
15.4
10.6
7.6
14.2
8.6
17.8
10.9
7.9
15.7
12.2

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

13.9
12.8
8.7
13.1
10.8
13.2
9.8
12.8
12.3
8.7
13.2
9.8
12.3
9.4
11
9.8
13.6
13.2
12.8
14.6
13.2
12.9
10.8
15.2
13.6
12.8
14.2
13.6
11.8
12.4
13.6
9.5
12.8
13.1
20.5
13
8.7

96

(@)

Sy O O O O O DY DY DO OOy OO OOy OO OO OO Oy DO OO OOy OOy OOy O O

13.6
11.2
12.2
12.1
11.1
12.8
5.5
8.5
21.3
20.6
22.2
12.5
17.3
18.6
20.2
17.3
21.5
24
11.2
22.5
19.8
15.6
17.3
17.7
17.9
18.7
14.2
17
18
13.1
17
20
19.9
20.7
8.1
21
13.8

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

25.1
22.9
25.7
27.5
24
27
25.5
35
16.2
25
38
13
18
32
20.3
24.3
26
33
26.6
25
22.2
17
25.3
30
25.2
21.1
26
38
23.3
31
17
27
16.4
18
28
24.5
13.2



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

9.6
17.3
5.6
6.3
12.8
16.2
15.9
4

11
6.1
10
17.8
14.7

17
14.6
13.5
11.8

7.6
14.4

8.2
12.1
17.5
13.2
15.5
15.2

9.4
11.2
12.6
17.8

11
15.8
12.8
11.6
15.1
11.9
17.5

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

22
114
11.7
11.1
11.6

12
12.1
12.3

9

15
13.8

12
10.6

10.2
10.8
13.4
8.6
12.2
13.1
14.2
12.2
14
11.1
13.1
12.8
10.2
8.3
12.1
11.9
13
10.8
12.4
7.6
9.3

14.1

97

(@)

Sy O O O O O DY DY DO OO OO OO OO OO OOy DO OOy OOy OOy OOy O O

17.5
17.6
22.1
23.2
18.4
6.8
20
18.7
10.2
21.7
16.1
19.7
12
20.3
13
21.9
15.3
20.7
9.1
17.2
15.4
13
21.9
15.5
22
25.7
17.1
15.4
22.2
18.7
27.1
25.2
26.1
22.2
20.9
24
9.8

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

22
15
26.2
24
36
13
31.1
23.3
8.2
30.3
16
27
24
13
254
21.2
28.2
18.6
25.2
19.6
17
26
22.7
21.5
18.5
19.5
20.8
22
20.6
28
25
27.2
16.3
25.5
26
34.3
29.7



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

19.5
17.2
17.2
14.1
16.4
7
23.9
18.2
16.5
8.1
15.6
18.1
19.1
4.4
8.8
16.3
19
19.9
17.8
18.4
10.1
18.2
19.1
16.3
19.3
16
5.8
14.2
19
12.6
10.5
13.6
17.3
16.1
5.3
204
16.9

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

12.8
13.4
13.2
15
9.7
12.5
6.1
10.7
7
13.2
11.1
12.2
13

9
12.5
13.2
15.1
8.7
10.6
6.1
11.2
12.3
11.1
14.2
13.6
12.7
13.7
13.2
14
11.3
12.2
15.7
19

18.8
13.4
9.7
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(@)

Sy O O Y D O DY DY DO OOy OO OO OO Oy DO OOy OOy OOy OOy O O

15.9
22.7
17
15.4
16.1
13.8
10.5
12.2
22.7
21.7
14
18
23.7
19.3
13.6
21.5
16.5
22
19.1
10.1
18.1
21
18.4
20.2
22.9
6.8
18.2
13.8
15
18.3
18.6
22.5
15.3
15.5
18.6
12
9.6

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

294
23
18.1
30.9
29.7
25.5
20
38
19
16
22
26
28.7
30.2
29
18
24.9
25
27
22.8
27.7
21.5
19
21.8
17.7
16.5
31
19.4
19
32
14
22.1
26.5
24.3
25
17
31



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

5.4
9.9
11.3
12.3
17.8
18.3
18.5
10.3
9.7
10
11.2
3.1
14.7
15.4
15.6
7.3
12.7
12.6
7.8
12.3
9.5
4.4
14.3
18
8.9
12.4
7.2
18.8
13.6
8.4
9.1
15.9
15.2
18.1
18.8
6.7
14.1

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

15.4
15
10.4
4.5
17.5
14.9
15.1
12
7.3
18.2
16.5
13.6
9
14.2
17.8
16
9.6
18.3
9.8
16.2
11.4
13
8.8
13.4
19.8
12.2
5.6
17.2
13.2
13.7
17.3
13.2
12.9
10.9
18.2
16.2
13
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(@)

Sy O O DY O O DY DY DO O OO OO OO OO OO Oy DO OOy OOy OOy OOy O O

19.5
224
17.2
13.9
12.4
11.9
8.5
11
15.4
12.4
13.9
20
21.2
17.5
15.2
13.1
9.8
19.3
21.2
20
15.2
13.1
12.9
13.1
14.2
14.8
24.5
24.8
22
16.3
20.2
26.3
17
21.1
16.8
21.5
18.6

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

35
18.5
30
21.5
19
25
23.6
11.4
19.5
21
24.2
18.5
28
23.7
13
25.2
22.5
26
23
16.5
20.5
22.7
14.5
22.7
31
23
24.7
16.7
22.7
21.7
29.1
12.6
28
27.7
13.2
15.1
214



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

14.6
16.1
15.4
15
7.6
19.9
15.2
15.5
13.1
14.3
10.5
14
11.3
18.9
6.1
21.2
26.5
12.9
14.2
18.6
19.1
15.8
9.7
24.3
10
15.7
21.9
6.7
15.9
4.1
19.5
19.6
17.3
3.4
16
14.3
14.7

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

20
13.6
13.8
11.9
17.4
14.2

3.5

3.9
17.1
11.4
13.2
17.8
13.6

8.8
13.9
14.5
18.8
16.6

20

20.1
4.9
6.8

214

18.4

14
15.4
19.3
20.8

12
18.7
11.1

4.8
18.8
19.4
16.9
17.4

13

100

(@)

S O O O O
Sy O O O O O DY DY DO O OO OO OO OOy OO OOy OOy OO OOy O

18.3
26.8
19.6
20.6
14.7
4
13.9
9.6
13.2
14.5
14.4
17.6
8.2
17.1
11.7
16.4
16.4
11.3
19.1
13.7
15.7
8.6
17.9
17.9
8.4
12.7
16.6
14.6
13.5
13.3
17.8
13.9
13.2
9.5
12.5
15.1
17.5

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

26
20
12
20
21
26
25
19.1
18.2
36
22.1
13
17.4
24.2
22.6
9.3
27.5
26
13.6
18.1
34
18.8
14
19.3
22.3
16.2
24.7
13.8
22
15.5
14.3
19.6
23
22
17.7
28.4
14.8



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Didmetro

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

11
15.8
12.9
21.5
18.3
10.2
11.5
22.3
16.3

8.7

22

21
15.3

9.9
17.7
13.8

13

2.9

7.4

19
11.5
15.5
16.4

8.7
12.9
14.9
10.7
16.6
10.6

9.6
13.9

16
15.4

14

5.4
15.4
19.1

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

6.2
4.3
15
20.2
6.8
20.8
18.8
14.5
4.7
16.5
13.8
3.3
19.8
8.4
11.9
13.6
15.5
17
7.2
11.2
21.2
15.9
19
8.5
3.4
17.6
17.5
18.2
14.6
13.7
19.4
18.5
11.3
9.1
12.8
13.9
18.9
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(@)

S O O O O
Sy O O DY O O DY DY OO OO OOy OO OOy OO OOy OOy OO O Oy O

12.2
7
19.1
6.5
9.4
14
13.1
8.1
15.1
15.6
9.4
224
21.8
14.4
18.9
21.3
16.3
11.6
18.7
15.6
14.7
12.2
16.2
12.2
4.3
12.5
12.1
14.5
12.8
10.7
9.5
16.2
15.6
12.3
16
13.2
18

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

25.2
26.5
24
21.7
28.6
29.9
21.8
8.4
26
29.6
17.8
29.5
22
28.8
9
17.5
15.6
20.6
22.1
34
37
19.4
22
18.6
15.6
23.7
27
22.5
30
11
22.3
10.1
25.5
23
14
23.7



Datos utilizados en la Seccion Aplicacion

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

Edad Diametro

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

9.5
15.5
15.3
14.9
14.9

8.6
10.6
16.1

4.3
11.2

9.7
15.9
14.2
10.7
13.2
14.9

9.1
18.7
18.3

6.4

4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7
4.7

15
7.7
16.9
17.6
9.5
6.9
12
204
15.5

16.4
2.9
3.1

10

13.5
8.6

18.3

15.8

14.5
8.2

(@)

Sy O O O O O DY Oy OO DY OO OOy OO Oy O

17.8
10.5
14.7
9.5
14.6
9.2
11
14.6
12.8
20.9
13.8
15.2
9.5
14
11.8
9.7
12.8
11
13.6
15.9

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

16
23
23
26
19
37
16.4
28.4
13.5
27
16
26
28.4
35.5
18.6
39.7
15.6
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