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RESUMEN

Se analiza la distribucion del ingreso personal de los mexicanos como un proceso
estocastico, modelado a partir de la distribucion Pareto de parametros forma y escala
determinados con estimadores Bayesianos. La informacién utilizada corresponde a los
ingresos trimestrales brutos de la Encuesta Nacional de Ingresos y Gastos de los
Hogares (ENIGH), del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI), de los
afos 1984, 1989, 1992, 1994, 1996, 1998, 2000, 2002, 2004, 2005, 2006, 2008, 2010,
2012 y 2014, valiéndose de todos los datos disponibles para realizar la estimacion
mediante la simulacién Monte Carlo via Cadenas de Markov, obteniendo parametros
estadisticamente significativos que muestran diferentes grados de desigualdad en

términos de la distribucion del ingreso en México.
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Monte Carlo, Cadenas de Markov.



Using the Pareto distribution with Bayesian estimators for modeling the income

in México

Damian Torres Hernandez

Colegio de postgraduados, 2015

ABSTRACT

Is analyzed the distribution of personal income of Mexicans like a stochastic process,
modeling as from the Pareto distribution of shape and scale parameters determined
with Bayesian estimators. The information used corresponds to quarterly gross income
from ENIGH, of the years 1984, 1989, 1992, 1994, 1996, 1998, 2000, 2002, 2004,
2005, 2006, 2008, 2010, 2012 y 2014, using all data available for the estimation by
means of Markov Chain Monte Carlo, obtaining statistically significant parameters

showing different degrees of inequality in terms of income distribution in México.

Keywords: México, Economy, Pareto, Income, Bayes, Density, Statistics, Monte

Carlo, Markov Chains.
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1. Introduccidn

Todo sistema econdémico al ser formulado y empleado para el desarrollo de una
sociedad posee indicadores que permiten visualizar el progreso de los individuos en el
ambito econOmico. Al ser participes de una economia como mano de obra con
necesidades en espera de ser satisfechas, se tiene la expectativa de que la
remuneracion econémica por el empleo de la fuerza de trabajo proporcione bienestar
y, por ende, un mejor nivel de vida. Lo anterior se ha comportado como un fendmeno
socioecondémico latente a los largo de los afios pasando a ser objeto de analisis para
muchos economistas en cuanto a la distribucién del ingreso, el cual es un indicador

del dinamismo y de la eficiencia de un sistema econdémico (Montes, 2012).

Los temas de bienestar econdmico y la desigualdad en la distribucion del ingreso se
han abordado frecuentemente analizando la relacién entre ambas, y lo que cada
tematica afronta. Lo anterior abre paso para realizar investigaciones mas a profundidad
utilizando técnicas tanto econdmicas como estadisticas que permitan medir los niveles

de desigualdad en cuanto a la distribucién de la riqueza.

En la presente investigacion se considera analizar la distribucion del ingreso per cépita

de los mexicanos como un proceso estocastico desde el punto de vista Bayesiano.

Lo anterior se desarrolla en 8 capitulos, en el siguiente desglose: en el capitulo 1 se
desarrolla la introduccion de la presente tesis; el capitulo 2 refiere al planteamiento de
la investigacion desde un contexto estadistico, donde se expone el interés por la
metodologia propuesta para realizar la modelacion de los datos del ingreso de los
mexicanos; asi mismo, se exponen el objetivo general y los objetivos especificos. En
los capitulos 3 a 5 se aborda el marco teorico, considerando en el capitulo 3 el analisis
de los fundamentos de los modelos Bayesianos. En el capitulo 4 se analiza la
estructura, el procedimiento y diagndéstico de la simulacion Monte Carlo via Cadenas

de Markov mientras que en el capitulo 5 se analiza la esencia de la distribucion Pareto.



Introduccion

El capitulo 6 expone los materiales y métodos, e incluye los métodos de simulacion
Monte Carlo via Cadenas de Markov para determinar los estimadores Bayesianos de
los parametros de la distribucion Pareto; los indicadores comunes para medir la
desigualdad incluyendo la curva de Lorenz y el coeficiente de Gini, y las
particularidades de la Encuesta Nacional de Ingresos y Gastos de los Hogares de
donde se tomaron los datos para la presente investigacion. En el capitulo 7, finalmente
se obtienen y analizan los resultados estadisticos del modelado de los datos del
ingreso per capita de los mexicanos dandose la discusion de la informacion desde el
punto de vista socioecondémico. Las conclusiones y recomendaciones se abordan en
el capitulo 8, contrastando los objetivos planteados al inicio de la investigacion con la

informacion obtenida al final de la misma.



2. Planteamiento y objetivos

Varias son las distribuciones probabilisticas que se han vinculado al andlisis de la
distribucion del ingreso, entre ellas, Lusting (1976), menciona la distribucion Pareto, la
distribucion normal y la log-normal, Botargues y Petrecolla (1999) refieren a las
distribuciones Pareto, log-normal y la Gamma. Por su parte Montes, Pérez, y Pérez
(2012), utilizan y comparan las distribuciones Pareto, log-normal y Dagum.

Por otra parte, los métodos Bayesianos de estimacion han sido de gran interés para
muchos campos de la investigacion aplicada, incluyendo la economia. La esencia de
dichos métodos es incorporar informacion heuristica previa a la toma de decisiones lo
gue posibilita su actualizacidn objetiva dadas nuevas observaciones. Jaramillo (2009);
Urbisaia y Brufman (2009); y Zellner (1985, 1988), conjuntan la econometria y la

inferencia Bayesiana.

La formulacion Bayesiana asume los parametros como variables aleatorias que tienen
distribuciones previas, es decir, incorpora una distribucién de probabilidad a priori
sobre los pardmetros a estimar (antes de observar los datos) para hacer inferencias
acerca de sus valores a posteriori (una vez observados los datos). La distribucién a
priori representa el grado personal de incertidumbre que el investigador tiene respecto
a los parametros, por lo tanto, contiene un componente esencial netamente subjetivo
(Press, 2009). Este hecho obliga al investigador a utilizar, tanto su evidencia previa
como la empirica proporcionada por el fenbmeno de analisis. La metodologia
Bayesiana hace uso de estas dos fuentes de informacion para obtener mediante el
Teorema de Bayes, la informacion final sobre la cual se tomara la decision (Eyzaguirre
y Chue, 2001; Geweke, Koop, y Van Dijk, 2011; Salas, 2011; Zellner, 1988).

Por ultimo, el desarrollo de la simulacién Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC,
por sus siglas en inglés) ha permitido la estimacién de modelos complejos que hasta

entonces habian sido imposibles de resolver por requerir complicados problemas de
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integracion multiple. Ademas, en los casos en que no es posible la simulacion directa
de muestras independientes puede ser posible simular muestras con algun tipo de
dependencia que converjan (bajo ciertas condiciones de regularidad) a la distribucion
de interés. Un ejemplo de estos problemas es la inclusion de variables latentes (o
variables ocultas) que no son directamente observadas por el investigador (Arafia,
2004). El procedimiento Monte Carlo via Cadenas de Markov utiliza algoritmos de
simulacion para obtener estimaciones posteriores (DeGroot y Schervish, 2002; Gilks,
Richardson, y Spiegelhalter, 1996; G. J. Gbmez y Palarea, 2003; Lee, 2012; Zellner,
1996).

Por lo anterior planteado, se considera a la conjuncion de la distribucion Pareto con el
meétodo Bayesiano y el procedimiento MCMC, como adecuada para modelar el ingreso
personal de los mexicanos. La informacidén estadistica objetiva obtenida permitira
inferir sobre el comportamiento de la distribucion de la rigueza en México el cual es el

objetivo principal de la presente investigacion.
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2.1. Objetivo General

Modelar el ingreso en México para generar informacion estadistica objetiva que

permita inferir sobre el comportamiento del ingreso en México.

2.2. Objetivos Especificos

a Analizar las bases tedricas del método Bayesiano, de la distribucion Pareto y de
la simulacion Monte Carlo via Cadenas de Markov que permitan construir un

modelo estadistico apropiado para modelar el ingreso per capita en México.

a Obtener la mayor informaciéon disponible para ajustar y validar el modelo
propuesto.

& Modelar el ingreso per cépita en México con la distribucion Pareto, estimadores

Bayesianos y cadenas de Markov.

& Analizar el comportamiento de la distribucion del ingreso en México.



3. Métodos Bayesianos

3.1. Modelos Bayesianos

Los métodos estadisticos utilizados mas frecuentemente se conocen como clasicos (o
meétodos frecuentistas). Estos métodos suponen que los parametros desconocidos son
constantes o fijos, y definen la probabilidad mediante la limitacién de las frecuencias

relativas (Gelman, Carlin, Stern, y Rubin, 2014).

Los métodos Bayesianos ofrecen un enfoque alternativo; tratan a los parametros como
variables aleatorias y definen la probabilidad como "grados de creencia”, es decir, la
probabilidad de un evento es el grado en que se cree que el evento es verdadero. De
lo anterior, se deduce entonces que las probabilidades son subjetivas y que se pueden
hacer declaraciones de probabilidad acerca de los parametros. El término "Bayesiano”
viene del uso frecuente del Teorema de Bayes, del reverendo Thomas Bayes (1702-
1761), un ministro presbiteriano del siglo XVIII. Bayes estaba interesado en la solucion
de la cuestién de la probabilidad inversa: después de observar una coleccion de

eventos, ¢cual es la probabilidad de un evento? (Arnold y Press, 1983).

El Teorema de Bayes explica cdmo actualizar los conocimientos existentes con nueva
informacion. Se comienza con una “creencia previa” (distribucion a priori) P(0), y
después de conocer la informacion de los datos observados X, cambia o actualiza la

“creencia” en 0 para obtener la distribucién a posteriori P(6]X).

3.2. Proceso Estocastico

Un proceso estocastico es un concepto estadistico que sirve para caracterizar una
sucesion de variables aleatorias (estocasticas) que evolucionan en funcion de otra

variable, generalmente el tiempo. Cada una de las variables aleatorias del proceso
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tiene su propia funcion de distribucion de probabilidad. Cada variable o conjunto de
variables sometidas a influencias o efectos aleatorios constituye un proceso aleatorio

0 proceso estocéstico (Dagum y de Dagum, 1971).

En la mayoria de los procesos estocasticos cada resultado depende de lo que sucedio
en etapas anteriores del proceso (Arya y Lardner, 2002). Champernowne (1953),

realiz6 un andlisis de los ingresos formulando un modelo como un proceso estocastico.

3.3. Teorema de Bayes

Desde el punto de vista Bayesiano, todas las probabilidades son condicionales porque
casi siempre existe algin conocimiento o experiencia acerca de los sucesos; asi el

concepto basico en Estadistica Bayesiana es la probabilidad condicional.

Sean A4, A,, ..., A, eventos que forman una particion de un espacio muestral M. Sea
B un evento en M. Suponga que P(4,),P(4;), ..., P(4;),P(B|A,),P(B|Ay), ..., P(B|Ax)
son probabilidades desconocidas (Infante y Zarate, 2012). Entonces:

P(B|A)P(A)

P(A|B) =T P 1)

donde

P(A) corresponde a la distribucion a priori de A
P(B) corresponde a la distribucion marginal de B

P(B|A) corresponde a la distribucién condicional de B, dado A

> > > >

P(A|B) corresponde a la distribucion a posteriori de A, dado B
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3.4. Inferencia Bayesiana

Representando los datos observados mediante X, y los parametros desconocidos de
un modelo como 6, asumiendo que 8 es aleatorio, es necesario formular la distribucion
de probabilidad conjunta P(X,0). Esta distribucion de probabilidad asume que
cualquier inferencia sobre 6 esta basada en su distribucion final o posterior P(X|0) y
tiene dos componentes: la distribucion de probabilidad inicial o a priori P(6) y la funcion
de verosimilitud P(X|6). La especificacion de ambas constituye el modelo

probabilistico completo:
P(X,0) = P(0)P(X|0) 2

Una vez observados los datos X, el Teorema de Bayes permite establecer la

distribucion de probabilidad de 6 a posteriori, condicionada por X:

P(6)P(X|6)

PO = r ey pxio)ae

®3)

Donde la distribucion a posteriori es proporcional a la distribucion a priori multiplicada
por la funcion de verosimilitud (ecuacion(2) (Gilks et al., 1996).

El analisis de esta distribucién a posteriori de 6 puede llevarse a cabo desde el punto
de vista Bayesiano a partir de los momentos, los cuantiles, las regiones de mayor
probabilidad, etc. Todas estas caracteristicas se pueden expresar en términos de
expectativas posteriores de la funcion de 8. Tales expectativas posteriores de una

funcion f(8) son:

[ F(®)P(6)P(X|0)do
[ P(6)P(X|0)d6

E{f(0)I1X} = (4)
La evaluacion analitica de esta expresion puede ser practicamente imposible,
incluyéndose como alternativa de solucion los procedimientos MCMC (Gilks et al.,
1996).
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Sea X un vector de k variables aleatorias, con distribucion de probabilidad (-) y se

trata de evaluar el valor esperado:

[ FO)m(x)dx

[ m(x)dx ®)

E[f(0)] =
Se sabe por la ley de los grandes niumeros que un buen estimador del valor esperado
de una variable aleatoria continua con distribucién F es el valor promedio de una
muestra finita de variables aleatorias, independientes con distribucion F (Saavedra y
Ibarra, 2013).

Con la integracibn Monte Carlo, la evaluacion de E[f(X)] sobre la muestra

{X;, t =1,...,n} de distribucién n(-) es:

EIF (0] = Zf(xt) ®)

Donde la media poblacional de f(X) es estimada por la media muestral. Cuando las
muestras {X;} son independientes, la ley de los grandes nameros asegura que la
aproximacion puede ser tan precisa como se quiera, aumentando el tamafio de la

muestra n.

En general, la obtencion de muestras independientes {X,} no es factible cuando F no
es una distribucién estandar. Sin embargo, {X;} no tienen que ser necesariamente
independientes, pudiendo ser generadas por algiin proceso como la cadena de Markov
que tenga a m() como distribucion estacionaria, lo que se logra mediante los
procedimientos MCMC (Gilks et al., 1996).

3.4.1. Distribucién a priori o inicial

En inferencia Bayesiana, una distribucibn de probabilidad a priori

P(0); 6 € ©, de un parametro 6 incierto o variable desconocida, es una distribucién de
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probabilidad que expresa la incertidumbre sobre 6 antes de tomar en cuenta los datos
X. Los pardmetros de una distribucién a priori se llaman hiperparametros, para

distinguirlos de los parametros del modelo.

Al aplicar el Teorema de Bayes, la distribucion a priori se multiplica por la funcién de
verosimilitud normalizando luego para estimar la distribucion de probabilidad posterior,
que es la distribucion condicional de 6 dados los datos. Por otra parte, la distribucion

previa (a priori) afecta a la distribucién posterior.

Si se tiene un conocimiento previo sobre los parametros, este se traducira en una
distribucion a priori, pero como generalmente no se cuenta con la ayuda de un experto
en el fenbmeno que se estd estudiando, uno de los mayores problemas para la
ejecucion de un analisis Bayesiano, es el de elegir convenientemente una distribucion

a priori para los parametros que se presumen desconocidos (Montes, 2012).

Dentro del paradigma Bayesiano, la probabilidad a priori Bayesiana mide el grado de
“creencia” que se tiene sobre el evento aleatorio. Dada esta definicidn, la probabilidad
es muy subjetiva y tiene un impacto considerable sobre la distribucion posterior, por lo
gue han sido grandes los esfuerzos por obtener resultados que sean objetivamente
validos. Esto se puede lograr mediante el uso de distribuciones a priori que son
objetivas, es decir que tienen un impacto minimo sobre la distribucion posterior. Estas
distribuciones se llaman priores objetivas o no informativas. Sin embargo, mientras las
priores no informativas son muy populares en algunas aplicaciones, no siempre son
faciles de construir (DeGroot y Schervish, 2002; Press, 2009).

3.4.2. Distribucién a priori informativa

Una distribucién a priori informativa es un priori que no estd dominado por la
probabilidad y que tiene un impacto en la distribucion posterior. Si una distribucion
previa domina la probabilidad, es claramente un prior informativo. Estos tipos de

distribuciones deben especificarse con cuidado en la practica. Por otro lado, el uso

10
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adecuado de distribuciones a priori ilustra el poder del método Bayesiano: la
informacion recopilada del estudio anterior, la experiencia pasada, o la opinion de

expertos se puede combinar con la informacion actual (Kass y Wasserman, 1996).

Las distribuciones Gamma y Gamma-inversa han sido manejadas ampliamente en el
analisis Bayesiano. La primera a menudo se ha utilizado como la distribucion a priori
del parametro de precisién T = 1/¢2 en una distribucién normal (Sas, 2013). Esta es
una distribucion flexible que comuinmente ofrece un buen ajuste como priori de una

distribucion exponencial (Waller, Johnson, Waterman, y Martz Jr, 1976).

La parametrizacion de la distribucion Gamma suele usarse eligiendo un numero
minimo y de mismo valor para ambos hiperparametros de la misma, situacion que ha

sido muy usual en el software WinBUGS de andlisis Bayesiano (Sas, 2013).

3.4.3. Distribucion a priori no informativa

Una distribucion a priori es no informativa (o “flat”) si el prior es difuso con respecto a
la funcion de verosimilitud y por lo tanto tiene el minimo impacto en la distribucion

posterior de 6.

Al utilizar una distribucion a priori no informativa, la informacion resultante en la
distribucion posterior P(6|X) surge de los datos, y en consecuencia la inferencia
resultante sera completamente aleatoria (Carlin y Louis, 2000; Gelman, 2009; Press,
2009).

El postulado de Bayes/Laplace establece que cuando nada conocemos acerca de 6 la
funcion a priori P(6) es una distribucion uniforme, es decir, todos los posibles

resultados de 6 tienen la misma probabilidad (Kass y Wasserman, 1996; Stigler, 1982).

11



Marco Tebrico

3.4.4. Inicial Invariante

Tedricamente, el modelo y la distribucion inicial deben ser invariantes bajo la accion
del mismo grupo empleando la media de Haar derecha como la inicial no informativa;
pero una dificultad con este enfoque, es que todos los problemas carecen de una
estructura invariante y ademas, la media de Haar derecha no siempre existe (Dawid,
2004; Hartigan, 1964; Kass y Wasserman, 1996)

3.4.5. Teorema Bayesiano Central del Limite

Suponga que Xy, X, .., X, "%fi(x;|0), de tal manera que L(X|6) = [T, f; (x;16).
Suponga ademas que la densidad a priori ©(0) y la verosimilitud L(X|6) son positivos
y dos veces diferenciables cerca de 8™; se asume que existe la moda posterior (0
“‘maxima verosimilitud generalizada”) de 6. Entonces bajo condiciones de regularidad,
la distribucién posterior P(0|X) para n grande puede aproximarse por una distribucion
normal con media igual a la moda posterior y matriz de covarianzas igual o menor a la
inversa Hessiana (matriz de segundas derivadas) de la log posterior evaluada en la
moda. Esta matriz a veces denotada como [I”(X)]™?, es la informacion observada por

la matriz de Fisher para 6. Mas especificamente (Berry, Carlin, Lee, y Muller, 2010):

2

96,06,

log(f (X16)7(6)) (7)

0=07™

IE(X) = —

El Teorema Bayesiano Central del Limite parece provenir del hecho de que el teorema
muestra la parte posterior de ser aproximadamente normal para grandes tamarfios de
muestra. Solo el Teorema Central del Limite “regular’ proporciona la normalidad
aproximada de pruebas estadisticas frecuentistas en muestras grandes (Berger, 1985;
Berry et al., 2010).

Es comUnmente razonable analizar datos cientificos en la suposicibn que la

verosimilitud domina la densidad a priori por dos razones principales: primero, en la

12



Marco Tebrico

ausencia de informacion a priori, simplemente se debe emplear la funcion de
verosimilitud. Segundo, una investigacion cientifica usualmente no se comienza a
menos que la informacidn que proporcione la investigacion probablemente sea mas
precisa que la informacion disponible; si este es el caso, entonces presumiblemente la

verosimilitud dominara la distribucion a priori (Lee, 2012).

3.4.6. Distribucion a posteriori

Con el Teorema de Bayes se obtiene la expresion general para la densidad posterior

P(e)P(X|0)

de 6 dada en P(6]X) = TP@P(X|0)a0

; esta expresion permite notar que la densidad

posterior involucra una distribucion de los datos observados a través de L(0]X), y una

contribucion de la informacion a priori cuantificada a través de P(6).
Entonces la distribucién posterior se calcula mediante el Teorema de Bayes como:
P(6|X) < P(6)L(61X) (8)

La expresion m(X) = fQL(XIH)P(HIX)de, es la constante de normalizacién de la

densidad f(X|6), y comunmente se le llama la distribucion marginal de los datos o la
distribucion predictiva a priori (Gelman, 2009). Se ha expresado que un analisis
Bayesiano basa sus inferencias en la densidad posterior, sin embargo, en muchos
modelos ocurre que m(X) no tiene una forma analitica cerrada; este dilema conduce
a la pregunta ¢ Cémo muestrear la distribucién multivariable posterior P(6|X), cuando
ésta no tiene una forma cerrada?; ésta pregunta a la vez conduce a una vasta literatura
sobre métodos computacionales para muestrear P(6|X) y métodos para estimar m(X).
Dentro de los métodos computacionales mas conocidos se encuentra el muestreador
de Gibbs, el método de aceptacion y rechazo, el método de aceptacion y rechazo
adaptativo, y el algoritmo de Metropolis-Hastings (Montes, 2012).

13
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Las inferencias respecto al vector 6 se realizan a través de la estimacion de E[h(6)],
donde h(0) es una funcion del vector 8 y la esperanza calculada con respecto a la

distribucion final. Con E[h(6)] se obtienen inferencias para:

a) La mediade 6, sih(6) =6
b) La covarianza de 6; y 6;, si h(8) = [6; — E(6;1X)][6; — E(8;|X)],

Donde E(6;|X) = [,6;P(61X)06;, y la integral con respecto al resto de las otras

componentes de 6;.

c) Ladensidad predictiva, si h(8) = f(z]6), donde f(z|6) es la densidad predictiva
dado el vector de parametros.
d) La probabilidad de un conjunto A, si h(8) = 1,(6).

De acuerdo con M. H. Chen, Shao, € Ibrahim (2012), otras cantidades que pueden
obtenerse con Epg[h(8)] son: las densidades marginales de cada uno o de un conjunto
de los componentes del vector 6, las constantes de normalizacion, los factores de

Bayes, densidades finales, cuantiles e intervalos.

14



4. Monte Carlo via Cadenas de Markov

4.1. Simulacion Monte Carlo

Montecarlo es un area administrativa que forma parte del principado de Monaco,
esencialmente famoso por su casino Monte Carlo. El método Monte Carlo se le
atribuye al fisico italiano Enrico Fermi (1901-1954) quien habia inventado durante la
década de 1930 dicho método (no llamado asi en ese entonces) mientras estudiaba
difusion de neutrones en Roma, de lo que no publico nada sobre el tema, pero uso el
método para resolver muchos problemas de calculo. Utilizando el método de Fermi, el
nombre Monte Carlo se origina hacia 1942 entre John Von Neumann, Stanislaw Ulam
y Nicholas Metropolis como palabra clave en la experimentacion de la bomba atomica,
por la necesidad de simular en la computadora el proceso de difusién nuclear, para la
cual se requiere de la utilizacion de los nUmeros aleatorios similares a los que genera
la ruleta que opera en el casino Monte Carlo, asi Metropolis sugirié el nombre formal
para el método al considerar el interés de Ulam en juegos de azar y sobre todo al
escuchar la anécdota del tio de Ulam quien habia pedido dinero prestado para apostar
en dicho casino (Metropolis, 1987). Como método ya establecido es hasta 1949
cuando Metropolis y Ulam publican el articulo “The Monte Carlo Method” (Dunn y
Shultis, 2011; Sobol, 1994).

Simular tiene como objetivo duplicar caracteristicas y comportamientos de un sistema
real. El método Monte Carlo (o simulacibn Monte Carlo) genera muestras de la
distribucion de probabilidad de interés y a partir de ellas evalta los momentos de la
distribucion de probabilidad a posteriori (Alonso, 2008). EI método es util para obtener
soluciones numéricas a problemas que son demasiado complicados de resolver
analiticamente realizando repeticiones y reconociendo el comportamiento del sistema.
A diferencia de los métodos numéricos que se basan en evaluaciones en N puntos en

un espacio M-dimensional para producir una solucion aproximada, el método Monte
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Carlo tiene un error absoluto de la estimacion que decrece de acuerdo al Teorema del
Limite Central (Geyer, 1992).

4.2. Cadenas de Markov

La cadena de Markov debe su nombre al matemético ruso Andrei Andreyevich Markov
(1856-1922). Su trabajo en el campo de los procesos de componentes aleatorios
(procesos estocasticos) derivaron en un instrumento matematico conocido
actualmente como cadena de Markov, la cual se define como una secuencia de valores
de una variable aleatoria en las que el valor de la variable en el futuro depende del
valor de la variable en el presente, pero es independiente de la historia de dicha
variable (propiedad markoviana). La cadena de Markov se considera una herramienta
de utilidad en disciplinas como la economia, la ingenieria, la investigacion de

operaciones y muchas otras (Budnick, 1990).

Intuitivamente, una cadena de Markov representa el movimiento aleatorio de un objeto.
Podemos considerar (X,,) como la posicion o el valor de un objeto en el instante n. En
el tal caso existen reglas que permiten conocer las probabilidades del lugar en que se

situara el objeto en el siguiente movimiento.

Una cadena de Markov requiere un espacio de estados S que es el conjunto de todos
los lugares a los que puede ir el objeto. Por ejemplo S$=1{1,2,3}, S=
{fondo, superficie}, o S puede ser el conjunto de todos los enteros positivos, ademas
del ciclo de Markov, al cual corresponde el periodo de tiempo que sirve de base para

examinar las transiciones entre estados.

La cadena requiere también una probabilidad de transicién, que da la probabilidad que
describe hacia donde se desplazara el objeto en el siguiente salto. Concretamente

para i,j €S, el valor p;; es la probabilidad de que, si el objeto esta en i, efectue el
siguiente salto a j. Por lo tanto el conjunto {pij 2, ES} de probabilidades de

transicion cumple p;; = 0 paratodo i, j € S,y
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z. pij =1
JES

Paracadai € S.

También es necesario establecer el lugar en que comienza la cadena de Markov.
Generalmente establecemos sencillamente que X, = s para algun estado determinado
s € S. De forma més genérica, podriamos tener una distribucion inicial u; = P(X, = i).

En este caso necesitamos que y; = 0 paratodoi € S,y

=1
JES

Resumiendo, S es el espacio de estados de todos los lugares a los que el objeto puede
desplazarse, u; representa la probabilidad de que el objeto esta en el punto i, se
desplace al punto j en el siguiente movimiento. En términos de la secuencia de valores

aleatorios Xy, X1, X, . tenemos que
P(Xp41 :jlxn =1i)= Dij

Siendo necesario que la probabilidad de desplazamiento no dependa de la historia

previa de la cadena. Es decir:
P(Xn+1 = ]an =1 Xn—l = Xn—li ""XO = xO) = Dij
Paratodonyi,j,xg,..., Xpn—q1 €S.

Es conveniente disponer las probabilidades de transicion como la matriz P = p;; de

mxm, llamada matriz de transicién de la cadena de Markov, matriz estocastica y

matriz de probabilidades (Evans y Rosenthal, 2005).

Para considerar un matriz de transicidon en n pasos se debe satisfacer:

(n

A pl.j) > Oparatodaiytodaj,n=0,1,..,m
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a Y7op;Y =1paratodai,n=0,1,..,m

& asumiendo las probabilidades iniciales P = {X, = 1}para toda i

Estado 0 1 2 m
0 Po(gl) Po(?) PO(;) . Po(;)
1 Pfg‘) P1(1n) P1(zn) o P1(77:1)
Pt = 2 Pz((;l) Pz(?) Pz(;) Pz(:r? = (p)
Ulijes
m P P P .. p

4.3. Monte Carlo via Cadenas de Markov

Las técnicas de Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC, por sus siglas en inglés)
permiten generar de manera interativa, observaciones de distribuciones multivariadas
que dificilmente podrian simularse utilizando métodos directos. La idea basica consiste
en construir una cadena de Markov que sea facil de simular, y cuya distribucién

simulada corresponda a la distribucion final de interés (A. F. M. Smith y Roberts, 1993).

La idea de los métodos Monte Carlo via Cadenas de Markov consiste en simular
valores ligeramente dependientes en una cadena de Markov independiente e
idénticamente distribuida (i.i.d.) 6,, 8, ..., 8,, cuya distribucion estacionaria sea m(8|X).
Para aproximarse a esta distribuciébn se requiere generar n muestras i.i.d., de X
evaluando repetidamente el estadistico (distribucidén posterior en un analisis Bayesiano
o la varianza de un estadistico en un analisis frecuentista) sobre ellas t(x), y
aproximando m mediante la distribucion empirica de valores obtenidos. Cada valor
simulado 6,, depende Unicamente de su predecesor 6,_,. Si el algoritmo se
implementa correctamente, la convergencia de la cadena estd garantizada

independientemente de cuales sean los valores iniciales.
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Es necesario simular la cadena para un numero elevado de iteraciones para que la
distribucién estacionaria ¢(-) sea precisamente la distribucion de interés m(:) . Los
primeros valores simulados, iteraciones burn-in, se eliminan porque no estan en el

estado estacionario.

Haciendo referencia a Gilks et al. (1996), una cadena de Markov converge a una
distribucién estacionaria ¢(+), si Pt(: |x,) converge eventualmente a ¢(). Es decir la

cadena olvida gradualmente su estado inicial y no depende de t.

Para que la distribucion de X, sea convergente a una distribucion estacionaria, la
cadena debe considerar tres propiedades importantes referidas como condiciones de
regularidad de una cadena de Markov:

& Que la cadena sea irreducible, es decir, que para toda i, j exista t > 0, tal que
Pt(X, = j|X, = i) > 0.

a La cadena debe ser no periddica, es decir, si para cada i se cumple que el
maximo comun divisor de X,{t > 0: P* (X, = i|X, = i) > 0} esigual a 1.

a La cadena debe ser recurrente positiva, si para toda i, j se cumple que:
DT = X =) = oo
t
Y es positiva si existe una distribucién ¢(+), tal que:
D POPT (X = [1Xo = D) = 9(), ¥t 2 0
t

Si la cadena de Markov cumple con dichas condiciones, entonces se dice que la
cadena es ergddica y el teorema ergddico permite realizar la integraciéon Monte Carlo
para simular y asi obtener las cantidades de interés ignorando la dependencia en la
simulacién (Gilks et al., 1996).
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4.4. Algoritmos de la simulacion Monte Carlo via Cadenas de Markov

Lo que se pretende con los algoritmos MCMC es generar valores de una variable
aleatoria X con distribucion de probabilidad (x), tipicamente multidimensional, y de la
gue no es posible muestrear directamente. Para ello, se simula una cadena de Markov
ergodica que tiene como distribucion estacionaria la distribucion objetivo m(x), tras un
namero suficientemente grande de iteraciones que estaran generando muestras

aproximadas de m(x).

La cuestion clave es como se producen las transiciones de un estado a otro de la
cadena para que se produzca la convergencia. El algoritmo basico propuesto por
Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller, y Teller (1953), fue generalizado por
Hastings (1970), dando lugar al conocido algoritmo de Metropolis-Hastings, que
constituye la versién mas general de la familia de algoritmos MCMC. Mas tarde Geman
y Geman (1984) elaboran un método de simulacién, que también genera una cadena
de Markov y que, tras ser distinguido en Gelfand y Smith (1990), pasa a ser conocido
en la literatura como muestreador de Gibbs. Dicho muestreador puede verse como un
caso particular del algoritmo Metropolis-Hastings, sin embargo, como destacan Robert
y Casella (1998, 2013), tiene algunas caracteristicas particulares que le dan entidad

propia (G. J. Gbmez y Palarea, 2003).

4.4.1. Algoritmo de muestreo Metropolis-Hastings

El método en su forma mas simple lo publica Metropolis et al. (1953). Dada la
distribucion a posteriori de un parametro 6, n(6|X), se escoge una funcion auxiliar
J(6:16,) tal que J(-|6;) es una funcién de densidad de probabilidad para toda 6,,

ademas es simétrica, es decir:

J©*16) =J(6167)
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La funcion J es llamada distribucion generadora de candidatos. Entonces el algoritmo
de Metropolis genera una cadena de Markov, (6, 64, ..., 6x,.)" donde la probabilidad de
transicion de 6, a 8., ya no depende de 6,, 6, ..., 8;_1, y cuya distribucidn de transicion

es.

P(0¢4110:) = a(B¢11,6:)] (B¢41,6:)

Asi la cadena se aproxima a una distribucion estacionaria y las muestras del vector

(Bk+1, Oxs2 -r Orsn)’ S€rdn muestras de la densidad objetivo 7(6|X).
Implementacién del algoritmo Metropolis-Hastings.

1 Se elige arbitrariamente un valor inicial () de la densidad a posteriori de 7(6|X)
para el cual (6 |X)>0.
2 Parat=1,2,..,N.
a) Se elige un candidato 6* de una distribucion de salto J,(6*|61). La
distribucion de salto debe ser simétrica, es decir, J.(u|v) = J;(v|u), paratodo
u,vyt.

b) Se calcula la razén o el cociente de importancia de las densidades,

_ O
71X

c) Sir > 1, entonces 8¢ = 9%, ir al paso 2.
d) Sir <1, entonces generar u~Unif(0,1), siu < r, entonces 8¢ = 6*.

e) Iral paso 2 hastaque t = N.

Cuando se ejecuta un algoritmo MCMC, es importante examinar si los valores
simulados 6,, han convergido aproximadamente a la distribucion estacionara m(6]X)
(Ausin, 2012).

Es considerable:
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a Examinar el trabajo del algoritmo al estar explorando el espacio de estados

a Verificar la convergencia de las medias de los valores simulados en MCMC, e.g.
Ly, 6. > E@1X)

a Analizar si los valores simulados son aproximadamente una muestra de valores

independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.).

Ausin (2012), comenta que existen numerosos procedimientos en la literatura para
estudiar la convergencia de la cadena. Una posibilidad es ejecutar al algoritmo varias
veces comenzando en distintos valores iniciales y comprobar si el comportamiento de

la distribucion estacionaria es la misma.
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5. Distribucion Pareto

5.1. Antecedentes

La distribucién del ingreso se ha analizado desde dos perspectivas cientificas que han
trascendido en el tiempo. La primera de ellas se debe a David Ricardo, quien en 1817
realizé indagaciones sobre la distribucion funcional del ingreso, tema del cual derivo la
formacién de precios de los factores de la produccion y la distribucion del producto
neto entre los propietarios de dichos factores (Dagum, 1980). El segundo enfoque se
debe a Vilfredo Pareto (1848-1923), quien planted investigaciones sobre la distribucion
personal del ingreso, especificando su modelo tipo | en (1895) y posteriormente los
modelos tipo Il en (1896) y Il en (1897). En este ultimo afio, Pareto publico en su libro
"Cours d'Economie Politique" una exposicion de la llamada Ley de Pareto, en donde
formulaba la primera representacion analitica de la curva de ingreso en cuanto a su

distribucion entre las personas (Bouchaud y Potters, 2000).

De ese andlisis dedujo que en todos los paises sin importar la época, la distribucién
de la riqueza sigue un patrén logaritmico que se observa en una imagen como una
“cola”, en cuyo extremo izquierdo se aloja una pequefia fraccion de la poblacion la cual

es duefia de la mayoria de la riqueza (Luque, 2007).

5.2. Caracteristicas

Pareto (1895), observo una relacion lineal decreciente entre el logaritmo de los
ingresos Yy el logaritmo de N,., el nimero de contribuyentes con ingreso mayor o igual
ax, x = xy, cuando se analizan ingresos declarados para efecto del impuesto sobre la

renta. Aso, él especifica:
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logN, = A — alogx 9)
que es lo mismo que:
N, = edx™@ (10)

donde A,a > 0. Normalizando por el nimero de personas que reciben ingreso N: N, ,

se obtiene:

Ny x\ "%
%=1 - F(x) = (x—o) x> x> 0. (Montes, 2012).

La distribucion Pareto tipo | se define como una distribucibn de probabilidad
decreciente y convexa, cuya caracteristica fundamental es que esta basada en una
Ley de Potencia que implica una forma hiperbdlica. La distribucion es biparamétrica,
tomando a a > 0 como el pardmetro de forma, y 8 > 0) como el parametro de escala

(espacio paramétrico). Su modelo probabilistico es:
X;~Pareto(a, 6) (11)
con funcién de distribucion acumulada:

X af® 0\
Fxla,8) = P(X < x) = L S dr=1- () (12)

y funcion de densidad de probabilidad:

a

ab
f(xla, 9) = m[(g’m)(x) (13)

El parametro 8 alude al ingreso minimo de la poblacion, mientras que a considera la
dispersion, que a mayores valores de a derivan densidades mas concentradas en las
proximidades del minimo (8) . A este ultimo parametro también se le conoce como el
indice de la cola o indice de Pareto (Arnold, 1985, 2015).
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Dicha distribucion permite modelar valores extremos de cola desconocidos con

informacion conocida (Abdel-Ghaly, Attia, y Aly, 1998), y pertenece a la clase de

distribuciones subexponenciales, de “cola derecha pesada o larga”, cuando su

parametro de forma es menor que 1; lo que significa que al dominio de los valores

extremos se le asigna un espacio de probabilidad amplio en comparacion con el que

se le asignaria a una distribucion Exponencial (Abdel-Ghaly et al., 1998).

5.3. Momentos y medidas de posicidén y dispersion

Los momentos respecto al origen de la distribucién Pareto son:

afk
a—k

E(X") =

donde el k-ésimo momento existe solosi k < « .

El valor esperado o media (primer momento respecto al origen) es:

a
E(X)=m0, a>1

y la varianza (segundo momento respecto a la media) es:

Var(X) = 2 a>2

a
0
(a —1?*(a—2)
y entonces el coeficiente de variacion esta dado por:

1
CV=— = a>2

,/a(a—Z)'

(14)

(15)

(16)

(17)
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5.4. Aplicaciones de la distribucion Pareto

La distribucion Pareto ha sido muy importante debido a que una gran variedad de datos
observados siguen una probabilidad de cola larga o ley de potencia en la cola, es decir,
que la distribucion de los datos es sesgada hacia los valores extremos, de forma que
representa eventos en los que la variable aleatoria alcanza valores altos con poca
frecuencia, mientras que los valores medianos o0 bajos son mucho mas comunes

(Clauset, Shalizi, y Newman, 2009; Dragulescu y Yakovenko, 2001).

Dicha distribucién, es una herramienta utilizada para modelar fenémenos en distintas
areas de estudio como como la fisica, la hidrologia, la geologia, la astronomia la
biologia, las finanzas y la economia (Alzaatreh, Famoye, y Lee, 2012; Forbes, Evans,
Hastings, y Peacock, 2011; Zaninetti y Ferraro, 2008). Para afadir flexibilidad a la
distribucion Pareto, se han derivado varias generalizaciones como la Distribucion
Generalizada de Pareto (Pickands, 1975) y la distribucién Beta-Pareto (Akinsete,

Famoye, y Lee, 2008), entre otras no menos importantes (Mahmoudi, 2011).

Debido a lo anterior, la distribucién Pareto permite ajustar los datos observados en el
modelado de terremotos y areas de deslizamiento (Pelletier, Malamud, Blodgett, y
Turcotte, 1997), fragmentacion de las rocas y areas de incendios forestales (Malamud,
Morein, y Turcotte, 1998), volimenes de hidrocarburos (Barton y Scholz, 1995),
valuacién de diamantes (Beirlant, de Wet, y Goegebeur, 2006); también se ha utilizado
para estudiar la resistencia de las fibras de alfombras de nylon (Grimshaw, 1993).
Harris (1968) utilizo la distribucién para modelar tiempos de servicio de mantenimiento,
Pickands (1975) para estudiar inundaciones extremas, Dargahi-Noubary (1989) la
utilizé con datos de la velocidad del viento y los niveles del rio Feather (Carolina del
Norte, EE.UU.), R. L. Smith (1989), para estudiar los niveles de ozono en la atmosfera.
En el ambito de la salud, se realizaron con ella estudios de tiempos de supervivencia
de pacientes dializados (Zeinab, 2007). En lo que respecta a negocios, se ha utilizado
para determinar indices de capacidad de procesos (Valdiviezo y Fermin, 2010), para
modelar tiempos de vida de los negocios (Nigm y Hamdy, 1987), y tiempos de servicio

y sistemas de espera (Harris, 1968).
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En el contexto socioecondmico, la distribucion Pareto ha permitido realizar un gran
namero de investigaciones en cuanto al analisis del ingreso y la distribucion de la
riqueza, como en los estudios de Feenberg y Poterba (1993), y Piketty y Saez (2003),
quienes analizaron datos de impuestos de los contribuyentes con ingresos altos en los
EE.UU. Asi mismo la han utilizado otros investigadores en el analisis de la evolucion
de la distribucion del ingreso en Estados Unidos, entre ellos Bound y Johnson (1992);
Castafieda, Diaz, y Rios (2003); Katz y Murphy (1992); Levy y Michel (1991); Murphy
y Welch (1992).

Por su parte Ahmed y Bhattacharya (1972), utilizaron la distribucion Pareto para
analizar la renta per cépita en la India, Hayakawa (1951) y Champernowne (1952),
para estudiar la distribucién del ingreso con datos de los japoneses. Similarmente
Fujiwara, Souma, Aoyama, Kaizoji, y Aoki (2003), emplearon dicha distribuciéon para
inferir sobre las tasas de crecimiento de los ingresos per capita en Japon, Dragulescu
y Yakovenko (2001), la utilizaron para realizar una comparacion con respecto al
comportamiento de las distribuciones de los ingresos personales tanto en Reino Unido
como en los Estados Unidos, Clementi y Gallegati (2005), analizaron con ella la
distribucion de los datos de los ingresos personales de los italianos, Tartalova (2012),

realiz6 con ella estudios sobre la distribucion del ingreso en Eslovaquia.
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6. Materiales y metodos

6.1. Estimadores de Maxima Verosimilitud de la distribucidn Pareto

La inferencia estadistica a partir de datos cuantitativos supone en general el
conocimiento de la funcion de probabilidad (o de distribucion) que mejor modela el
comportamiento de la variable observada. Lo anterior se concreta con la determinacion
de los parametros poblacionales de dicha distribucion mediante meétodos de

estimacion a partir de variables aleatorias muestrales (Unalmed, s.f.).

Considerando una distribucion Pareto con parametros a y 6, dada una muestra
aleatoria x; = (x4,%; ..., x,), la funcién de verosimilitud L toma la siguiente forma
(Rytgaard, 1990):
T ah® , (18)
LB, alx) = HW;O <0 <min{x;},a >0
i=1 "t
Podemos observar entonces que L(6,alx) se incrementa mayormente que 0,

considerando al valor mas alto de 6. Dado lo anterior el valor de 6 puede ser mayor

que el menor valor de x;, asi en la maximizacion de L ajustando 6 es:
6 = min {x;} (19)

Aplicando logaritmo a la funcién de verosimilitud L = (6, a|x) para encontrar el valor

de a, tenemos:

. af®
logL(0,alx) = Z log s
i=1 '

L

28



Materiales y métodos

entonces:

=nlog(a) + anlog(8) — (¢ + 1) Z log(x;)
i=1

SloglL  n+ anlog(0) — ayr log(x;)
Sa a

L (20)

6.2. Simulacion Monte Carlo via Cadenas de Markov para determinar

los parametros de la distribucion Pareto

La informacion referente al ingreso trimestral bruto de los mexicanos es procesada

bajo el procedimiento “proc MCMC” incluido en el sistema Statistical Analisys Software

(SAS/STAT Software) mejor conocido comercialmente como SAS en su version 9.4.

Este procedimiento pertenece a la categoria de Inferencia Bayesiana de SAS 9.4,

definiéndolo como un procedimiento de acceso a la modelizacion e inferencia

Bayesiana mediante priores arbitrarios y funciones de verosimilitud (Sas, 2013).

En la siguiente figura se integra el procedimiento MCMC a la presente investigacion

de la siguiente manera:
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Informacion inicial
(incertidumbre:
antes de tomar en
cuenta los datos
observados)

Modelo estadistico

Informacién nueva
(datos observados)
X = (X1, X3, ) Xp)

Distribucién a priori
P(0); 6 € O

Inferencia Bayesiana
P(X,0) = P(X|6)P(0)

a~Gamma,
Mientras
que 8~Gamma

Funcion de
verosimilitud
L=(6,a|X)

Modelo
Probabilistico
X;~Pareto(a, 8)

Simulacién Monte
Carlo

Monte Carlo via
Cadenas de Markov

N-Metropolis

Cadenas de Markov

Algoritmos

Diagnostico de
convergencia

Parametros de la
distribucion
esperada
Pareto(a, 0)

Distribucién
posterior
P(61X)

Figura 1. Procedimiento MCMC. Elaboracion propia.
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6.2.1. Diagnosticos de convergencia

6.2.1.1. Intervalo de credibilidad

La literatura de la estadistica Bayesiana refiere a los intervalos de credibilidad como
un analogo a los intervalos de confianza de la estadistica clasica. Los intervalos
Bayesianos corresponden al dominio de la distribucion de probabilidad posterior. La
eleccion del intervalo mas estrecho en una distribucién unimodal implicara la eleccion
de los valores de la densidad de probabilidad mas alta (M. H. Chen y Shao, 1999;
Eberly y Casella, 2003; Edwards, Lindman, y Savage, 1963; Hartigan, 1966; Wei y
Tanner, 1990).

6.2.1.2. Errores Estandar de Monte Carlo

MCSE (por sus siglas en inglés), corresponde al error estandar de la estimacion de la
media posterior y mide la precision de la simulacién. La desviacion estandar posterior
describe la incertidumbre en el parametro y es una funcién del tamafio de la muestra
en el conjunto de datos, mientras que MCSE describe la incertidumbre en la estimacion
del pardmetro como un resultado de la simulacion MCMC y es una funcion del numero

de iteraciones en la simulacion (Sas, 2008).

6.2.1.3. Diagndéstico de Geweke

El diagnéstico de Geweke (1991), hace la comparacion de la ubicaciéon del parametro
muestreado en dos espacios diferentes de la cadena, esperando que los valores
medios de tales intervalos de tiempo sean iguales o tan cercanos unos de otros, de
ser asi, entonces se supone que las dos partes de la cadena tienen posiciones
similares en el espacio de estados y que las muestras provienen de la misma

distribucion.
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Generalmente, se compara la tltima mitad de la cadena que se supone ha convergido
con algun intervalo mas pequefio en el comienzo de la cadena. Dicho diagnostico
utiliza la estimacién de densidad espectral para este analisis la cual se utiliza para la
deteccion de comportamientos periddicos en los datos (Cowles y Carlin, 1996; Sahlin,
2011). El diagnéstico de convergencia Z, es la diferencia entre las dos medias
comparadas; divididas por el error estandar asintotico de dicha diferencia. Cuando el
largo de la cadena tiende a infinito, la distribucion de muestreo de Z se distribuye
N(0,1), por lo tanto los valores de Z que se ubiquen en el extremo de la distribucién

normal sugiere que la cadena no converge en forma temprana (Alcaino, 2004).

6.2.1.4. Diagnoéstico de Raftery-Lewis

El método de convergencia introducido por Raftery y Lewis (1992, 1996), se basa en
un criterio de exactitud de la estimacion del cuantil g de una funcién real del vector 6.
Se determina el niUmero de iteraciones N que se requiere para estimar el cuantil g

dentro de una exactitud de +r con probabilidad s.

También se obtienen M, N,, e I, donde M es el niUmero de iteraciones iniciales que
deben ser descartadas (“burn-in”), N,,, es el tamafio de muestra minimo basado en una
muestra aleatoria, e I es el factor de dependencia que estima la magnitud en la cual la

autocorrelacion incrementa el tamafio de muestra requerido, y se calcula como I =

M+N , .
o Valores de I cuanto mas cerca son a 1 menos correlacionadas son las muestras

m

mientras que mayores a 5 indican una fuerte correlacion, la cual puede ser resultado
de una pobre eleccién del valor de inicio de la cadena o una alta correlacion entre los

componentes del vector 6, relativa a su distribucion final.

El tamafio de muestra estimado para una variable U esta basada en el proceso Z; =
d(U; < u) donde d es la funcion indicadora y u es el cuantil g de U. El proceso Z; es

derivado de la cadena de Markov de los datos por marginalizacién y truncamiento, pero
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no es por si misma una cadena de Markov. Sin embargo, Z; puede comportarse como

una cadena de Markov si esta suficientemente dispersa.

El criterio para determinar el nUmero de iteraciones “burn-in” m, es que la distribucion
condicional de Z} dado Z, debe estar dentro de la distribucion equilibrio de la cadena
Zk (Cowles y Carlin, 1996).

6.2.1.5. Diagnostico de Heidelberger-Welch

El diagnostico de Heidelberger y Welch (1981, 1983), se basa en la suposicién de que
se tiene un proceso débilmente estacionario cuando la cadena ha alcanzado la
convergencia. Un proceso débilmente estacionario tiene las propiedades que si X’ es
definido como la j — ésima iteracion en la secuencia, la funcion de media E[X’] es
constante en el tiempo y la covarianza Cov(67,8/*%) no depende de j sino solo del
tamafo de s. Esto es una suposicion razonable ya que la secuencia es generada por

una cadena de Markov y, por tanto satisface completa estacionariedad (Sahlin, 2011).

Dicho diagnostico se basa en el estadistico de Cramér-von Mises para evaluar la
evidencia de no estacionariedad. Cuando esto ultimo es el resultado de dicha prueba,
se desecha el primer 10% de las iteraciones volviéndose a repetir la prueba hasta que
la cadena ha pasado la prueba o se han descartado mas del 50% de las iteraciones;
si se produce esta Ultima situacion, basta para concluir que no era suficientemente
larga la porcion estacionaria de la cadena para evaluar adecuadamente la
convergencia. Cada parametro refleja su estatus si paso o no el estadistico de Cramér-
von Mises. Si el parametro no pasa dicha prueba, es un indicativo de que la cadena
necesita una trayectoria de mas tiempo antes de alcanzar la convergencia.
Posteriormente, el proceso considera una segunda etapa la cual examina las
iteraciones que pasaron la prueba de estacionariedad para garantizar la exactitud.
Especialmente, si la mitad de la anchura del intervalo de credibilidad de la estimacion

es menor que una fraccion predeterminada de la media, entonces la prueba implica
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gue la media fue estimada con suficiente precision. Si un parametro falla en esta etapa
del diagnéstico (indicando poca exactitud en las estimaciones) puede ser necesario
mas tiempo en la ejecucion del muestreador MCMC (Cowles y Carlin, 1996; Kaplan,
2014; Kaplan y Depaoli, 2013).

6.2.1.6. Tamafno de muestras efectivo

ESS (por sus siglas en ingles), realiza el calculo de los tamafios de muestra efectivos
(Kass, Carlin, Gelman, y Neal, 1998), de las muestras posteriores de cada parametro,
adicionalmente calcula el tiempo de correlacion y la eficiencia de la cadena para cada

parametro.

ESS se define estadisticamente como:

ESS =2 = n
Tt 142)°,pk(8)

Donde n es el tamafio total de la muestra y pk es la autocorrelacion del lag k para 6.
La cantidad 7 es referido al tiempo de autocorrelacién. Para estimar este valor, en los
procedimientos Bayesianos primero se posiciona en un punto k después de que las
autocorrelaciones son muy cercanas a cero, sumando los valores pk hasta ese punto.
El punto k es tal que pk < 0.050, pk < 2sk donde sk es la desviacion estandar

estimada:

sk =2 \/(%(1 +2 Yk p2 (9))) (Sas, 2008).
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6.3. Indicadores comunes para medir la desigualdad del ingreso

6.3.1. Curva de Lorenz

La curva de Lorenz es una herramienta que se utiliza para representar la distribucion
de ingresos segun lo propuesto por Lorenz (1905), que muestra que la proporcion del
ingreso total estd en manos de un determinado porcentaje de la poblacién. Este
método es conceptualmente muy similar al método por cuantiles. La curva de Lorenz
grafica la fraccion acumulada de una variable aleatoria (ingreso) versus la fraccion
acumulada de poblacién receptora de la variable en estudio (Bellu y Liberati, 2005,
2006).

6.3.2. Coeficiente de Gini

El coeficiente o indice de Gini es una medida de dispersion estadistica, para medir
cualquier forma de distribucién desigual, aunque generalmente se ha utilizado para
representar la distribucién de los ingresos de los residentes de un pais, siendo la
medida mas utilizada de desigualdad. Dicho coeficiente fue desarrollado por el italiano
estadistico y sociologo Corrado Gini, quien en el afio de 1912 publicé su aportaciéon

en el documento “Variabilitd e mutabilita”.

El indice de Gini es el indicador expresado en forma de porcentaje, y es igual al

coeficiente de Gini multiplicado por cien.

El indice de Gini mide hasta qué punto la distribucion del ingreso entre individuos u
hogares dentro de una economia se aleja de una distribucion perfectamente equitativa.
Un coeficiente de Gini cero expresa perfecta igualdad, donde todos los valores son los
mismos, es decir, todos tiene los mismo ingresos. Un coeficiente de Gini de uno o cien
por ciento, expresa la desigualdad maxima entre los valores donde solo una persona

tiene todos los ingresos o consumo (Bellu y Liberati, 2006).
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Partiendo de una curva de Lorenz, el coeficiente de Gini mide la proporcion del area
entre la diagonal que representa la equidistribucidon y la curva de Lorenz (A), como

proporcién del &rea bajo la diagonal (A+B), es decir

A

Cini
MEATB

Asi, entre mas cerca de la linea diagonal (distribucion del ingreso igualitaria) se

encuentre la curva de Lorenz, mas cercano a cero estara el coeficiente de Gini.
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Fraccién de la poblacién u

Figura 2. Curva de Lorenz y coeficiente de Gini.
Adaptado de: https://wikipedia.org/wiki/Gini_coefficient#cite_ref-2

El indicador u representa el porcentaje de la poblacion con la mayor parte del ingreso
porcentual (f, linea roja), la linea verde indica la rigueza que se comparte con el resto
de la poblacién, esto es: G = f — u. Una distribucion uniforme (linea gris) con la misma

proporcion u y f determinara G > f — u.
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6.4. Encuesta Nacional de Ingresos y Gastos de los Hogares

La Encuesta Nacional de Ingresos y Gastos de los Hogares (ENIGH), es un
instrumento de datos obtenidos a partir de una encuesta, la cual proporciona un
panorama estadistico del comportamiento del ingreso y gasto de los hogares en cuanto
a su monto, procedencia y distribucion, y provee informacion sobre las caracteristicas
ocupacionales y sociodemograficas de los integrantes del hogar, asi como las

caracteristicas de infraestructura de la vivienda y equipamiento del hogar.

Dicho material de andlisis apoya en la toma de decisiones en materia de politica

econdmica y social, asi como para investigadores y organismos internacionales.

Los antecedentes de la ENIGH data desde 1984, cuando en este se tuvo la iniciativa
por ampliar los objetivos y homogenizar la metodologia, tomando en cuenta las
recomendaciones internacionales y los requerimientos de informacién de los usuarios
(Montes, 2012).

La encuesta es levantada formalmente por el Instituto Nacional de Estadistica y
Geografia (INEGI), con una periodicidad bienal. Tiene una cobertura nacional, con un
desglose geografico que considera areas urbanas consideradas como localidades de
2,500 y mas habitantes, y areas rurales definidas como localidades menores de 2,500
habitantes (CESOP, 2013).

El disefio muestral de la encuesta es:

a Probabilistico. Porque todas las unidades de muestreo tienen una probabilidad
conocida y distinta de cero.

a Estratificado. Porque las unidades de muestreo con caracteristicas
socioecondmicas y geograficas se agrupan para formar estratos.

a Polietapico. Porque la vivienda, que es la ultima unidad de seleccién, es
seleccionada después de varias etapas.

a Por conglomerados. Porque previamente se conforman conjuntos de unidades

muestrales, de los cuales se obtiene la muestra.

37



Materiales y métodos

El tamafio de la muestra es calculado con la proporcién de preceptores de ingresos

por cada vivienda.

En los estratos urbano y rural se fija una fraccion de muestra, con las que se
construyen las probabilidades de seleccion de la primera etapa, obteniendo las
unidades primarias de muestreo (UPM). Una vez realizado esto, se procede a
conformar las probabilidades de seleccion de la segunda etapa obteniendo las
viviendas objeto de entrevista de cada encuesta, en esta seleccion se incluyen
viviendas deshabitadas y de uso temporal que garantiza que los resultados obtenidos

a partir de solo una parte de la poblacién (muestra) se pueda generalizar hacia el total.

Dentro de la encuesta esta incluido un factor de expansion. El factor de expansion
implica que a pesar de que los resultados de la encuesta presenten una muestra
reducida, existe un determinado numero de individuos (el numero de individuos es el

equivalente al factor de expansién) que comparten las mismas caracteristicas.

Las tablas que conforman la base de datos contienen informacion asociada a tres
niveles o grupos, uno asociado a la vivienda como unidad de muestreo, otro asociado
al hogar como unidad de observacion y el dltimo al integrante del hogar como unidad

de andlisis.

La ENIGH cuenta con 15 bases de datos (15 afios) referentes al ingreso per cépita de
los mexicanos de los afios 1984, 1989, 1992, 1994, 1996, 1998, 2000, 2002, 2004,
2005, 2006, 2008, 2010, 2012 y 2014. De lo anterior, se utilizé toda la informacién
referente a los ingresos trimestrales brutos, catalogados en la encuesta como
Microdatos “Ingresos y percepciones financieras y de capital de cada uno de los
integrantes del hogar” a través del folio de la vivienda. Este ultimo, consta de seis
digitos donde el primero y segundo indican la clave de la entidad federativa, el tercero
corresponde a la decena en la que se realiza el levantamiento, el cuarto, quinto y sexto

digito corresponden al numero consecutivo (ENIGH, 2014).
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7. Resultados

Los resultados de la presente investigacion se muestran a partir del procedimiento
Bayesiano de la simulacion Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC) de Sas
(2013). Dicho procedimiento se aplicé para cada base de datos de los 15 afios. Con

esto, se fundamentan los objetivos planteados en la presente investigacion.

7.1. Validacion del modelo

En la siguiente seccion, se explica que el proceso MCMC comienza dando lectura al
namero de datos correspondientes al ingreso per capita trimestral bruto de los
mexicanos para comenzar a procesar la informacién y dar paso a la salida que
corresponde a la estimacién de las medias. De esta manera, primeramente se realiza
la estimacion de los parametros, en conjunto con el diagnéstico de convergencia del
procedimiento MCMC. Al respecto, se llevan a cabo los diagnésticos de Geweke,
Raftery-Lewis y Heidelberger-Welch. A continuacion se determina la validez de la
simulacién de la cadena de Markov, para lo cual es importante determinar el tamafio

efectivo de la muestra y el nivel de autocorrelacion.

Como parte del analisis de los resultados, se incluye el comportamiento de la

desigualdad en México medido a través del coeficiente de Gini y la curva de Lorenz.

7.2. Estimacion de los parametros 8y a

La distribucion a priori utilizada para la estimacién posterior de los parametros

corresponde a una distribucion gamma, la cual utiliza parametros minimos
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(shape=0.001; scale=0.001) para expresar ignorancia a priori, no alterando asi el

resultado de la inferencia (Fink, 1997; Howlader, Hossain, y Makhmin, 2007).

Inicialmente, en el Cuadro 1 se muestran el primer y segundo bloque, los cuales
corresponde a la estimacion de los parametros 6 y a por separado, con el algoritmo
de muestreo Normal-Metropolis (Metropolis basado en una caminata aleatoria con
supuesto de normalidad), el cual se ha utilizado para extraer valores al azar de la
distribucion posterior obteniendo las medias de estos valores, simulando asi las

medias de la distribucién esperada, siendo por tanto la estimacién de los pardmetros.

El problema de los valores iniciales consiste en que aquel valor por el que se inicia
cada cadena de Markov puede influir en los siguientes valores y, por tanto, en los
estimadores. Sin embargo, estos valores iniciales son relativamente arbitrarios
(Revuelta, 2001). Para reducir su efecto se han elaborado cadenas de entre 50000 y
110000 elementos cada una y se han descartado (burn-in) los primeros 5000 a 10000
elementos en las cadenas (Cuadro 5).

En el Cuadro 1 se muestran los sumarios e intervalos posteriores:
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Cuadro 1. Sumarios e intervalos posteriores

Método de muestreo N-Metropolis

Sumarios posteriores

Intervalos

Afio No. Qe posteriores
observaciones
Parametro Valor Desviacién
inicial Media estandar Percentiles 25,50y 75 Intervalo HPDgse%

theta 4.032E-7 0.1187 0.000395 0.1184 0.1187 0.119 0.1179 0.1195
2014 89131

alpha 1.254E-7 0.49 0.000048 0.4899 0.49 0.49 0.4899 0.49

theta 2.07E-11 0.1204 0.000557 0.12 0.1204 0.1207 0.1193 0.1214
2012 46597

alpha 4.935E-6 0.4799 0.000095 0.4799 0.4799 0.48 0.4797 0.48

theta 0.000015 0.1185 0.000334 0.1183 0.1185 0.1187 0.1179 0.1192
2010 126953

alpha 1.598E-7 0.5 0.000034 0.5 0.5 0.5 0.4999 0.5

theta 2.07E-11 0.1101 0.000297 0.1099 0.1101 0.1103 0.1095 0.1107
2008 133215

alpha 4.935E-6 0.25 0.000017 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25

theta 2.07E-11 0.1169 0.000421 0.1166 0.1169 0.1171 0.1161 0.1177
2006 75812

alpha 4.935E-6 0.4999 0.000059 0.4999 0.5 0.5 0.4998 0.5

theta 2.07E-11 0.1331 0.000474 0.1327 0.1331 0.1334 0.1321 0.134
2005 75598

alpha 4.935E-6 1.4998 0.000179 1.4998 1.4999 1.4999 1.4995 15

theta 2.07E-11 0.1462 0.000531 0.1459 0.1462 0.1466 0.1452 0.1473
2004 74290

alpha 4.935E-6 2.9996 0.000383 2.9995 2.9997 2.9999 2.9988 3

theta 2.07E-11 0.1477 0.000617 0.1473 0.1477 0.1481 0.1465 0.1481
2002 55911

alpha 4.935E-6 2.4996 0.000436 2.4994 2.4997 2.4999 2.4997 2.499

theta 2.07E-11 0.1490 0.000835 0.1485 0.1490 0.1496 0.1474 0.1506
2000 31629

alpha 4.935E-6 2.5788 0.00121 2.5783 2.5792 2.5796 2.5764 2.58

theta 4.032E-7 0.1171 0.000648 0.1167 0.1171 0.1176 0.1159 0.1184
1998 33154

alpha 1.254E-7 0.2999 0.000084 0.2999 0.2999 0.3 0.2997 0.3

theta 4.032E-7 0.1278 0.000655 0.1274 0.1278 0.1283 0.1265 0.1291
1996 38671

alpha 1.254E-7 0.4999 0.000113 0.4998 0.4999 0.5 0.4997 0.5

theta 4.032E-7 0.1337 0.000726 0.1332 0.1337 0.1342 0.1323 0.1351
1994 34374

alpha 1.254E-7 0.4999 0.000122 0.4998 0.4999 0.5 0.4996 0.5

theta 4.032E-7 0.0792 0.000412 0.0789 0.0792 0.0795 0.0784 0.08
1992 36698

alpha 1.254E-7 1.9978 0.0022 1.997 1.9985 1.9994 1.9935 2

theta 2.07E-11 0.0807 0.00050 0.0803 0.0807 0.081 0.0797 0.0817
1989 27789

alpha 4.935E-6 2.2408 0.0498 2.2075 2.2418 2.2754 2.1436 2.3378

theta 2.07E-11 0.0981 0.000954 0.0975 0.0981 0.0988 0.0962 0.1
1984 11396

alpha 4.935E-6 1.1192 0.0352 1.0953 1.1185 1.1433 1.0548 1.1914

Fuente: Elaboracion propia con datos de la simulacion.
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Donde las medias estimadas de las simulaciones corresponden al parametro del
ingreso minimo 8, y al parametro de desigualdad «, resultando de igual manera las
respectivas desviaciones estandar, que al observar detalladamente cada una
representa la minima variacion de los datos individuales de la muestra con respecto a
la media, permitiendo de esta manera confiar en la representatividad del parametro;
asi mismo el percentil 50 indica que el 50% de los datos de la muestra es representado
por el valor del parametro estimado, sin importar valores muy elevados o valores

demasiado minimos.

El siguiente indicador en el Cuadro 1 es el intervalo Bayesiano o de credibilidad de
densidad posterior maxima al 95% (Highest Posterior Density at 95%), que asegura
que es ((1 — a)100) 95% probable que el valor verdadero del parametro se localice en
ese rango estimado, calculado a partir de la distribucion posterior, dados los datos

observados y la informacion a priori del mismo.

7.3. Errores estandar de la simulacién y diagndsticos de Geweke y

Raftery-Lewis

Los errores estandar de la simulacién Monte Carlo (MCSE, por sus siglas en inglés),
proporcionan informacion util sobre la calidad de la estimacion y la inferencia posterior.
El error estandar es una medida de la variabilidad entre las muestras de una poblacion
gue representa la cantidad tipica de error que se puede esperar de un estimador. Por
lo tanto, cuanto menos sea el error estandar, mejor seré la estimacion del parametro
(Bradley, Christophe, y Denis, 2014). Los errores estandar se pueden utilizar para
establecer un intervalo de probabilidad que contenga la verdadera caracteristica de la
poblacién (Altman y Bland, 2005; Norman, Streiner, y Tarrés, 1996). Tales intervalos

se denominan intervalos de confianza (Norman et al., 1996).

Ademas de lo anterior, es posible calcular la relacion que se da entre el error estandar

de la simulacién y la desviacion estandar de cada una de las medias posteriores,
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mostrando valores minimos en cada dato estimado e indicando minimas variaciones;

fundamentando asi la confiabilidad sobre los parametros obtenidos.

El Cuadro 2 muestra la informacion de los errores estandar de Monte Carlo, asi como

los diagndsticos de Geweke y Raftery-Lewis:
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Cuadro 2. Errores estandar de Monte Carlo y diagnosticos de Geweke y Raftery-

Lewis

Errores estandar de Monte Carlo

Diagnésticos de

Raftery-Lewis Cuantil
g=0.025 Exactitud r=+/-
0.005 Probabilidad

, Geweke $=0.95 Epsilon=0.001
Afio P:tr;m Media NGmero de muestras
Factor de
MCSE D%V MCSE/SD z g_’v;gl Bur toa M A
theta 0.1187 3.90E-06 0.000395 0.00989 -0.8734 0.3825 2 3930 3746 1.0491
2ol alpha 0.49 5.74E-07 0.000048 0.0119 1.1512 0.2496 3 4447 3746 1.1871
theta 0.1204 5.626E-6 0.000557 0.01 1.0237 0.3060 2 3772 3746 1.0069
201z alpha 0.4799 1.123E-6 0.000095 0.0118 -0.9172 0.3590 3 4374 3746 1.1676
theta 0.1185 4.87E-06 0.000334 0.0146 -0.2162 0.8288 2 3930 3746 1.0491
2010 alpha 0.5 5.66E-07 0.000034 0.0169 -1.0584 0.2899 3 4559 3746 1.217
theta 0.1101 4.92E-06 0.000297 0.0166 -1.0316 0.3023 3 4199 3746 1.1209
2008 alpha 0.25 3.98E-07 0.000017 0.0239 -0.6202 0.5351 5 5873 3746 1.5678
theta 0.1169 3.241E-6 0.000421 0.0077 0.3027 0.7621 3 4249 3746 1.1343
2008 alpha 0.4999 6.826E-7 0.000059 0.0115 -0.8259 0.4089 7 9716 3746 2.5937
theta 0.1331 4.739E-6 0.000474 0.01 -0.9474 0.3434 2 3803 3746 1.0152
2008 alpha 1.4998 2.145E-6 0.000179 0.012 -1.6867 0.0917 3 4521 3746 1.2069
theta 0.1462 4.061E-6 0.000531 0.00765 -0.7310 0.4648 3 4249 3746 1.1343
2004 alpha 2.9996 4.241E-6 0.000383 0.0111 -1.6060 0.1083 6 8993 3746 2.4007
theta 0.1477 4.628E-6 0.000617 0.00750 0.6090 0.5425 3 4308 3746 1.1500
2002 alpha 2.4996 4.521E-6 0.000436 0.0104 -1.0192 0.3081 5 5987 3746 1.5982
theta 0.1490 6.41E-06 0.000835 0.00769 0.319 0.7490 3 4338 3746 1.1580
2000 alpha 2.5788 0.000014 0.00121 0.0115 -1.0544 0.2917 7 9140 3746 2.4399
theta 0.1171 6.48E-06 0.000648 0.01 0.084 0.9331 2 3866 3746 1.032
1998 alpha 0.2999 1.01E-06 0.000084 0.0121 0.2943 0.7685 4 4636 3746 1.2376
theta 0.1278 6.55E-06 0.000655 0.01 1.7463 0.0808 2 3834 3746 1.0235
1996 alpha 0.4999 1.33E-06 0.000113 0.0119 0.9875 0.3234 4 4792 3746 1.2792
theta 0.1337 7.26E-06 0.000726 0.01 0.9229 0.3561 2 3962 3746 1.0577
o9 alpha 0.4999 1.45E-06 0.000122 0.0119 0.0884 0.9296 4 4752 3746 1.2686
theta 0.0792 4.18E-06 0.000412 0.0101 -0.4593 0.646 2 3772 3746 1.0069
1992 alpha 1.9978 0.000026 0.0022 0.0117 0.4381 0.6613 4 4752 3746 1.2686
theta 0.0807 4.24E-06 0.00050 0.00835 -1.7127 0.0868 3 4511 3746 1.2042
1989 alpha 2.2408 0.000410 0.0498 0.00824 -0.8340 0.4043 3 4428 3746 1.1821
theta 0.0981 0.000011 0.000954 0.0116 -0.2714 0.7861 3 4558 3746 1.2168
o8 alpha 1.1192 0.000418 0.0352 0.0119 -0.7824 0.4340 3 4374 3746 1.1676

Fuente: Elaboracion propia con datos de la simulacion.
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En la presente investigacion, el estadistico de Geweke sefiala que todos los valores
de z estan entre -1.7127 y 1.7463, ubicAndose asi dentro del intervalo +1.96 (Infante
y Zarate, 2012). Lo anterior determina que no existe diferencia en las medias
muestrales de las primeras y Ultimas partes de las cadenas, aseverando de esta
manera que las muestras se han extraido de una distribucion posterior estacionaria, y
el estadistico de Geweke presenta una distribucion asintéticamente normal estandar
N (0,1).

En lo que refiere al diagndstico de Raftery y Lewis para la investigacion, este muestra
el nimero de iteraciones burn-in al inicio de cada cadena de Markov, resultando
valores desde 2 hasta 7 iteraciones descartadas, las cuales son relativamente minimas
si en el modelo se consideraron de 5000 a 10000 iteraciones para el periodo burn-in,
y de 50000 a 110000 iteraciones totales de MCMC (Cuadro 5).

Asi mismo, el procedimiento indica el tamafio total de la muestra ademas del valor

minimo necesitado para estimar el cuantil g de 0.025 que cumple P(X < x,) =gq,
indicando que solo el 2.5% de los valores de la muestra es menor o igual que x,. El

factor de dependencia se mostré dentro de un rango 0.9824 y 2.5937, siendo menor
que 5, lo que confirma independencia entre las observaciones de las cadenas

simuladas.

7.4. Diagnostico de Heidelberger-Welch

La prueba de Heidelberger y Welch (1981, 1983), evalla desde dos perspectivas: una
prueba de parte estacionaria y el célculo de la mitad de la anchura del intervalo de

confianza para la media (Cuadro 3).
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Cuadro 3. Diagnéstico de Heidelberger-Welch

Diagnoésticos de Heidelberger-Welch

Test de estacionariedad

Test Half-Width

Afio Pardametro  Media
Estadistif:o ) _ Half-
Vonwises  Valorp GG’ descariadas  MAFWIOth  Media Wit RGN0
w?) relativo
theta 0.1187 0.1476 0.3971 Superado 0 8.10E-06 0.1187  0.000068 Superado
2ol alpha 0.49 0.0581 0.8261 Superado 0 0 0.49 0 Superado
theta 0.1204 0.1816 0.3062 Superado 0 0.000010 0.1204  0.000086 Superado
2012 alpha 0.4799 0.1168 0.5085 Superado 0 1.867E-6 0.4799  3.891E-6 Superado
theta 0.1185 0.2296 0.2167 Superado 0 0.00001 0.1185  0.000087 Superado
2010 alpha 0.5 0.2926 0.1418 Superado 0 0 0.5 0 Superado
theta 0.1101 0.0479 0.8890 Superado 0 0.000011 0.1101  0.000096  Superado
2008
alpha 0.25 - - Fallido - - - - -
theta 0.1169 0.2145 0.2411 Superado 0 6.503E-6 0.1169  0.000056 Superado
2008 alpha 0.4999 0.7910 0.7910 Superado 0 0 0.4999 0 Superado
theta 0.1331 0.2803 0.1537 Superado 0 8.941E-6 0.1331  0.000067  Superado
2008 alpha 1.4998 0.2150 0.2401 Superado 0 4.288E-6 1.4998  2.859E-6 Superado
theta 0.1462 0.3927 0.0755 Superado 0 7.429E-6 0.1462  0.000051 Superado
2004 alpha 2.9996 0.1710 0.3315 Superado 0 7.66E-6 2.9996  2.554E-6 Superado
theta 0.1477 0.0561 0.8387 Superado 0 9.17E-6 0.1477  0.000062 Superado
2002 alpha 2.4996 0.2309 0.2148 Superado 0 9.105E-6 2.4996  3.643E-6 Superado
theta 0.1490 0.1608 0.3584 Superado 0 0.000012 0.149 0.00008 Superado
2000 alpha 2.5788 0.0962 0.6036 Superado 0 0.000027 2.5788 0.00001 Superado
theta 0.1171 0.0562 0.8379 Superado 0 0.000013 0.1171 0.00011 Superado
19%8 alpha 0.2999 0.1837 0.3014 Superado 0 2.19E-06 0.2999  7.29E-06 Superado
theta 0.1278 0.4412 0.0564 Superado 1000 0.000012 0.1278  0.000096  Superado
1996 alpha 0.4999 0.0804 0.6897 Superado 0 3.05E-06 0.4999  6.10E-06 Superado
theta 0.1337 0.0587 0.822 Superado 0 0.000017 0.1337  0.000126 Superado
o9 alpha 0.4999 0.0603 0.8124 Superado 0 2.64E-06 0.4999  5.28E-06 Superado
theta 0.0792 0.2802 0.1539 Superado 0 9.13E-06 0.0792  0.000115  Superado
1992 alpha 1.9978 0.0669 0.7704 Superado 0 0.000049 1.9978 0.000025 Superado
theta 0.0807 0.1648 0.3475 Superado 0 7.903E-06  0.0807 0.000098  Superado
1998 alpha 2.2408 0.1581 0.3657 Superado 0 0.000701 2.2408 0.000313  Superado
theta 0.0981 0.0526 0.8605 Superado 0 0.000021 0.0981  0.000215 Superado
1984 alpha 1.1192 0.0501 0.8798 Superado 0 0.000764 1.1192 0.000682  Superado

Fuente: Elaboracion propia con datos de la simulacion.

46



Resultados

En la primer prueba del diagnostico de Heidelberger-Welch basado en el estadistico
de Cramér-von Mises, refiere a que los valores muestreados si provienen de un
proceso estacionario, al apuntar las pruebas como “superado” en cada parametro de
cada afo, a excepcion del parametro a de 2008, que de forma contraria, dicho test se
reportd como “fallido”. Los parametros que superaron la prueba se fundamentan en los
resultados del p-valor los cuales no superan al valor por defecto de 1 — a = 0.95
(Cuadro 3). En cuanto al pardmetro que no supero la prueba de Cramér-von Mises,
segun el sistema Sas, no pudo ser calculado porque el error estandar de la
autocorrelacion ajustada de las muestras posteriores es cero, lo que podria ser
causado porque la cadena de Markov es un vector constante; pero al observar las
figuras que acompafian las pruebas numéricas (Figura 5), el mezclado de las
iteraciones, la grafica de autocorrelacién y la distribucibn marginal posterior del
parametro, no muestran ninguna anomalia que ponga en duda total la significancia
estadistica de a de 2008.

Como una segunda parte del mismo diagndstico, el estadistico half-width o de medio
ancho de banda, utiliza la porcion de la cadena que ha superado la prueba de
estacionariedad para estimar el error estdndar asintético de la media a través del

método de series de tiempo.

Una vez hecho lo anterior el procedimiento obtiene la media muestral de las iteraciones
retenidas ademas del valor half-width, que corresponde a la mitad de la anchura de los
intervalos de confianza al 95% para esta media. Si el valor de dicha prueba es menor
que € = 0.1 (valor de tolerancia) veces la media muestral de las iteraciones retenidas,
la prueba se supone superada y la muestra utilizada se considera para calcular la

media posterior con una precision aceptable.

Los valores del half-width relativo han resultado menores al valor de tolerancia ¢ = 0.1
concluyendo que los datos de la muestra han sido suficientes para estimar con

precision la media posterior con 95% de confianza bajo la tolerancia de «.
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7.5. Validez de la simulacion Monte Carlo via Cadenas de Markov

El Cuadro 4 contiene la informacion del tamafo efectivo de la muestra (Effective
Sample Size), que se relaciona con la funcion de autocorrelacion y los errores estandar

de la simulacién Monte Carlo.

El tamafio efectivo de la muestra (ESS) y el tiempo de autocorrelacion (t) son
inversamente proporcionales; un valor bajo de ESS y alto de t, indican una mala

simulacion de la cadena de Markov (Sas, 2008).
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Cuadro 4. Tamafo efectivo de la muestra y estadisticos muestrales del ingreso

Tamafio efectivo de la muestra Estadisticos muestrales del ingreso
Coef.
Afio Parm Media ] de
Tiemp L Gini
ESS o de Eficienci Media Mediana Moda Dev std Min Méax
autoco a
rr
theta  0.1187 10219.9 0.9785 1.022
2014 7086.9 1956.52 1467.39 22285.37 0.49 4067950.81  0.698

alpha 0.49 7072.8 1.4139 0.7073

theta  0.1204 9799.2 1.0205 0.9799
2012 6107.38 1711.95 1467.39 14150.01 0.48 782608.69 0.701
alpha  0.4799 7151.2 1.3984 0.7151

theta  0.1185 4693.3 1.0654 0.9387

2010 6778.28 2256.12 1512.3 14905.75 0.5 1504080 0.678
alpha 0.5 3509.2 1.4248 0.7018
theta  0.1101 3637.3 1.0997 0.9093

2008 7204.66 2135.37 1512.3 23248.15 0.25 4250521.8 0.699
alpha 0.25 17495 2.2864 0.4374

theta  0.1169 16866.9 1.1858 0.8433
2006 7489.15 3008.16 544.43 15845.64 0.5 1203264 0.666
alpha  0.4999 7557.5 2.6464 0.3779

theta  0.1331 10000 1 1
2005 7837.6 3402.68 6049.2 25369.5 15 3998347 0.663
alpha  1.4998 6964.7 1.4358 0.6965

theta  0.1462 17097.1 1.1698 0.8549
2004 7863.77 3600 6000 21751.91 3 2400000 0.659
alpha  2.9996 8172.3 2.4473 0.4086

theta  0.1477 17781.1 1.2373 0.8082
2002 5837.37 2550 435 11340.69 2.5 1000000 0.646
alpha  2.4996 9292.0 2.3676 0.4224

theta  0.1490 16929.5 1.1814 0.8465
2000 5541.8 2550.24 6000 12722.81 2.58 715000 0.651
alpha  2.5788 7604.2 2.6301 0.3802

theta  0.1171 10000 1 1

1998 4040.38 1840 3600 10374.02 0.3 955000 0.651
alpha  0.2999 6841.2 1.4617 0.6841
theta  0.1278 10000 1 1

1996 2951.08 1500 1800 10036.74 0.5 1380000 0.625
alpha  0.4999 7110.7 1.4063 0.7111
theta  0.1337 10000 1 1

1994 2137.18 1100 1800 5036.86 0.5 440700 0.628

alpha  0.4999 7093.4 1.4098 0.7093

theta  0.0792 9739.5 1.0267 0.974 4732118
1992 1679425 730000 1800000 04 ’ 2 236500000 0.665
alpha  1.9978 7366.1 1.3576 0.7366

theta  0.0807 14332.5 1.3954 0.7166
1989 11695:3318' 708000 600000 4013536' 126 535139313 0.589
alpha  2.2408 14735.8 1.3572 0.7368

theta  0.0981 9138.7 1.0942 0.9139
1984 60038.55 36000 60000 90411.36 18 2955000 0.569
alpha  1.1181 9367.6 1.0675 0.9368

Fuente: Elaboracion propia con datos de la simulacion.
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Los datos del ESS reportados representan el nUmero de las iteraciones independientes
gue se han utilizado para representar a la cadena simulada, y que de esta manera ha
servido satisfactoriamente para calcular las medias posteriores. Asi mismo, el tiempo
de autocorrelacion, el cual se define como el nUmero muestras correlacionadas, se ha
mostrado en un rango de entre 0.9785 y 2.6464, indicando una acelerada disminucion

de las autocorrelaciones en el tiempo (Cuadro 4).

El procedimiento MCMC conjuntamente a la informacién anterior, muestra un
diagnostico visual como el siguiente a fin de asegurar que el procedimiento ha sido
eficaz y eficiente para modelar la informacion. Las figuras siguientes corresponden a

los pardmetros 6 y a de la simulacion de los datos de ingreso del afio 2014:

Diagnosticos para theta

0120

0118

theta

0118

0117
0 20000 40000 60000 a0000 100000

[teration
1.0

0.5

0.0

Autocarrelacian

-0.5

Densidad posterior

-1.0
0 10 20 30 40 &0 0117 0118 01149 0120
Retardo theta

Figura 3. Diagnaéstico visual de convergencia para 6 de 2014.
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Dicho procedimiento genera tres tipos de gréafico los cuales son de gran utilidad para

observar la convergencia. El primer grafico indica que la cadena de Markov se ha

estabilizado y parece constante en el tiempo. Ademas, la cadena tiene un buen

mezclado mostrandose "densa". El segundo gréafico corresponde a la autocorrelacion

entre las muestras posteriores indicando independencia con muestreo eficiente. Por

altimo la densidad kernel estima la distribucién marginal posterior para el parametro.

Lo anterior parece indicar que la cadena ha simulado correctamente alcanzado su

distribucion estacionaria, concluyendo razonablemente que ha convergido a la

distribucion posterior.

alpha

Autocarrelacian

Diagnosticos para alpha
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Figura 4. Diagnadstico visual de convergencia para a de 2014.
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El diagnéstico para a indica que la cadena parece haber llegado a una distribucion
estacionaria. También tiene un buen mezclado y es densa. La segunda figura indica
baja autocorrelacion con muestreo eficiente. Finalmente la densidad kernel se muestra

suave, con forma unimodal en la distribucidon marginal posterior para a.

7.6. Analisis del coeficiente de Gini y la curva de Lorenz

De acuerdo con Tuiran (2005), el indice de Gini es una medida relativa de
concentracion considerada como un indicador de gran uso a nivel mundial para medir
y describir la desigualdad en la distribucién del ingreso entre los habitantes de una

region o pais.

En México, han sido bastantes lo estudios que se han realizado para determinar el

coeficiente de Gini como una manera de analizar la distribucion del ingreso.

Segun estimaciones de Tuiran (2005), para el periodo de 1984 a 1994, indica una
tendencia hacia la desigualdad al incrementarse dicho indicador pasando de 0.495 a
0.550, respectivamente, pero disminuyendo a 0.528 en 1996. Posteriormente, para el
afo de 1998 la desigualdad vuelve a crecer al obtener un coeficiente de Gini de 0.548,
revirtiéndose el comportamiento en los siguientes dos afios ya que en el 2000 fue de
0.540 y en 2002 de 0.516. Para el afio 2004 continud la disminucién pasando a 0.512.
Los indicadores anteriores, son fundamentados en dicha investigacion a partir de los
cambios en las participaciones de los deciles de la poblacibn mexicana, como
consecuencia de la actividad econémica del pais y del entorno internacional. Por su
parte L. E. Hernandez (2000), indica para 1984 un coeficiente de Gini de 0.501,
mientras que para 1989 un estimado de 0.549. En los siguientes afos de analisis
calcula 0.519, 0.516 y 0.507 para 1992, 1994 y 1996, respectivamente.

La investigacion de Cortés (2003), también muestra un comportamiento de
disminuciones e incrementos ya que para 1984 calcula un coeficiente de Gini de 0.477,

mientras que para 1989 obtiene 0.518. Para el siguiente afio de analisis 1992 calcula
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un valor de 0.532 y para 1994 un coeficiente de 0.538; asi mismo para los afos
posteriores, dado que en 1996 sefala un valor de 0.521, 0.534 para 1998 y 0.523 para
el 2000; contrastando con lo que ha publicado el INEGI con respecto al mismo
indicador de medicién bajo el siguiente contexto: para 1984 un coeficiente de Gini de
0.456, para 1989 un valor de 0.490, para 1992 un resultado de 0.509, para 1994 un
coeficiente de 0.514, consiguientemente 0.489 para 1996, 0.509 para 1998 y 0.503
para el afio 2000.

En el analisis sobre la ENIGH 2000-2006 realizado por el CEFP (2008), muestra los
siguientes coeficientes de Gini: 0.456, 0.443, 0.466, 0.466, y 0.448 para los afios 2000,
2002, 2004, 2005, y 2006, respectivamente. Por su parte CONEVAL (2010), estima los
coeficientes de Gini 0.543 para 1992, 0.553 para 2000 y 0.517 para 2006; mientras
gue para 2008 indica un coeficiente de Gini de 0.530. Flores (2009), en base a datos
del Banco mundial, sefiala que en 2007 México figurd con un coeficiente de Gini de
0.461 a nivel internacional, y L. G. Hernandez (2013), que en el 2008 el coeficiente de
Gini fue de 0.516.

Montes et al. (2012), determinan a partir de los parametros de la distribuciéon Dagum
un coeficiente de Gini de 0.622 para el afio de 1998, 0.633 para el afio 2002 y un valor
de 0.646 para el afio 2012.

Esquivel (2015), incluye en su analisis (con datos de la Standardized World Income
Inequality Database) que entre 2008 y 2012 para México se calcul6 un coeficiente de

Gini de 0.441 en una muestra de 113 paises y 0.483 en otra muestra de 132 paises.

De estos comparativos, cabe destacar que las variaciones entre las estimaciones
derivan de los diferentes criterios empleados por cada uno de los autores para realizar

el célculo de los coeficientes de Gini.

Por consiguiente, a continuacion se muestran los resultados de la presente
investigacion con respecto a dicho indicador, calculados a partir de una metodologia

gue no considera los parametros de la distribucién Pareto.
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La Grafica 1 muestra el comportamiento del coeficiente de Gini asi como el
comportamiento del parametro de desigualdad o también conocido como el indice de
Pareto (a) (Arnold, 2015).

Gréfica 1. Comportamiento del coeficiente de Giniy los parametros de la distribucién
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

Basado en el periodo de andlisis, el coeficiente de Gini muestra una tendencia hacia
el incremento, lo que implica una mayor desigualdad en cuanto a la distribucion del
ingreso. Dicho indicador ha pasado de 0.569 en 1984 a 0.698 en el afio 2014.

El parametro 6 de la gréfica tuvo un comportamiento entre 0.079 y 0.149. Dicho
indicador se considera como un parametro que define el espacio paramétrico (Hosking
y Wallis, 1987).

En cuanto a los valores del parametro a, estos se han comportado de una manera mas
inestable, habiendo un cambio decisivo cada tres afios, desde 1984 hasta el afio 2004,

a partir de este ultimo los siguientes tres parametros disminuyeron pasando de 3.0 a
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0.25 en 2008. En afios mas recientes los parametros muestran un comportamiento

mas estable manteniéndose en 0.50 para 2010, 0.48 para 2012 y 0.50 para 2014.

El comportamiento del coeficiente de Gini y @ es muy verséatil, pero el comportamiento

entre ambos indicadores corresponde a una relacion inversa.

En términos absolutos, la relacién de forma inversa del coeficiente de Gini con el valor
de a, implica que mientras menor sea el pardmetro a« mayor sera coeficiente de Gini,
y el ingreso estara mejor distribuido, mientras mayor sea el parametro « la distribucion
del ingreso sera peor, y el coeficiente de Gini mostrara un coeficiente menor (J. Chen,
Si, Li, y Zhao, 2014; F. Gobmez, 2014).

Una vez examinado lo anterior, se da lugar al analisis de la relacion entre el coeficiente

de Gini y la curva de Lorenz surgida en la presente investigacion.
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Grafica 2. Comportamiento de la curva de Lorenz en los afios 1984, 1989, 1992,
1994 y 1996.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

Con respecto a la curva de Lorenz para cada afio, en 1984 se acerc6é mas hacia la
linea de 45 grados, considerando un coeficiente de Gini de 0.569, mientras que la méas
alejada a dicha linea es la curva que corresponde al afio de 1992, con un coeficiente
de Gini de 0.665. De esta manera, se puede decir que la curva de 1984 exhibe menor
desigualdad que la curva del afio 1992. Como comportamiento general de las curvas
se puede interpretar que entre el 70 y 75% de la poblacion percibié entre el 25 y el

30% del ingreso acumulado del pais.
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Grafica 3. Comportamiento de la curva de Lorenz en los afios 1998, 2000, 2002,

2004 y 2005.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

En este grupo de afios, el coeficiente de Gini no tuvo una variacion tan evidente, ya
que en 1998 y 2000 dicho coeficiente se mantuvo en 0.651, el siguiente afio disminuyo
a 0.646 hasta que en el afio 2004 pasé a un valor de 0.659, incrementandose
ligeramente para el siguiente afio de analisis 2005. Dado lo anterior, las curvas de
Lorenz para dichos afios tuvieron mucho acercamiento reflejando el comportamiento
de los coeficientes de Gini y, por lo tanto, una desigualdad que se mantuvo constante
al menos durante ese periodo de tiempo. Lo anterior muestra que menos del 75% de

la poblacion percibié poco mas del 25% del ingreso acumulado del pais
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Grafica 4. Comportamiento de la curva de Lorenz en los afios 2006, 2008, 2010,

2012y 2014.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

En afos recientes, se logra denotar un ligero incremento de la desigualdad, ya que las
curvas de Lorenz muestran un desplazamiento hacia la derecha de la gréfica, lo cual
se refleja en el cambio del coeficiente de Gini que pasa de 0.666 en 2006 a 0.701 del
afio 2012. En 2014 el mismo coeficiente disminuyo sutilmente al mostrarse en 0.698.
Para el afio 2006, el 70% de la poblacion percibiéo exactamente el 20% del ingreso
acumulado mientras que para el 2014 el 70% de la poblacién obtuvo poco mas del

15% del ingreso acumulado.
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7.7. Andlisis de la distribucién Pareto

El analisis correspondiente al comportamiento de la distribucion del ingreso per capita
en México basado en la distribucion Pareto, considera los pardmetros ay 6 de dicha
distribucion los cuales se sustituyen en la distribucion acumulada (ecuaciéon 12) y la
funcion de densidad de probabilidad (ecuacién 13), cuyas graficas (Grafica 5 y Grafica

6) permiten observar el comportamiento de la desigualdad en el tiempo.

Dado que los resultados son invariantes respecto al parametro de escala (Hosking y
Wallis, 1987), se fijo el parametro 6 igual a 1 (entre 0.079 y 0.149 de la investigacion),
ya que al ser solo un valor de posicion, permite observar mejor el comportamiento del

indice de Pareto.

Asi resulta lo siguiente:
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Grafica 5. Comportamiento de la funcion de distribucion acumulada en base al valor

de «a.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

La Grafica 5 corresponde a la funcion de distribucién acumulada en la cual el eje de
las abscisas representa la fraccion de la poblacién que percibe un ingreso, en tanto el
eje de las ordenadas representa la fraccién de la riqueza en términos de la distribucion
del ingreso. En la misma gréfica las lineas que cruzan la figura representa el Principio
de Pareto, que basicamente describe el desequilibrio en la distribucion de la riqueza
(80/20) derivado de la observacion hecha por Vilfredo Pareto, que consiste en que el
20 por ciento de los miembros de la sociedad italiana poseian el 80 por ciento de la
riqueza acumulada de su pais (Arnold, 1985, 2015; Arnold y Press, 1983; Fujiwara et
al., 2003; Setiya y Kumar, 2013).
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Cada linea basada en el valor del parametro @ muestra la distribucion de la riqueza en
México, la que representa la informacioén de dos afios, a excepcion de 2004, 2005 y
2006.

Durante el periodo de tiempo considerado en la presente investigacion, la literatura
referente a la desigualdad en el ingreso y distribucién de la riqueza en México,
crecimiento econdmico, asi como en temas de pobreza, se mencionan una serie de
cambios estructurales y crisis econdmicas que han repercutido en el desarrollo
econdmico de la sociedad mexicana. Bajo este contexto, y con la informacion de las
gréficas, cabe destacar que la distribucibn del ingreso refiere a distintos
comportamientos pero sin mostrar tendencia hacia una distribucion mas equitativa
(Cortés, 2013). Lo anterior, se fundamenta en las distintas investigaciones que han

utilizado la informacion referente al ingreso en México.
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Grafica 6. Comportamiento de la funcién de densidad de probabilidad en base al

valor de «.

0012 -

0010 -

0.008 -

0006 -

0004 -

0002 -

20 40 60 80 100

Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

La Grafica 6 corresponde a la funcion de densidad de probabilidad, que al igual que
en la gréfica anterior estd basada en los valores del parametro a. Dicha grafica
representa el porcentaje del ingreso acumulado a lo largo del eje horizontal y la
probabilidad en el eje vertical, lo que caracteriza asi el comportamiento probable de
los datos del ingreso. La concentracion de los datos se carga mayormente hacia la
izquierda de la grafica, lo que significa que es mas probable que un dato de menor
proporcion al ingreso total esté en la region de mayor concentracién y una minima
probabilidad de que un valor de mayor proporcion se ubique en un porcentaje alto del

ingreso.
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Cortés (2013), menciona las crisis de gran efecto que tuvieron lugar durante los afios
1976, 1982, 1986-1987, 1994-1995 y 2008-2009, asi como una retraccion economica
de 2000 a 2003 como consecuencia del estancamiento de Estado Unidos. De la misma
manera, las repercusiones que tuvieron lugar por el cambio del modelo econémico
sustitutivo de importaciones hacia el modelo de mercado externo a mediados de los
ochenta, no olvidando la firma del Tratado de Libre Comercio con Estados Unidos y
Canada a finales de 1993, mientras que hacia finales de los afios noventa se inicia una
era de programas de transferencias monetarias condicionadas; y el cambio de partido

politico en el gobierno federal acontecido durante el afio 2000.

En afilos mas recientes, dichos temas no han cambiado, siendo persistentes en cuanto

a: a) estancamiento econdmico bajo la disparidad de salarios, siendo que la variable
qgue retrasa al desarrollo socioecondmico del pais sigue siendo el ingreso (L. G.
Hernandez, 2013), b) la desigualdad entre que los “pobres” siguen siendo pobres
tendientes hacia la extremidad, y, ¢) que la fortuna de los que mas tienen sigue
expandiéndose en base a privilegios y oportunidades exclusivas; ademas de temas
como la concentracién de poder y la competencia desleal en los mercados de bienes
y servicios, asi como la falta de transparencia y corrupcion en el sistema politico del
pais (Coutifio, 2015; Esquivel, 2015; L. E. Hernandez, 2000).

Para observar mejor la informacién, se muestran las siguientes graficas divididas en 5

afos cada una, asi resulta lo siguiente:
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Grafica 7. Comportamiento de la funcion de distribucion acumulada de los afios
1984, 1989, 1992, 1994 y 1996, en base al valor de « .
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

La Gréfica 7 agrupa los afios 1984, 1989, 1992, 1994, y 1996, y muestra que a
menores valores de a se observa una mejor distribucion de la riqueza, de tal manera
que el parametro correspondiente al afio 1989 (a = 2.24) genera una curva mas
pronunciada hacia la izquierda de la grafica, lo que indica un acercamiento muy
proximo hacia el total de la riqgueza (y=1) y una pequefiisima fraccién de la poblacién
(x<10%).
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Grafica 8. Comportamiento de la funcion de densidad de probabilidad de los afios
1984, 1989, 1992, 1994 y 1996, en base al valor de «a.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

La Grafica 8 muestra la funcion de densidad de probabilidad para distintos niveles del
pardmetro a de los que cabe resaltar el comportamiento de las curvas cuando toman
el valor de parametro de 0.50 en los afios 1994 y 1996, las cuales reflejan una mayor
dispersién de las probabilidades en la forma en que la curva de dichos afios despega
mas del eje horizontal a diferencia de las curvas de los afios 1989 y 1992 las cuales
indican probabilidades casi nulas de que un valor correspondiente a un ingreso alto se

localice en esta region.
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Grafica 9. Comportamiento de la funcién de distribucion acumulada de los afios
1998, 2000, 2002, 2004 y 2005, en base al valor de «a.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

En la Grafica 9 se observan 4 afios en los que los parametros a mayores a 1 se
prolongaron hacia la izquierda de la grafica, lo que marca una diferencia evidente con
respecto al parametro del afio 1998, el cual gener6 una curva por debajo del 80/20 de

Pareto.
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Grafica 10. Comportamiento de la funcién de densidad de probabilidad de los afios
1998, 2000, 2002, 2004 y 2005, en base al valor de «a.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

La Grafica 10 muestra una curva mas alejada de ambos ejes, lo que indica una mayor
dispersion de las probabilidades del ingreso, a diferencia del afio 2004 el cual con un
pardmetro a de 3.0 se muestra la linea casi paralela al eje vertical, lo que refleja

concentracion de las probabilidades para el ingreso de dicho afio.
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Grafica 11. Comportamiento de la funcion de distribucion acumulada de los afios
2006, 2008, 2010, 2012 y 2014, en base al valor de «.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

En lo que corresponde a un periodo de afios mas recientes, los valores de los
pardmetros a originan curvas mas alejadas del eje vertical, lo que indica una
distribucién no tan desigual ya que a excepcién del afio 2008 la distribucién del ingreso
de los afios 2006, 2010, 2012 y 2014 se mostro en la forma en que el £50% de la
poblacion concentro el 80% de la riqueza (80/50), es decir, la riqueza se distribuyo
entre mas personas. Para el afio 2008 la curva muestra que el +50% de la poblacién

concentro mas del 50% de la riqueza acumulada del pais.
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Grafica 12. Comportamiento de la funcién de densidad de probabilidad de los afios
2006, 2008, 2010, 2012 y 2014, en base al valor de a.
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Fuente: elaboracion propia con datos de la ENIGH.

Las probabilidades del ingreso de los 5 afios se muestran mas dispersas en base a las
curvas de la densidad para cada parametro ya que se encuentran alejadas de los dos
ejes, principalmente del eje horizontal. A diferencia de las gréficas de los afios
anteriores, este grupo de afios refleja un comportamiento mas estable por la minima

diferencia entre los parametros a.

Las graficas anteriores representan los distintos comportamientos que se han
generado en la distribucion del ingreso per capita desde 1984 hasta 2014, y que de

alguna manera representan el comportamiento socioecondémico del pais.

Los argumentos que se discuten en distintas investigaciones bajo la temética de la
distribucion del ingreso, refieren a que los grados de desigualdad son ocasionados por
las relaciones entre el gobierno y las clases sociales, divididas principalmente en tres

grupos, dado que el ingreso acumulado del pais esta altamente concentrado (Flores,
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2009). Esta division de la poblacién sefala a la clase de los que menos tienen, la clase
media y la clase de ingresos altos. En términos de estadistica, la poblacion es dividida
en deciles, representando al primero como la poblacién pobre y el décimo como la
poblacion de los ricos, 0 mas sutilmente hablando, los que generan pocos recursos y
las familias que gana mucho, respectivamente (L. G. Hernandez, 2013). Bajo estas
circunstancias, Cortés (2003), menciona que en base a las caracteristicas de baja
sensibilidad que representan los ingresos medios con respecto a los extremos, las
variaciones en la desigualdad pudieran estar influenciadas por lo que suceda entre el
primer y decimo decil de la poblacion como consecuencia de los beneficios que el
gobierno promueva para cada clase, particularmente del décimo decil. Dados los
resultados de las investigaciones de Cortés (2003, 2013), la desigualdad en la
distribucién del ingreso monetario crece cuando aumenta la participacion del décimo

decil y disminuye cuando se reduce dicha participacion.
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7.8. Discusion

La relevancia de la medicién de la distribucién del ingreso entre individuos u hogares
en una economia, se fundamenta en el hecho de que ésta permite conocer que tanto
se aleja de una distribucion perfectamente equitativa, y asi también determinar, a
través del tiempo, si dicha medicion en la distribucidn del ingreso tiende a mostrar una
mayor o menor desigualdad (CONEVAL, 2012). Al respecto, los elevados niveles de
desigualdad en México, medidos mediante el coeficiente de Gini, tienen implicaciones
importantes en su desarrollo, ya que limitan el impacto del crecimiento econémico en

la reduccién de la pobreza (De Ferranti, 2004).

Diversos autores han concluido que la desigualdad del ingreso en México se ha
incrementado a partir de los afios noventa (CEFP, 2008; Montes, 2012). Montes et al.
(2012) muestran que al comparar los afios de 1998 y 2008 dicho ingreso ha tendido a
concentrarse, es decir, en México se ha reducido el numero de ricos, concentrando
mayor riqueza, pero se ha incrementado el nUmero de personas pobres, las cuales
disponen de menores recursos. ElI Centro de Estudios de las Finanzas Publicas
(CEFP, 2008) también concluyé que en 2012 con respecto a 2010, la concentracion
del ingreso aumenté. Por el contrario, Székely (2005) bajo el periodo 1996 -2004 y
CONEVAL (2014) para el periodo 1992 — 2012, concluyen que la desigualdad en la
distribucién del ingreso ha disminuido, y lo cual segun Székely (2005) se debe a la

expansion de la clase “media” provocada por la reduccion de la pobreza.

Dado que no se tiene una posicién concluyente, con respecto a la tendencia en la
concentracion del ingreso en México, en la presente investigacion se ha modelado de
manera bianual (a excepcién de 2004, 2005 y 2006) la informacién del ingreso per
capita de los afios 1984, 1989, 1992, 1994, 1996, 1998, 2000, 2002, 2004, 2005, 2006,
2008, 2010, 2012 y 2014 mediante la distribucion Pareto con estimadores Bayesianos.
Una de las ventajas del método Bayesiano comparado con otros métodos como la
estadistica clasica, es que permite obtener resultados significativamente mas

confiables. Reed (2003, 2004), ha indicado que, bajo la estadistica clasica en la que
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se asume una distribucion, por ejemplo la distribucion Pareto, se desempefia de
manera no adecuada para modelar un amplio rango de observaciones con diferentes
niveles de ingreso, y sOlo se obtiene un buen comportamiento cuando solo se

consideran observaciones con niveles de ingreso alto.

72



8. Conclusiones

En base a los resultados de la simulaciéon Monte Carlo via Cadenas de Markov
ajustados a la distribucion Pareto mediante estimadores Bayesianos, se concluye que
la metodologia Bayesiana considerada para la presente investigacion permitid
ajustarse a la distribucién Pareto a través de los estimadores Bayesianos de los cuales
derivaron parametros estadisticamente significativos en base a las pruebas de
diagnéstico estadistico para la evaluacién de la convergencia de las cadenas de
Markov; dando soporte de esta manera a la inferencia Bayesiana en el analisis de la

distribucion de la riqueza en México.

Los parametros de la distribucidén Pareto, determinados a partir de la simulacion Monte
Carlo via Cadenas de Markov, modelaron la informacion de 15 afios del ingreso per
capita en México como se esperaba en base a la determinacion de la funcién de
distribuciéon acumulada y la funcién de densidad de probabilidad de dicha distribucion.
Cabe destacar que la cantidad de datos considerados para llevar a cabo la simulacién
fue toda la informacién disponible de la ENIGH del INEGI.

De acuerdo con los resultados de la presente investigacion, la distribucién de la riqueza
ha sido desigual en distintos grados. En afios mas recientes, la distribucion del ingreso

en México ha logrado estabilizarse bajo un contexto de menor desigualdad.
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Anexos

Anexo A: Rutina Sas 9.4 proc MCMC, coeficiente de Gini y curva de Lorenz

Proc MCMC *proc print;

goptions reset=all; run;

title 'ANALISIS DEL INGRESO ANO proc sort data=table;

2014, by descending suminc ;

ods graphics on; run;

ods select all; data table;

proc mcmc data=SASUSER.ing2014 set table;

outpost=itl4out ntu=1000 nmc=100000 by descending suminc;

seed=1 nbi=5000 thin=10 if _n_=1then do;

propcov=quanew init=random totalinc=suminc;

statistics=all diagnostics=all, end;

[* declare parameters */ retain totalinc;

parms theta; perinc = (suminc/totalinc) * 100;

parms alpha; run;

I* prior */ proc sort data=table;

prior theta ~ gamma(shape=0.001, by perpop;

scale=0.001); run;

prior alpha ~ gamma(shape=0.001, data ginidat;

scale=0.001); set table;

/* likelihood */ xlag = lag(perpop);

model ing2014 ~ pareto(theta, alpha); xlag = xlag / 100;

Proc means data=itl4out mean median ylag = lag(perinc);

std; ylag = ylag / 100;

*proc print; columna = (perinc/100) * xlag;

run; columnb = (perpop/100) * ylag;
retain suma sumb;

Coeficiente de Gini y curva de Lorenz* suma + columna;

title 'Income distribution’; sumb + columnb;

ods trace on; gini = suma - sumb;

proc freq data=SASUSER.ing2014; run;

tables ing2014 / noprint out = table; proc sort data=table; by perpop; run;

format ing2014; data table; set table;

run; by perpop;

ods trace off; if last.perpop;

data table; keep perpop perinc;

set table; proc print;

retain suminc perpop; run;

suminc + (ing2014 * count); title2 'Gini coefficient’,

perpop + percent; proc print data=ginidat;

Este cddigo SAS fue escrito por Philip N. Cohen. La férmula utilizada procede de The Methods and Materials of
Demography. by Henry S. Shryock, Jacob S. Siegel, and associates. Orlando, FL: Academic Press, 1976 (p. 98).
Disponible en: https://www.terpconnect.umd.edu/~pnc/gini.sas
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var gini; proc sgplot data=table;

where perinc = 100; *yaxis label="Density";

run; series y=perinc X=perpop /

title2; legendlabel = "Curva de Lorenz";

Lorenz curve graph series  y=perpop  x=perpop [/
legendlabel = "Igualdad™;

goptions reset=all; discretelegend;

ods graphics run;

on/ANTIALIASMAX=8000; quit;

Cuadro 5. Sintaxis MCMC de Sas 9.4.

ANO NTU NMC SEED NBI THIN PROPCOV INIT

1984 1000 50000 123 5000 5 NMSIMP  RANDOM
1989 1000 100000 123 5000 5 NMSIMP  RANDOM
1992 1000 100000 1 5000 10 NMSIMP  RANDOM
1994 1000 100000 1 5000 10 NMSIMP  RANDOM
1996 1000 100000 1 5000 10 NMSIMP  RANDOM
1998 1000 100000 1 5000 10 NMSIMP  RANDOM
2000 1000 100000 123 5000 5 NMSIMP  RANDOM
2002 1000 110000 123 5000 5 NMSIMP  RANDOM
2004 1000 100000 123 5000 5 NMSIMP  RANDOM
2005 1000 100000 123 5000 10 NMSIMP  RANDOM
2006 1000 100000 123 5000 5 NMSIMP  RANDOM
2008 5000 20000 123 10000 5 NMSIMP  RANDOM
2010 1000 50000 10 10000 10 QUANEW RANDOM
2012 1000 100000 123 5000 10 NMSIMP  RANDOM
2014 1000 100000 1 5000 10 NMSIMP  RANDOM

Fuente: elaboracion propia en base al procedimiento MCMC de Sas 9.4.

Segun el sistema Sas (2008):

NTU= especifica el nUmero de iteraciones de ajuste para utilizar en cada fase de

sintonizacion de la distribucion propuesta. Por defecto, NTU = 500

NMC= especifica el nUmero de iteraciones en la simulacion una vez descartados los
primeros valores simulados (burn-in). Este es el tamafio de la muestra MCMC si THIN
= 1. Por defecto, NMC = 1000.

88



Anexos

SEED= especifica la semilla de aleatorizacién para garantizar la reproducibilidad de la
cadena de Markov. Por defecto, SEED = 0.

NBI= se refiere al proceso de descarte (burn-in) de una porcion inicial de una muestra
de la cadena de Markov, a manera de minimizar el efecto de los valores iniciales en la

inferencia posterior. Por defecto, NBI = 1,000.

THIN= Con algunos modelos es posible que experimente una mezcla pobre (o
convergencia lenta) de la cadena de Markov. Esto puede suceder, por ejemplo, cuando
los pardmetros estan altamente correlacionados entre si. Una mezcla pobre significa
que la cadena de Markov atraviesa lentamente el espacio de parametros y la cadena
tiene una alta dependencia. Una estrategia comun es afinar la cadena de Markov con
el fin de reducir las autocorrelaciones de la muestra. Con seguridad se puede utilizar
una cadena de Markov afinada para la inferencia posterior siempre y cuando converja
la cadena. Por defecto, THIN = 1.

PROVCOV= especifica el método utilizado en la construccion de la matriz de
covarianza inicial para el algoritmo de Metropolis-Hastings. Los métodos QUANEW y
NMSIMP numéricamente encuentran matrices de covarianza aproximadas en el
optimo de la funcion de densidad posterior con respecto a todos los parametros
continuos. La fase de sintonizacién se inicia en los valores optimizados; en algunos
problemas, esto puede aumentar en gran medida el desempefio de la convergencia.
Si la matriz de covarianza aproximada no es definida positiva, entonces en su lugar se
utiliza una matriz de identidad. NMSIMP realiza la optimizacion en base al algoritmo

simplex de Nelder-Mead, QUANEW= Realiza una optimizacion Quasi-Neuton.

INIT=RANDOM especifica opciones para generar los valores iniciales para los
pardmetros de la optimizacion. RANDOM genera un nimero aleatorio de la densidad

a priori y lo utiliza como valor inicial del parametro, si no se proporcioné uno.
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Anexo B: Convergencia de los pardmetros 6 y a del 2008

Diagnosticos para theta
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Figura 5. Diagnadstico visual de convergencia para 8 y a de 2008.
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