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Capitulo 1

INTRODUCCION

Desde hace miles de anos el hombre ha seleccionado y mejorado diver-
sas especies vegetales y animales basandose solamente en sus cualidades
observables utiles para el ser humano; esto es, el fenotipo. Por otro lado
el mejoramiento genético es posible debido a la variabilidad genética, a
la heredabilidad del caracter que se quiere aislar; sin embargo, muchos
aspectos son desconocidos, como el numero y efecto de los genes impli-
cados en la expresion de un caracter, la localizacion de estos genes, y su
funcién fisiologica. Recientemente, por medio de marcadores molecula-
res, es posible localizar genes con caracteristicas de intéres dentro de un
cromosoma o genoma completo; esto es, los marcadores se usan en el
mapeo genético para encontrar la posicion e identidad de un gen. Cuan-
do varios marcadores moleculares se asocian inequivocamente con un
rasgo genético, se dice que forman un QTL (loci de rasgos cuantitativos
o cuantificables). Los efectos genéticos de QTL y los valores fenotipicos
de un caracter pueden relacionarse estadisticamente por medio de un
modelo de regresion lineal multiple, sin embargo los QTL contienen un
gran nimero de marcadores que en teoria tiene poco efecto individual

sobre el fenotipo, es decir, el nimero de observaciones es mucho
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menor que el niimero de covariables (p >> n), por lo que la es-
timacion de los parametros de dicho modelo no puede realizarse por
medio de los métodos de estimacion estandar como Maxima Verosimi-
litud y Minimos Cuadrados Ordinarios no proveen soluciones tnicas ya
que X'X es singular. Un problema relacionado con que p >> n es la
multicolinealidad, que puede considerarse la existencia de dependen-
cias lineales altas entre las covariables, lo que tiene como consecuencia
que los estimadores de los coeficientes de regresiéon posean varianzas
muy grandes, por lo que no son de utilidad practica. Para enfrentar el
problema antes descrito existen métodos alternativos, conocidos como
métodos de regresion penalizada. Desde el punto de vista de estadistica
clasica la solucion del problema anterior estd dada por métodos como
la Regresiéon Ridge (RR), que puede ser visto como una aplicacion de
la regularizacion de Tikhonov. Este problema también se clasifica como
un problema inverso lineal discreto, donde debido a los datos conocidos
y un operador lineal queremos inferir acerca de los parametros de re-
gresién desconocidos. Para la interpretacion Bayesiana de los métodos
de regularizacion en regresion, se supone una distribucion a priori para
los parametros de regresion; sin embargo, las inferencias posteriores son
muy sensibles al cambio de la distribucion a priori y a la informacion
limitada de los datos comparados con la cantidad de informacién pre-
via. Esta sensibilidad se refleja tanto en el sobreajuste como en el poco

poder predictivo del modelo ajustado.

EL objetivo principal de este trabajo es proponer una distribucion a
priori minimo informativa para el vector B basada en la divergencia
de Kullback-Leibler (KL), obtener la distribuciéon a posteriori corres-

pondiente y evaluar el poder predictivo del método propuesto. Este
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documento esta estructurado de la siguiente manera: en el Capitulo 1,
se describe de forma general el problema bajo estudio y los métodos
alternativos de solucion; en el Capitulo 2, se revisa el modelo de regre-
sién lineal multiple, supuestos y métodos de regresion penalizada; en
el Capitulo 3, se hace una breve revision de las distribuciones minimo
informativas propuestas por Zellner y Siow (1980), Jeffreys (1961), las
distribuciones de referencia; se describe la propuesta de Garcia-Donato
(2003) y el resultado de Pérez (2005) para la contruccion de la distribu-
cion a priori convencional basada en la divergencia de Kullback-Leibler:
en el Capitulo 4, se obtiene la distribucion inicial minimo informativa o
convencional para el modelo lineal normal, de rango completo e incom-
pleto; en el Capitulo 5, se obtiene la distribucion a posteriori corres-
pondiente a la distribucién inicial propuesta, dado que no es sencillo
obtener las distribuciones marginales de los parametros, se describen
métodos de simulacién como el mestreador de Gibbs para muestrear
de la distribucién conjunta; ademaés, se describe el método de valida-
cion cruzada utilizado para comparar el poder de prediccion del método
propuesto; se presentan los resultados de la simulaciéon, discusion y Por
ultimo se presentan las conclusiones finales y algunas recomendaciones.
se describe el algoritmo de simulaciéon empleado en esta investigacion y

por ultimo, se presentan los resultados obtenidos y conclusiones finales.



Capitulo 2

REGRESION LINEAL
MULTIPLE

La predicciéon de valores genéticos mediante la implementacion de méto-
dos de regresion utilizando el genoma ha contribuido con al mejoramien-
to de plantas y animales (de los Campos y Calus, 2012a, Heffner et al.,
2009, Heslot et al., 2012, Lorenz et al., 2011, Meuwissen et al., 2001).
Ademas son ttiles para el estudio la genética humana (de los Campos
et al., 2010a, de los Campos y Allison, 2012b, Makowsky et al., 2011,
Ober et al., 2012, Vazquez et al., 2012). El modelo paramétrico bésico

para selecciéon gendmica fue propuesto por Meuwissen et al. (2001)

P
y=p+ Z ;i3 + e (2.1)
=1
0
y=ul+XB+e (2.2)

en forma matricial, donde € ~ N,(0,0%I), y = (y1, ..., yn)" es el vector
de valores del genotipo, X es la matriz diseno de orden n X p + 1 de

los marcadores del genotipo, codificados como -1, 0, 1, para aa, Aa , y
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AA respectivamente, donde (aa, AA) son homocigotos, es decir, poseen
2 copias(alelos) idénticas de un gen especifico y Aa es un heterocigoto
ya que sus alelos son diferentes y 8 = (B, 51, ..., 3p)" es el vector de

pardametros desconocidos(efectos de los marcadores).

En gendémica se manejan grandes bases de datos donde el ntimero de
observaciones del fenotipo, n, es mucho menor que el niimero de mar-
cadores, p, (n << p), lo que implica que los métodos convencionales de
estimacion como Méxima Verosimilitud (MV) y Minimos Cuadrados
Ordinarios (MCO) no son viables debido que la inversa de X*X puede
no existir ya que es muy probable que haya combinaciones lineales entre
las columnas de X, es decir, existen dependencias lineales cercanas co-
nocidas como colinealidad. En tales circunstancias se utilizan métodos

de regularizacion.

2.1. Métodos de regresién penalizada

Estos métodos se basan en la minimizacién de la suma de cuadrados
del error (SCE) sujeta a restricciones sobre los posibles valores de los
estimadores para reducir su varianza, obteniéndose asi predicciones mas

precisas. A continuacién se describen brevemente algunos de estos méto-
dos.
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2.1.1. Regresion Ridge

El estimador tipo Ridge reduce el error cuadratico medio penalizando

la SCE con la norma Ls. Asi, minimizando
ming {(y — XB)'(y — XB) + k|| 8'BII°} (2.3)
se tiene que el estimador Ridge es:
Br=(X'X + k) X'y (2.4)

donde £ es el parametro de Ridge, el cual no tiene un valor especifico,

algunas propuestas para determinar su valor (le Cessie y van Houwe-
lingen, 1992, Lee y Silvapulle, 1988, Schaefer et al., 1984) son :

1. ky = el valor de B donde se estabiliza el grafico conocido como la

traza de Ridge.

1
2. ]{31 - A
BB
1
3. ky=P2F
BB
A1 — 100X
4. ks = % 99 u ); donde A; y A9 son el mayor y menor valor

propio de X'X

donde ||3'3|? es la norma Ly de B3 que tiene el efecto de contraer los
coeficientes de regresion estimados hacia cero, lo que introduce un sesgo
pero al mismo tiempo reduce la varianza de los estimadores (Hoerl y
Kennard, 1970, Zou y Hastie, 2005). El estimador Ridge incluye todas
las covariables en el modelo, por lo que no es un método apropiado

cuando el objetivo es la selecciéon de variables. Otra desventaja del
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método es que k depende de B, que es desconocido, y que penaliza a

todos los 3, estén o no en la relacién de colinealidad.

2.1.2. Regresion LASSO

la regresion LASSO(Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)
fue propuesta por Tibshirani (1996), donde el estimador LASSO se

obtiene como solucién de la minimizar:

ming {(y — XB)'(y — XB) + A 8ll} (2.5)

para algun A > 0, donde ||3|| es la norma L;. En la solucién algunos
coeficientes se hacen cero, lo que hace al modelo parsimonioso. Efron et
al. (2004) propusieron el algoritmo LARS (Least Angle Regression) que
produce modelos estimados de forma semejante a los procedimientos de
seleccion de variables hacia adelante y hacia atras, pero que también
puede obtener estimaciones LASSO.

Asi como la regresién Ridge, el método LASSO también presenta al-
gunas desventajas, (Zou y Hastie, 2005). Asi, cuando p > n, LASSO
selecciona a lo més n variables; en presencia de altas correlaciones por
pares en subconjuntos de variables, elige una en cada subconjunto sin
importar cual de ellas es seleccionada, y si todos los predictores estan
correlacionados la regresion LASSO es superada por la regresion Ridge
(Kyung et al., 2010, Tibshirani, 1996, Zou y Hastie, 2005).

2.1.3. Elastic-Net (E-N)

La regresion Elastic-Net es una generalizacién de la regresion LASSO y

la regresion Ridge, donde la penalizacion de la suma de cuadrados del

7
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error es una combinacion de las normas L y Lo. Esto es:

ming {(y — XB)'(y — XB) + MlIBl + X881}, M. A2 >0 (2:6)

De forma equivalente, para las constantes no negativas A\; y Ay se tiene:

ming {(y — XB)'(y — XB)}

sujeto a la restriccion:

L—a)> 1Bl +a) pr<t
j=1 j=1

donde t > 0y oo = Ay/(A1 + A2), para a € (0,1) tiene como solucién
el estimador Elastic-Net. Para encontrar el estimador del Elastic Net
de una manera eficiente, Zou y Hastie (2005) proponen el algoritmo
LARS-EN basado en el algoritmo LARS de Efron et al. (2004).

2.1.4. BLUP

Los modelos mixtos son un extension de los modelos lineales, en el cual
algunos de los parametros son efectos aleatorios. Asi el modelo lineal

mixto es:
y=XB+Zu+te (2.7)

donde X y Z son matrices conocidas, 3 es el vector de efectos fijos y

u es el vector de efectos aleatorios, ademas

b el
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Para estimar 3 y predecir u, dadas las matrices de covarianzas G y R,

el modelo (2.7) se reescribe como sigue:

y=XB+¢, (2.8)

donde € = Zu + e, se tiene que Cov(€§) =V = ZV Z' = R, es decir,
estan correlacionados. Bajo ciertas condiciones de regularidad Hender-
son (1953) desarrolla las ecuaciones del modelo mixto(MME, por sus
siglas en inglés), que simultaneamente produce el mejor estimador li-
neal insesgado(BLUE; siglas en inglés) de X 3 (o para cualquier funcién
estimable K*3) y el mejor predictor lineal insesgado(BLUP) de u(o de

cualquier vector w = K3 + Lu)

X'R'X X'R'X B\ [(X'R'y (2.9)

ZR'X ZR'Z+R')\u) \ZRy '
Para més detalles ver (Christensen, 2001, Gianola, 2013, Gianola, Rup-
pert et al., 2003, Witkovsky, 2013), entre otros.

2.1.5. Regresion RKHS

La regresion RKHS (Reproducing kernel Hilbert space ) es un método
de regresién semiparamétrica que ha sido utilizado para la prediccion
genémica (Crossa et al., 2010, Gianola et al., 2006, Gianola y van Kaam,
2008). En este método se utiliza una funcién llamada kernel mediante
la cual se transforma el conjunto de datos (marcadores) en un conjunto
de medidas de similitud, por ejemplo distancias, entre pares de observa-
ciones, lo que da como resultado una matriz cuadrada que es utilizada
como matriz diseno en un modelo lineal normal. Dado que la regresion

RKHS no asume linealidad, se considera que se podria captar mucho
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mejor los efectos no aditivos. El modelo puede ser formulado como sigue
(Heslot et al., 2012):

Y=Wp+ Kja+e (2.10)

donde

1) p es un vector de efectos fijos,

2) Se asume que ¢ ~ N(0,I02) y que, de forma independiente, a
priori a ~ N(0, K02).

3) K, : Es una matriz de incidencias, que depende de la eleccién del
kernel y del pardmetro h, que de forma semejante a una matriz de

correlaciones mide la similitud genémica entre los genotipos.

Un ejemplo de Kernel es el Gaussiano:

)
K (v, xj) = exp(—hd;;) = exp <_Edij>

donde d;; es la distancia de los marcadores del individuo ¢ con el j, algu-
nas de estas distancias pueden ser; la distancia Euclideana y la distancia
de Manhattan. Para méas detalles de la regresion RKHS aplicada a la
prediccién basada en el genoma ver: Crossa et al. (2010), de los Campos
et al. (2010b, 2009), Gianola y van Kaam (2008), Schaid (2010).

2.2. Enfoque Bayesiano

Bajo éste enfoque se tiene que el parametro o vector de parametros

poblacional 8 sobre el cual se desea hacer inferencia es considerado co-

10
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mo una cantidad desconocida a la que se asigna una distribucion a
priori para representar la incertidumbre sobre su valor verdadero. Asi,
la inferencia bayesiana se basa en m(f | x); esto es, en la distribucién
del parametro dados los datos. Los métodos Bayesianos de inferencia
reciben este nombre por que son capaces de sintetizar la informacion
muestral y la llamada informacién a priori (no muestral) utilizando el
Teorema de Bayes. Asi, dado que el objetivo es relacionar probabilisti-
camente a un parametro € con los datos, el teorema de Bayes puede

presentarse en términos de densidades:

(0] 2) = m(0,x) w(x|0)m(0) (2.11)

m(x) 7o)

donde 7 (z) puede ser obtenido, dependiendo de si 6 es continuo o dis-

creto, de la siguiente manera:

Yooz | 0)m(@) si O es discreto
2.12
mie) = {fg (x| 0)f(0)dd si 6 es continuo ( )

En la expresién (2.11):

a) f(0) representa, en términos probabilisticos, lo que es conocido de
0 antes de recolectar los datos y es llamada distribucién a priori
de 6.

b) 7(0 | x) representa lo que se conoce de 6 después de recolectar los

datos y es llamada la distribucion a posterior de € dado = y

c) w(x | 0) es la distribucion fundamental que incorpora al modelo la

informacion proporcionada por los datos

Dado que z es conocido y € no, w(z | #) puede ser reconocido como una
funcién de 6 dado un valor fijo de z, a la cual se le denomina la funcién

de verosimilitud de 6 dado x que se denota usualmente por L(6 | x).

11



2.2. Enfoque Bayesiano

Una forma equivalente de presentar 7(6 | z) es omitiendo el factor 7(x)
ya que no depende de 6 y, al ser x fijo, puede ser considerado como una

constante. Entonces:
(0| z) < L(x | 0)m(6) o< L(O | )7 (0)

donde el lado derecho, es la distribucién a posteriori no normalizada

que tiene aplicaciones en regresion bayesiana.

2.2.1. Regresién Ridge Bayesiana (RRB)

La RRB se obtiene al asignar una distribucién a priori al vector de
parametros 3 que es el producto de distribuciones normales indepen-
dientes dada por (2.13) , donde 03 es la varianza a priori comtn de los

efectos. .,

" (8) = (2730%) exp {—%Btﬁ} (2.13)

Si se asume que € ~ N, (0, 02I) y la distribucién a priori no informativa

m(0?) oc 1/0?, se tiene que la distribucién a posteriori de 3 es (2.16),
cuya media a posteriori dada por (2.19) es un estimador bayesiano de
3. Esto es:
2 2 1 t
m(Blog, 0%, y) o< exp {—@(y - XB)'(y - Xﬁ)}

N {—%5%} (o) (2.14)
B

12
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desarrollando y factorizando (2.14)

1
T (16‘02’ 0/23; y) X exp {—T‘Q

ol oo e 5]

Completando la forma cuadratica en (2.15) se tiene :

(y—XB) (y - Xﬁ)} exrp {—%ﬂtﬁ}

(2.15)

1

202

77(,8\0%,02,}/) X emp{— (B—a) o (,B—a)} (2.16)

Por lo anterior, la distribucion final en (2.16) es una distribucién nor-

mal, es decir, 3 | X ~ N(a, o) con pardmetros

1
t o’ t
a=|X'X+ =1 X'y
&

-1
* t 02
93

Una vez obtenida la distribucién final, se procede a calcular el estima-
dor del vector de parametros desconocidos. Aplicando la definicion del

estimador Bayes se tiene:
T =argmin,E[l(3,1)] (2.17)

donde I(B3,t) es una funcién de pérdida que minimiza el estimador de
Bayes. Algunas funciones de pérdida son:“todo o nada”, “cuadratica”

y la “absoluta”.

13
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En particular, tomando la pérdida cuadratica I(t, 3) = (t—3)?, se tiene:

T El0) = [t~ 8P (B tu)ds (218)

Dado que la distribucion final es normal, se obtiene:

-1

T=03=EBly = (X'X+kI) X'y (2.19)

es el estimador de Ridge ordinario o cldsico, donde k = %/ O'%.

2.2.2. LASSO Bayesiano (LB)

Park y Casella (2008) proponen un enfoque bayesiano para la regresién
LASSO, considerando a priori para cada elemento de 3 una distribu-

cién condicional Laplace (Doble Exponencial) tal que:

7(8|o) :ﬁ( )ea;p{ ij‘} (2.20)

J=1

y una a priori no informativa para o? dada por :
m(0%) x — (2.21)

de modo que la distribucién final esta dada por:
P n
Blo, )= H?T B,lo) HN(yZ | 2!, 0%) 7 (0?) (2.22)
j=1 j=1

Dado que no es posible obtener de forma analitica la distribucién a
posteriori, se utiliza el muestreador de Gibbs en un modelo Jerarquico
para més detalles ver Park y Casella (2008). Al respecto, Pérez et al.
(2010) desarrollaron un paquete para R (R Development Core Team,

14
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2011) llamado BLR (Bayesian Linear Regression), el cual implementa

de forma eficiente un muestreo de Gibbs para los métodos de RRB y LB.

2.2.3. Elastic-Net Bayesiano (EN-B)

En el enfoque bayesiano de Elastic-Net Li y Lin (2010) demuestran
que obtener el estimador de (E-N) es equivalente a encontrar la moda

marginal a posteriori de 8|y cuando la distribucién a priori de 3 es:

m(8lo) exp{—% (Alz;w +)\22@?>} (2.23)

y la distribucién a priori para o es (2.21).

Existen otros métodos de prediccion gendémica agrupados en lo que Gia-
nola (2013), Gianola et al. (2009) llama el alfabeto bayesiano, ademas

de los basados en redes neuronales Gonzalez-Camacho et al. (2012).

15
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2.3. Discusion

De acuerdo con lo anterior, las distribuciones a prior: mas utilizadas
para la regresion lineal cuando p >> n son las informativas; sin em-
bargo, en seleccion gendémica se asume que los valores de los efectos
de los marcadores son muy cercanos a cero, por lo que es razonable
suponer distribuciones que tengan mayor densidad de masa alrededor
del cero, pero el incoveniente es que producen estimaciones de los efec-
tos demasiado contraidas hacia dicho valor. Esto es, las distribuciones
a priori informativas, tienen el inconveniente de que pueden conducir
a un sobreajuste del modelo, dado que aportan demasiada informa-
cién en relacién a la proporcionada por los datos. Por el contrario, las
distribuciones no informativas o convencionales tipicamente tienen co-
las mas densas por lo que podrian producir una menor contracciéon de
las estimaciones de los marcadores con efectos considerables; ademas,
éstas distribuciones aportan minima informacion, lo que que evita el
sobreajuste del modelo. No obstante, en general, las distribuciones no
informativas para el problema de interés son impropias y conducen a
distribuciones finales impropias. En el siguiente capitulo se realiza una
revision de algunas distribuciones a prior: no informativas para el mo-
delo de regresién encontradas en la literatura; en particular se revisan
las propuestas de Berger y Bernardo (1989, 1992a.,b), Jeffreys (1961),
Zellner (1986), Zellner y Siow (1980). Especial atenciéon recibe la pro-
puesta de Garcia-Donato (2003) que, en el contexto de seleccion de
modelos, propone una distribucién a priori basada en la discrepancia

de Jeffreys.
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Capitulo 3

DISTRIBUCIONES INICIALES
NO INFORMATIVAS

En ciertos problemas de investigacion, el conocimiento inicial sobre el
verdadero valor del pardmetro 6 de un modelo p(x | #) puede ser muy
vago o nulo, lo que ha llevado a generar un tipo de distribuciones inicia-
les llamadas distribuciones a priori no informativas, las cuales reflejan
un estado de ignorancia inicial, con el propdsito de dejar que los datos

hablen por si mismos.

En el enfoque bayesiano se combina la informacion sobre 6 contenida
en x con la informacion disponible antes de que se realize el experimen-
to. Esta informaciéna priori se resume en la distribucién inicial 7 (6).

Algunas distribuciones inciales son impropias, esto es,

/07'['(9)616 =0

No obstante, siempre que w(z) < oo en (2.12) se tiene que la distri-
bucién a posteriori (6 | x) es propia. Asi, surge la pregunta ;Cémo

asignar distribuciones iniciales?, por lo que se han implementado di-
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3.1. Distribuciones de Jeffreys

versos métodos para obtener distribuciones no informativas, donde el
procedimiento mas antiguo es el de (Laplace, 1951) Laplace o ‘principio
de razén insuficiente” que consiste en asignar una distribuciéon uniforme
a 0. A continuacion se expone un método propuesto por Jeffreys (1961)

que esta basado en la informacién esperada de Fisher.

3.1. Distribuciones de Jeffreys

La regla de Jeffreys nos permite obtener distribuciones a prior: in-
variantes ante transformaciones de 6 y se aplica cuando no se tiene
informacion sobre 6. En la literatura se ha encontrado que éstas distri-
buciones han sido utilizadas para el problema de contraste de hipotesis
o equivalentemente para la selecciéon de covariables (modelos competi-
dores).

La distribucion a prior: de Jeffreys para 6 esta dada por

N[

£(6) o< 1(6) (3.1)

donde I(6) es la matriz de informacién de Fisher

82logf(x|0)]

1(9):—15[ T

Cuando se tiene mas de un parametro desconocido la distribucién a

priori se define como sigue:
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3.2. Distribuciones de Zellner

donde 0 = (61, ...,0,)" y 1(0) es la matriz de derivadas parciales

D?log f(x|0)
00,00 ;

1(6) = —E [

Otras distribuciones que estan ligadas con la distribucion de Jefreys

son las de Zellner.

3.2. Distribuciones de Zellner

Considere el problema de seleciéon de modelos de regresiéon lineal, con
vector de respuesta y = (y1,...,yn)" ~ N(u,I,/¢), donde ¢ es el
parametro de precision y la matriz identidad I,, de n x n. Dado un
conjunto de posibles variables predictoras Xy, ..., X,. Se asume que el
vector de medias p se expande a 1,, X1, ..., X, donde 1,, es un vector
de unos de tamano n. El problema de eleccién de modelos consiste en
seleccionar un subconjunto de variables predictoras con ciertas restric-
ciones adicionales sobre un subespacio que contiene la media. Bajo un

modelo M., p se puede expresar en forma vectorial como:

M, La+X,8, (3.3)

note que, v es un vector de variables indicadoras, esto es, si y; = 1,
X, es incluida en el conjunto de variables predictoras 6, siy; =0, X,
es excluida, « es el intercepto comun en todos los modelos, X, es la
matriz diseno de n x p, bajo el modelo M., B, es el vector de dimension
py de coeficientes de regresion distintos de cero. para la seleccion de
modelos en el enfoque bayesiano es necesario especificar distribuciones a

priori para el vector de pardmetros desconocidos 8, = (a, B+, ¢) € O,
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3.2. Distribuciones de Zellner

(Zellner, 1986), bajo el modelo lineal normal propone distribuciones a
priori basadas en la familia conjugada Normal-Gamma, llamadas g-

prior, que se dan a continuaciéon

PO g, Blo~N (ﬁa, g<XtX>-1)

donde

1) B, es la media a priori

2) La matriz de varianzas y covarianzas es un miltiplo escalar g de

la matriz de informacion de Fisher

Estas distribuciones son muy utilizadas en regresiéon lineal para la se-

leccién de variables mediante factores Bayes.

Otra distribucion inicial a utilizarse cuando se tiene poca o ninguna
informacién es la dada por Zellner y Siow (1980), quienes proponen
una distribucién a priori Cauchy multivariada para los coeficientes de

regresion, definida como sigue:

X'x
n/¢

F(p'y/Q)

77]97/2

i t ~rt —P+/2
m(B,[¢) o (1 - w) (3.4)

n/¢

es una distribucion Cauchy multivariada centrada en 8., = 0y la matriz
de precisiéon tiene la forma de la “matriz de informacion de Fisher”.
Note que la distribucion Cauchy se puede expresar como una mezcla
de distribuciones normales. Esto es, la distribucién de (Zellner y Siow,
1980) se puede representar como una mezcla, donde la distribucién a

priori de g es Inv — Gamma(1/2,n/2), de este modo:
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3.3. Distribuciones de referencia

w8, 16 [N (BV 0 g<xfyx7>—1) g (35)

2)2
con m(g) = %g_?’/ 2¢77/(29) " obteniendo de esta manera grandes

ventajas computacionales.

3.3. Distribuciones de referencia

Las distribuciones de referencia son una representacion matematica de
la falta de conocimiento a priori sobre la magnitud de interés y que
parecen superar algunas de las dificultades a las que se enfrentan otras
definiciones de distribuciones iniciales objetivas. Las distribuciones de
referencia pueden ser impropias y, en tales casos, sélo son herramientas
matematicas que se utilizan para hacer inferencias bayesianas basa-
das unicamente en los datos y el modelo. En tal situacién se usa el
término. Las funciones iniciales de referencia propuestas por Bernardo
(1979), Berger y Bernardo (1989) , Berger y Bernardo (1992b) y Ber-
ger y Bernardo (1992a) son distribuciones a priori que, dado un modelo
paramétrico, permiten hacer inferencias sobre un pardmetro de interés

basadas sélo en el modelo y los datos disponibles.

La idea detras de la funcion inicial de referencia es que, ésta aproxima
a una inicial 7(0), para el parametro de interés ¢ con respecto a la cual

es maximizado el valor esperado de la informacién desconocida sobre

6.

Definicién 3.1 D:istribuciones de referencia unidimensiona-

les.
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3.3. Distribuciones de referencia

Sea y el resultado de un experimento e, que consiste en una observaciéon
de p(y|0), y € Y, 0 € © C R, sea zr = Y1,Yy, ..., Y. €l resultado de
k repeticiones independientes de e La distribucion de referencia unidi-

mensional se define por

1£(0) = exp { [ pizdo 1ogp*<e|zk>dzk} , (3.6)

donde H"" (i)
(0]2,) — i=1 P\Y; .
PO = T sty

Asi la distribucién de 6 después de que se observé y esta dada por

7(0ly), de modo que
E[6{m(0|y),7(0)y)} — 0], cuando k — oo.

donde 6(g, h) = min{ K (g|h), K(h|g)}, es conocida como la discrepancia
intrinseca entre g y h, que es una simetrizacion de la divergencia de

Kullback-Leiber, y

m(0|y) = cx(y)p(yl0) f; (0);

donde ¢, son constantes de normalizacién. Asi para 7 () positiva, c(y) >
Oy VheO

m(0ly) = c(y)p(y|d)m(0) (3.7)

Es la FIR de 6 para el experimento e. La funcién p*(0 | zx) que aparece
en la definicién es igual a la densidad final para 6, si se utiliza una inicial
uniforme y son observados los datos z;. No es necesario utilizar esta
forma de p*(0 | z1), ya que, como Bernardo y Smith (1994) enfatizan,
se puede utilizar cualquier aproximacién asintética de la distribucién

final de 6.
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3.3. Distribuciones de referencia

Definicién 3.2 Distribuciones de referencia y un pardmetro
de ruido.

Bernardo y Smith (1994) Sea y el resultado de un experimento e que
consiste en una observacién del modelo probabilistico p(y|p, \), y € Y,
pedPCR, AeACR.

La distribucién final de referencia 7(¢|y) para ¢, relacionada con el ex-
perimento e y la sucesién creciente de subconjuntos de A, {A;(¢)}, ¢ €

®;  U;A;i(¢) = A, se define como el resultado del siguiente proceso:

i) Aplicando la definicién 3.1 a p(y|¢, A), para un ¢ fijo, se obtiene
la FIR condicional, 7(A|¢), para A

ii) Se normaliza m(\|¢) en cada A; para obtener una sucesién de dis-

tribuciones iniciales propias m;(A|@);
iii) Utilizar éstas para obtener una sucesion de modelos integrados.

iv) Con estos se obtiene la sucesién de funciones iniciales de referencia

i)
Wz(qb) _ Cklﬁoo ];k(d)O),
con
72(6) = eap { [ntzlo 1ogp*<«>\zk>dzk} ,
donde

zj es una repeticion k-dimensional de e de una observacion del
modelo integrado p;(y|¢). Para los datos y se obtienen las distri-

buciones finales correspondientes

(0ly) > 7(6) [ plalo NrOI)N

v) Por otro lado se define 7(¢|y) tal que d{m;(¢|y), 7(¢ly)} — 0

cuando 7 — oo.
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3.3. Distribuciones de referencia

La FIR de la parametrizacién ordenada (¢, \) es una funcién po-

sitiva (¢, ) tal que

r(dly) o / p(ylé, (6, A)dA.

Esta se obtiene simplemente como

_ lim 7i(P)mi(A9)
(P, \) = Z-l_m i (é0)mi (Aol do)

Claramente este algoritmo requiere que el investigador seleccione de
manera apropiada la sucesion, A;(¢) ; en general, la FIR resultante

dependera de dicha seleccion.

Proposicion 3.1 Funcion inicial de referencia bajo normali-
dad asintotica

Considere el experimento e,, que consiste en la observacién de una
muestra aleatoria y = y1,...,y, de p(y|o, ), (¢, ) € P x A CR xR
y sea {A;(¢)} una sucesién apropiada de subconjuntos de A, como en
la Definicion 3.2. Suponga que la distribucién final conjunta asintoti-
ca de (¢, ), dada una repeticién k-dimensional de e,, es una normal

multivariada con matriz de precision knH ((/glm, S\kn), donde

° (qg;m, ;\kn) es un estimador consistente de (¢, \)

o BZJ = hij(gg;m,;\;m), i=1,2, 7 = 1,2 es la particién de H corres-
pondiente a ¢, \.
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3.3. Distribuciones de referencia

Entonces

m(A¢) o {hn(d, N}y

7(6.3) = 7(Al6) lim {%

definen la FIR correspondiene a la parametrizaciéon ordenada (¢, \)
donde

}7 ¢OE(I)

o) x eonf [ ) o (e 0P) . con

m(Al9)
T(Alp)dA

mi(Ag) = ci(o)n(No) = Too

hg = (hi1 — hi2hashor)

En algunos casos {A;} no depende de ¢ y {haa(¢, A\)}; {hs(¢, A)} se
pueden factorizar en funciones separadas de ¢ y A, obteniendo la FIR

mas simple.

3.3.1. Funcién inicial de referencia multiparametrica

El procedimiento anterior contempla sélo un parametro de ruido y se
basa en la parametrizacién ordenada (¢, A), con la primer componente
llamada parametro de interés y de segunda el parametro ruido. La

funcion de referencia (¢, \) para (¢, \) se construyo de tal manera
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3.3. Distribuciones de referencia

que se pudiera expresar de la siguiente forma

(9, A) = T(Alg)7(9).

Ahora considere que el vector de parametros 6 tiene mas de 2 compo-
nentes, donde 6 es la siguiente parametrizacién ordenada (6, ..., 0,,)
y generando por condicionamiento sucesivo una FIR para cada para-

metrizacion, esto es:

7(0) =7w(0|0,...,0m1)...7(02]01)7(07).

Proposicion 3.2 FIR bajo normalidad asintotica

Bajo condiciones de regularidad Bernardo y Smith (1994) generalizan
la proposicion 3.1, la FIR 7(@), correspondiente a la parametrizacion

ordenada (61, ...,60,,), estd dada por

(8) = lim —9)

i ey para algin 0" € ©

donde 7!(0) est4 definida en la siguiente recursién:

i) Para j=my 0, € 6!

{0}
Joy, U (0)}172d0,,

l (a[m_l]w[m—”) — 7l (0]01, .. )

ii) Paraj:m—l,m—Q,...,QijE@é,

exp{3Ej{logh; (0)]}
Jor exp{5Elflogh; (6)]}db; |

w7 (8-0[677") = m510(053167) [
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3.4. Seleccién convencional de modelos lineales

donde

l 3 e
E!{logh; (6) /@

logh; (0)7L,, (616" 6.

iii) Para j = 1, 85 = 6, con 0% vacio y
7(0) = 7! (e[o]w[o])

Para seguir con mas detalle como se demuestra esta proposicion véase
(Berger y Bernardo, 1992a,b).

En la siguiente seccion se muestra un procedimiento para obtener una

distribucién a priori no informativa para seleccion de modelos.

3.4. Seleccion convencional de modelos lineales

Garcia-Donato (2003) cita, como base la distribucién de Jeffreys pa-
ra desarrollar un método no informativo en la seleccién de modelos,

que consiste en uns distribucién convencional, obtenida a partir de la
divergencia de Kullback-Leibler (Kullback, 1997).

3.4.1. Divergencia de Kullback-Leibler (DKL)

La divergencia de Kullback-Leibler es una medida de la similitud entre
dos funciones de distribucién de probabilidad f(y | 6o,m)y f(y | 6,n).
La distribucién f(y | 6, n) representa la distribucién “verdadera” y

f(y | 8,m) representa una teoria, un modelo, descripcién o aproxima-

cion de f(y | 6y, ).
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3.4. Seleccién convencional de modelos lineales

La DKL es el promedio de la diferencia entre los logartimos de las
probabilidades f(y | 89,m) v f(y | 8,n), donde el promedio se toma
usando las probabilidades f(y | 80, n).

Definicién 3.3 Dados dos modelos f(y | 89,m) y f(y | 6,7m), se tiene

que la diwvergencia entre Qg y 0 es:

KLGon 6.m) = [1og B fyio.mty (33)

Note que la divergencia es una medida no simétrica de la similitud
o diferencia entre dos modelos que puede ser simetrizada. Bayarri y

Garcia-Donato (2006) proponen lo siguiente:

D*(6,60|n) = KL(6,n | 6o,m) + KL(60,n | 6,m)  (3.9)
DM (6,00|n) = 2min{KL(0,m | 69,m), KL(6g,n | 6,1m)}  (3.10)

donde D° y DM son la suma y el minimo de las divergencias respec-
tivamente. Una de las aplicaciones de esta medida es en pruebas de
hipétesis, donde dados los datos y, con densidad f(y|@,n), probar las
hipétesis:

Hy:0=0y vs Hy:0+#86 (3.11)

es equivalente al problema de seleccién entre el modelo 1 (M) y el
modelo 2 (M,):

M : fi(ylm) = f(y|Oo,m) Vs Ma: fo(y|0,m2) = f(y|0,m2) (3.12)

donde m; y m2 son parametros de ruido que pueden representar can-
tidades diferentes en cada modelo. Garcia-Donato (2003) propone las

siguientes distribuciénes a prior: para la seleccion de modelos:
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3.4. Seleccién convencional de modelos lineales

1) Lla distribucion de Jeffreys para My:  71(6g,m) = h(n), v

2) Para My:  m(0,m) = h(n)m,(0|n) , donde

D(O,n)} o

n

7, (0|n) x {1 + (3.13)

donde g € (0,00) y D(8,7m) es la discrepancia de Jeffreys, que se define

a continuacion:

Definicién 3.4 Discrepancia de Jeffreys
Dados cualesquiera dos modelos fi(y|0;), i = 1,2, se define la discre-

pancia entre f1 y fo como

1o [£8180) )
= | lg[fxng)] (10 — hylo)}dy  (3.14)

se puede verificar que:

D = KL[f1(y|01), f2(y]02)] + KL|[f2(y|62), f1(y[61)]

Jeffreys demuestra que D es invariante ante transformaciones no sin-

gulares de y y ante transformaciones en los parametros.

Por otro lado, Bayarri y Garcia-Donato (2006) modificaron 7,(6|n) pa-
ra el caso en que se tienen parametros de ruido en el modelo. Asi, es
necesario obtener las siguientes distribuciones las siguiente distribucio-
nes a priori, 1 (n) para My y mo(0, 1) para Mo, Jeffrey asigna la misma
distribucién a priori objetiva para los parametros comunes 17 en M; y
una distribuciéon a priori condicional para el pardmetro nuevo 6 | n

para Ms, asi,

©(8n) = c(gx,m) " (1 + D[(6, 60)[n]) " 7" (8]n) (3.15)
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3.4. Seleccién convencional de modelos lineales

donde:

1) c(g;m) = [(1+ D[(6,80|n)]) =" (8]n)d6,

2) 7¥(0|n) es una distribucién objetiva (de Jeffrey o de referencia)

para My

DN |—

3) g=inf{g=0:c(g.m<o0)}, gx =g+

D

Si ¢ < oo, entonces para My: 7P (n) = n(

n), y dado que 6, es un

valor conocido, sélo es necesario calcular 72 (8, n) bajo Moa:

w3 (0,m) = 7" (8|n)x" (n) (3.16)

Con respecto a las medidas de divergencia en presencia de parametros
de ruido, Pérez (2005) utiliza argumentos de geometria diferencial para
demostrar que K L(68y,n | 8,m) puede intepretarse como la medida de
divergencia entre M; y M, sélo para el vector de parametros de interés

0 cuando éste y 1 son ortogonales de acuerdo con el criterio de Cox y
Reid (1987).

Resultado 3.1 Supongase el modelo pardmetrico S = {n(X | 6,A)}.

Sea (0,m(0,v)) una tranformacion ortogonal, entonces:

KL(6y,m, | 01,m)=KL(01,1m5 | 01,m,) + KL(02,m, | 01,7m5)
KL(01,1n, | 62,my) = KL(62,m, | 05,m,) + KL(01,1m, | 02,71,)

por lo que la discrepancia intrinseca ortogonal(DIO) entre 7(X | 61, 1n)
y 7(X | 02,7m) es:

0(01,02,m) =2min{KL(62,m, | 01,m,), KL(01,1, | 62,m;)} (3.17)

30



3.4. Seleccién convencional de modelos lineales

Asi, la distribucién a priori convencional,bajo ortogonalidad entre 0 y

1 , esta dada por:

5(91,92777)]q (318)

w(e|n)o<[1+ .

donde 7(n) puede ser la distribucién a priori de Jeffreys y ¢ > 0.
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3.5. Discusion

3.5. Discusion

En el capitulo anterior se mostraron algunas métodos para obtener dis-
tribuciones a priori no informativas, las cuales, son de utilidad en pro-
blemas en los que no es factible o no se quiere utilizar una distribucién

inicial subjetiva.

Uno de los problemas en los que estas distribuciones son usadas, es
en seleccién de modelos (Zellner, 1986, Zellner y Siow, 1980) y ambos
procedimientos estén ligados con la propuesta de (Jeffreys, 1961); bajo
el modelo lineal normal. Por otro lado, se describe la propuesta de
(Garcia-Donato, 2003) generalizando la propuesta de Jeffreys y a la vez
aplicando la definicién de DKL obtiene lo que él llama Discrepancia de
Jeffreys denotada por D, (Garcia-Donato, 2003, Cap. 6) nos dice que la
medida D del parametro de interés 6 con el parametro de ruido 7, esto
es, D(0,7n) es un caso particular de la llamada ¢—divergencia (Amari,
1985, 1990) que se define como:

B fi(y | 0o)
Dalt.00) = [ & (U200 uty | 0,0y

donde ¢ es una funcién real convexa en [0, 0o]. Las ¢-divergencias tam-
bien se han utiizado en contextos bayesianos de seleccién de modelos,
usualmente analizando su distribuciéon a posteriori para mas detalles
ver (Bayarri, 1987, Bernardo, 1985, Esteban et al., 2000), entre otros.
Otra aplicacion de esta medida es que se propone como medio para
la contruir la distribucién a prior: convencional m para el parametro
de interés; ya que tiene la ventaja que se puede aplicar independiente-
mente de la dimension del parametro 8, por lo que es una propuesta
automatica de previas convencionales, es propia y esta basada en la de
Jeffreys (Garcia-Donato, 2003, seccién 6.5).
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Capitulo 4

REGRESION BAYESIANA
CONVENCIONAL (RBC)

En este trabajo de investigacién se retoma la definicion de la divergen-
cia de Kullback-Leibler para obtener la distribuciéon a prior: para la
prediccién en selecciéon gendmica ya que, considerando que 7, se pue-
de aplicar independientemente de la dimension de 3 y que ademas es

invariante ante transformaciones.

4.1. Modelo Lineal General

4.1.1. Modelo de rango completo

Considere el modelo:

y=ul+XpB+e

donde la matriz diseno X de n X p es de rango completo por lo que
existe (X'X)~!, ademas €; ~ N(0,0%) y y ~ N(X3,5I)
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4.1. Modelo Lineal General

Por lo que la verosimilitud se define por:

1

202

L(B.0* | y) = (%) Feap { (y— XB)(y - XB)}

la cual se puede expresar de la siguiente forma:
L(B,0% | y) = (0%) teap {—Tthy} (L)
202

. exp{— ! (B—B)tXtX(B—ﬁ)}

donde, 8 = (X'X) ' X'y es el estimador de Maxima Verosimilitud
y M =TI — X(X'X)'X" es la matriz de proyeccién en el espacio

columna de X.

Asi, aplicando la definicién (3.8) de la divergencia de Kullback-Leibler
en (4.1)

L(B,o°
KL(By, 04 | B,07%) = /log [L((ﬂﬁo’ 03‘|?:Jy))]

2 . 2 2
(B — B)'X'X (B, — B)

D)
20§

_|_

Similarmente:

7 2
KL(B,0%B8y, 05) = /log [L((IB,BO’—OO%L%)] 3

n o2 (n—p) (o3 n (of
=g () + 57 (1) +5 (3 -1)
By —B)'X'X (8, - B)

202

N
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4.1. Modelo Lineal General

Note que si, Z ~ Ng(p,X) y A es una matriz simétrica no nega-
tiva definida, entonces E(Z'AZ) = tr(AX) + p'Ap. Ademss B ~
N (,3, o?(X'X )_1). En este caso se puede verificar directamente que 3
es ortogonal a o2, este es un caso particular del resultado discutido por
(Barndorff-Nielsen, 1978, 1983) , y establece que en modelos lineales
generalizados el parametro esperanza y el de dispersién son ortogona-

les.

Por tanto, la divergencia de Kullback-Leibler, Para B, = 0 y 03 = o>

€S

L 2 IX'X
KL | 8.0%) = [[1og | 7105 ] ntwig.a®yiy = 2550

de manera similar

L(0, o5|y) AX'Xp
KL(B,0%By,05) = [ ! 0,07%)dy =
(/670 ‘/6()70—0) / 0g [L(,B,O'2|’y) p(y| y O ) Yy 9202
entonces en la ecuacién (3.17) se tiene :
| 3X'X3
D = 2min{ K L(By, 0% | B,0%), KL(B,0% 8y, 02)} = —

por lo que la distribucién inicial no informativa de 3 para el modelo de

rango completo es:

—q t —-q
T, (Blo?) {1 + —D(B’ 02)] x [1 + PXXB XZX,B]
n no

para, ¢ = %, (Garcia-Donato, 2003)

7Tq(,8‘0'2) = Cadim(,@) [,B‘O’n0'2(XtX)_l]
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4.1. Modelo Lineal General

Antes de continuar con el modelo lineal de rango y aplicar la definicién
de la divergencia de Kullback-Leibler para construir la distribucion a
priori no informativa, hagamos un paréntesis para definir el criterio de

ortogonalidad de Cox y Reid.

Dos parametros 6 y 1 son ortoganales con respecto a la informacién de
Fisher Cox y Reid (1987) cuando

1[ 0%(0,n)
- {—W | 9,77] =0 (4.4)

donde [(0,n) es la log-verosimilitud de los pardmetros (68,m) y n es el
tamano de muestra en el que se basa la verosimilitud. Si (4.4) se cumple
para todo (6,m) en el espacio paramétrico, entonces se le llama orto-
gonalidad global; si esto solo ocurre para un valor (00, n°), entonces los
vectores 8 y 1) son localmente ortogonales en (00, n"). La interpretacién
estadistica mas directa es que los componentes relevantes del estadisti-
co score, el gradiente de la log-verosimilitud, no estan correlacionados,

esto es la matriz de informacién en diagonal por bloques.

4.1.2. Modelo de rango incompleto

En los modelos de rango incompleto el rango de la matriz diseno X
es menor que el numero de columnas (r < p) por lo que (X'X)™! no
existe, no obstante, esto no es un inconveniente ya que los modelos

sobreparametrizados son ampliamente utilizados.

Supongase que y y X estdan relacionados por el modelo

y=pul+XB+e (4.5)
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4.1. Modelo Lineal General

En lo que sigue se utilizaran algunos resultados del algebra matricial
de los modelos lineales. Como se mencioné antes, (X'X)~! no existe,
de modo que ,é tampoco existe y la funcion de verosimilitud no puede
ser expresada como en (4.1). Sin embargo, se puede utilizar una inversa

generalizada G de X' X tal que

X'XGX'X = X'XG'X'X = X'X,
XGX'X =X, vy (4.6)

XGX! es invariante a la seleccion G

entonces de (4.6)
B=GX'y (4.7)

es una solucion del sistema de ecuaciones lineales

X'X3=X'y (4.8)

Note que B no es una solucién unica debido a que depende de la se-
leccién de G, si embargo existen combinaciones lineales A’3 tales que
)\tB es invariante a la seleccién de G. Bajo el enfoque clasico de mode-
los lineales éstas combinaciones lineales reciben el nombre de funciones

estimables. Se dice que una funcién A’3 es estimable si y sélo si
E(NB) = T'Ely) = T'X 3 (1.9)

donde T" es una matriz r x n con rango r < ¢ , por lo que () = r.

Entonces de lo anterior, se verifica que A satisface

A= T'X, y (4.10)
ANGX'X = N (4.11)

la condicién (4.10) es consecuencia directa de (4.9) y (4.11) que se
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4.1. Modelo Lineal General

debe a la segunda igualdad en (4.6). Entonces, si A'3 es una funcién

estimable se tiene que
EA'B) = MGX'E(y) =T'X'GX'X3 =3
var(A'B) = ANGX'war(y) XG'A = PANGX' XG' X'T = o’ A'GX;
ademds, y ~ N(X 3, 0I)
A3 ~ N(A'B, 2AIGN) (4.12)
Por otro lado, la verosimilitud correspondiente al modelo (4.5) es

1
202

MAaﬂyw:w%ﬂmm{— <y—Xﬂﬂy—Xﬂﬁ

donde

(y—XB)'(y—XB)=(y—XB)(y—XB)+(XB-XP)(XB-XP)

Note que el primer sumando del lado derecho de la expresién anterior

puede escribirse como

(y—XB)'(y— XB)=(y— XGX'XPB)'(y - XGX'XP)
—y'y -y XGX'XB - B X' XG' X'y 1)
IBXIXGIX'XGX!'XB

=y'y -y’ XGX'y=y'(I - XGX")y = y'My;

donde M = (I — XGX") ysea X3 = X(A)'A'3 por lo que
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4.1. Modelo Lineal General

(XB-XB)(XB-XB)=(XA)'NB-XA)"'NB)
x (XAN)TNB-XA)TINB)

= AAN)TIXIX(A)TING — BIANTIXIX (AN (4.14)
—BANTIXI XA TIAB 4+ BIAN)TIXI X (M)A
_ (}\tﬁ _ )‘tlé)A—lXtX()\t)—l()\tIB _ )\t,@)

Por lo tanto, de (4.13) y (4.14) se tiene que la funcién de verosimilitud
de (A'B, 0?) est4 dada por

LNB.0* |y) = (0% Fewp {—%ﬂthy} (4.15)
X exp {—%(Afﬂ —ABATIXIX (AN TN B - At/@)}

Una vez més aplicando (3.8) y desarrollando el logaritmo:

o [L(Atﬂ, o | y)
TLNBy, 0 [ )

]‘ S (NB = NB)ATX X (N) (NS - N')

+ —<Af60 NBATXIX (NI NB, — A'B)
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4.1. Modelo Lineal General

Note que la DKL es un promedio, asi :
L(N'B,0? 1
ERITTNp S
L()‘ /807 02 | y) 2
x E[(AB=XNB)A'X'XA) T (NB-ND)]

+ ;E[Btm—lexut)—l)xfm}
202 {tr(ATT X' X (A)TIA'GA)} (4.16)
{tr ATIXIX(A)TIANGA) )

o {0+ (VB - NBA XX () (VB - X))
2

Por lo tanto la divergencia de Kullback-Leibler para 3, =0y 0 =0

es:

t L)\t , 2
KL(A Bo,aélﬂ,vz):/log[ é(oﬂag\;)/)

] p(y|B.0%)dy

/BtAAflxtX(At)—lktﬁ
N 202

0 bien

L(0,03 | y)
L(X'B,0? | y)

KL(X'B,0%|By,00) = /l09[ ]p(ylﬂ,az)dy

B IBtAAletX(At)—lAt/B
N 202

Ahora, note que, si A = (A1, A2), que cumple el criterio de ortogona-

lidad de Cox y Reid (1987) , esto es, A; L Ay, vy X' X = A D! es la

descomposicion del valor singular, donde D es una matriz diagonal, se
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4.1. Modelo Lineal General

tiene :

BANIXIX(A)TINB = BIAN X' X AN
t

=6 [A N [i;] XX (A o] [

2

desarrollando y simplificando

A
i)

= BIA(ALXIXADA B = BIAN AN DX

Por otro lado

AXIXA = XD = X7TAD)TID I )]

AT D TIAD A

= A (AMDIADN] T = (MG

por tanto, de acuerdo con (Garcia-Donato, 2003), la distribucién con-

vencional para Xi,@ es:

BIAX(ALGA) A8
1+ .

T(A1Blo?)

no

Con ¢ = =

T(A1Blo?) = Ca, (X180, X{GAy)
Sea AL tal que
A= (A1, Ag)

es de rango completo, entonces (Garcia-Donato, 2003)

BAAIGN)NB]

no?

m(Blo?) o |1+ Fo-r(X3B)IA]

esto es,

7-‘—(/8|0—2) - P]CT(/6|(>‘§G>‘1)7>‘)

41
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4.1. Modelo Lineal General

donde

1. f,_(A58) es una densidad p — r variante.

2. PIC, es una densidad Cauchy parcial informativa

Acontinuacién se definiran éstos conceptos mas a fondo y también pue-

den ver Bayarri y Garcia-Donato (2007)
Definicion 4.1 Distribucion Cauchy parcial informativa

Sea y € R". Diremos que y se distribuye PIC' de pardmetros (A, C)
denotado PIC,(A,C) con A : nxn simétrica semidefinida positiva y

C' : nxn no singular, si la desidad conjunta (posiblemente impropia) de

Yy es
A 11
p(y|A,C) = /GPIN,L y|7,C IGa t|§, 3 dt (4.20)
donde la Normal generalizada parcialmente informativa
A7 1
GPIN(y|A,C) = det. [2—] |det(C')|exp {§yt(C’tAC’)} (4.21)
T

:|1/2

y det [% es el producto de los valores propios de A

Regresando a la ecuacién (4.19) y si hacemos G = U; D 'UY , donde

G es la inversa generalizada de Moore-Penrose de XX y A} = U?, se

tiene:
tG —-q .
w1+ 252 o) (4.22)
asi,
m(Blo?) = PIC, [B|G, I (4.23)
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4.1. Modelo Lineal General

Ya se tiene la distribucion a prior: convencional para 3 para el mode-
lo de rango incompleto. No obstante, si la reparametrizacién se hace
directamente en el modelo (4.5), es mas directo obtener la divergencia
de Kullback-Leibler para poder construir la distribucién a priori para

una funcion de 3.

Por tanto, sea la reparametrizacion, 8 = (67,65)" = ((U3)", (Ug,@)lt)?f
y sea X = VD%Ui, donde U = [U; | U] y V son matrices ortogona-
les de la descomposicién del valor singular (SVD) de X y D7 es una
matriz diagonal de orden r X r de los valores singulares. Considerando
e U =[U,,, | Uy, |
U, vy note que 8 = U'(3, entonces:

, donde U, es el complemento ortogonal de

0=U'B=UY'g=U)'U'0= (U)Y'0=8=U6=27

Sustituyendo en (4.5) se tiene:

y=pul+XpB+e
= ,ul + VD%UIi(Ulel + U202) + € (424)
= pul + VD%Hl +e€

Note que el modelo (4.24) es regresion en componentes principales; asf,

sustituyendo la media de y en la verosimilitud se tiene:
L(6:1,0:0° | y) = (0%) 2 (4.25)

1 1 1
X exp {—@(y* ~VD:0,) (y" — VD291)}

si, y* = y — pl y desarrollando la forma cuadratica en la exponencial
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4.1. Modelo Lineal General

de (4.25) se observa:
(y* — VD20, (y* — VD20, = y“y* — 20' D V'y* + 6, D6,
= (6, — D V'y*)'D(6, — D V'y")
+yxy" —y VD DD V'y*
(4.26)

por lo que la funciéon de verosimilitud es:

|3

L(61,050% | y) o (02) (4.27)

1 1 1
X exrp {—T‘?(Ol —~ D :V'y"'D(0, - D‘?Vty*)}

Entonces, D*%Vty* ~ N(01,0>D ™). La media y varianza de D*%Vty*

SOI1:

E[D":V'y" )= D:V'E[y’] = D":V'V D30, = 6,
var[D™ Viy*] = D *Vivar(y*)VD ™2 = 6?D 3 V'V D3 = ¢’ D!

De (4.26) y (4.27) se tiene que la DKL esta dada por:

L(61,05,0° | y)
KL 0 0 2 0 0 2 :E ) Y 0 2
( 195 U245 0 ‘ LY2,0 ) [(L(0107020?0(2) ‘ y) ‘ 7

1 _1 % _1 *
=520 {(91 ~D:V'y")'D(6, - D :V'y )}
1 1 1
+55E (61, — DIV'y)' D6, - DV'y)]
20
2 2
n 7 n (o
= log (D) + 2 (5 -1
() 75 ()
1
+ 5501, 6))'D(6), - 6)) (4.28)
20
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4.1. Modelo Lineal General

de manera similar: aaaaaaaa

KL<917 927 02 | 9107 0207 0-8)

L(O1,, 0,02 | 1) 2
=F 0’ =0 0, .0
Kuel,ez,aﬂy) |61, 62, 95

1 1 1
= 5E [(01 — D :Viy)'D(O, - D‘?Vty*)}
o
1 1 1
— [(910 _ DV D(6,, — D_2Vty*)} (4.29)
20§
n o n (o’ 1 .
= §l0g 0_—3 + 5 O'_S —1 + @(010 — 01) D(010 — 01),

nétese que KL(0y,,0s,,02 | 01,05,0%) y KL(01,05,0% | 61,,05,,03) no

dependen de 6,. Se puede verificar:

KL(Olo,O'g ‘ 91,0'2> = KL(Ol,JS | 91,0’2)
+ KL(6y,,05 | 01,00) (4.30)

KL(01,0'2 ‘ 010,0'3) = KL(010,0'2 ‘ 010,03)
+ KL(6y,0% | 0,,,0%) (4.31)
Por tanto, de acuerdo al resultado (3.1), la DIO para 6 es:

6(01,0%) = 2mi{KL(01,05 | 01,03), KL(01,0% | 01,,0%)}

_ ﬁl 0_2 + 2 0_2 —1
— "% od 2 \ o}
(6, — 6,)'D(8,, — 6)) (4.32)

Para 61, = 0 y 05 = o7, se tiene:

1
KL(910,0(2] ‘ 91,02) = KL(91,0'2 | 910,0'3) = QT‘QH’iDOl
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4.1. Modelo Lineal General

Asi, la distribucién convencional de 8 = (8, 05) es:

0' Do, * .
(0 | 0%) o [1 + ;02 1] fo—r(65) (4.33)

donde f,_.(0%) es una distribucién a priori propia para 6s.

r+1

Note que 7(0 | 0?), con ¢ = "1 puede expresarse como una mezcla

Normal-Gamma:

(0| 0%, v) =N(0]0,nc*y D) y (4.34)

(7) = Ga (7 % %) (4.35)

asi la distribucion a priori conjunta es:
70|t = [ 78] o ey
11
:/ N0 | 0,n0*y ' D HGa (’y | =, —) for(05)dy
R+ 2°2

1 /Y2 v ~46'DO
oc/ V2 1(—) exp{—§— fp_r(eé)d’y
R+

2no?

r+1_q Y BtDH ¢
2 —— |1 _(05)d
O</R+7 exp{2<+n02 fo—r(05)dy
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Capitulo 5

DISTRIBUCION A
POSTERIORI

Para obtener la distribucién a posteriori o distribucién final, asimase

las distribuciones a priori de Jeffrey para o2, dada por:

1
2
m(o") X — 5.1
(%) x (5.1)
y para g se asigna una distribucién a priori no informativa 7(u) o< 1.

De (4.24) la distribucién condicional de y estd dada por:

w(y | B,0%, 1) = Nu(y | pl + VD26, 0°1) (5.2)

De acuerdo al teorema de Bayes la distribucién conjunta a posteriori
de (0,0%,7) es:

m(0,0%7 | y) x Nu(y | pl + VD26, 1) (5.3)

o 11
X N©10.00% D )Ga (3155 ) fre (B0
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5. DISTRIBUCION A POSTERIORI

Dado que la distribucion a posteriori en (5.3) no tiene una forma cerra-
da es necesario implementar un algoritmo de simulacion con la finalidad
de obtener las distribuciones marginales y otras cantidades de interés;
por ejemplo, estimaciones puntuales de 8 y ¢2. También es de interés
en este caso generar predicciones dados los datos observados por medio
de la distribucién predictiva a posteriori. Por todo lo anterior, se su-
giere simular de la distribucién a posteriori conjunta por medio de un
algoritmo MCMC, siendo en este caso el muestreador de Gibbs la mejor

opcién dado que es posible simular de las distribuciones condicionales.

Para poder aplicar el algoritmo del muestreador de Gibbs es necesario
obtener las distribuciones condicionales de cada uno de los paramétros
involucrados.

Las distribuciones condicionales bajo la reparametrizacion en (4.24) son

las siguientes: para 6, es:

7T(01|027 027 s 7Y y) - 7T(01|0-27 7, y)ﬂ-(y‘ela 027 /L) (54)
1
o N(y|ul + V. D26,,0°I)N (0|0,0°y 'D™")

la distribucién de o2 es:

1
m(0?|01,02, 1, y) < Ny(y | V.D26,, 0°1) (5.5)
x N (0|0,0°y 'D™") (0%

para 0,, la distribucién condicional es:

m(02] 61,07 1, y,7) < fpr(02) (5.6)
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5.1. Algoritmos de simulacion

la distribucion condicional de p es
71 | 026102, y) = N (m!(1/n), 0%/n) (5.7

donde m =y — VD%01, y por ultimo la distribuciéon condicional del

parametro -y es:

(v ]6,0%y) = n(8l0%7)7(v) (5.8)
x N (6]0,0*y'D™") Ga(y|1/2,n/2)

5.1. Algoritmos de simulacién

En esta seccién describiremos dos métodos computacionales que per-
miten muestrear de distribuciones mediante un proceso de cadenas de
Markov Monte Carlo (MCMC) que son: Metropolis-Hasting y mues-
treador de gibbs

5.1.1. Metropolis-Hasting

En éste método se trata de simular de un parametro del que conocemos
la densidad final f(@|x) salvo, quizas, por la constante de integracion.
Este algoritmo es semejante al algoritmo del rechazo para simular varia-
bles aleatorias. En este caso, se busca una densidad condicional g(-|0)
llamada distribucién de cubrimiento de la que sea facil muestrear. Des-
pués se generan observaciones de esta distribucion de cubrimiento para
decidir si pertenecen a la distribucién de @z mediante un sorteo. El

algoritmo se puede resumir de la siguiente forma :
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5.1. Algoritmos de simulacion

1. . Definir un valor inicial 9(0),
2. t=0,
3. Generar ¢ ~ g(- | O(t))a

4. Definir

ot

. Tomar
¢  con probabilidad «
0(15—1—1)

O(t) en caso contrario

6.t=t+1.Ira3

Se puede utilizar cualquier distribucién g(¢ | 8Y), lo importante es
que sea facil de muestrear, sin embargo la convergencia del algoritmo

se facilita de g =~ f.

5.1.2. Gibbs Sampler

El muestreador de Gibbs es una version del metodo de Metropolis-
Hastings donde se toma como distribuciéon propuesta la distribucion
condicionada de la distribucién original de donde se quiere simular el

parametro 6;, es decir,

9i(-10:,0_;) = f(- |0, ) (5.9)

Dada (5.9), se puede demostrar que la probabilidad de aceptar ¢ es

siempre 1, asi, los valores propuestos siempre son aceptados. Aunque,
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5.1. Algoritmos de simulacion

en este caso, las distribuciones condicionadas deben ser todas faciles de

simular. El algoritmo para el muestreador de Gibbs es el siguiente:

1. Valores iniciales arbitrarios 8
2. Generar 9?*” ~ f(6; | x, 05”, - 0,(5)),

3. Generar 935“) ~ (02| x, Oﬁ”l), Og(),t)7 cee 91(;)),

Generar Hgﬂ) ~ f(Or | , 9§t+1)7 ogﬂ)a ce 01(;:1))

4. Ir a 2.

Asi repetir 2-4 hasta tener un tamano de muestra n.

5.1.3. Validacién cruzada (VC)

Para medir la capacidad predictiva del modelo propuesto se utilizé vali-
dacién cruzada (VC) y se compararon los resultados, con los obtenidos
utilizando modelos alternativos (Crossa et al., 2010). La idea bésica de
este método consiste en dividir los casos (datos) aleatoriamente en dos
conjuntos disjuntos, llamados muestra de entrenamiento y muestra de
validacién. De acuerdo con Zhang (1993) la idea de la VC multiple o en
k- subgrupos aparecié por primera vez en Geisser (1975), que en lugar
de eliminar una observaciéon VC simple (dejar uno fuera), se eliminan
mas de una. Suponga un tamano de muestra n que se puede escribir
como n = k X d, donde k y d son numeros enteros. En lugar de sumar
sobre todos los posibles subconjuntos de tamano d, se divide 1,...,n
en k subgrupos s, ..., Sg, que se excluyen mutuamente. Por tanto sin

pérdida de generalidad, supongamos que la division es la siguiente:
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5.1. Algoritmos de simulacion

1,...dd+1,..,2k . . (k=1d, .. kd (5.10)
\/_/ A -~ 7 -
S1 52 Sk

Por ejemplo, supongase que se utlizan £ = 10-subgrupos. Asi, los datos
son divididos en 10 conjuntos de tamano k = [n/10] de la siguiente

forma;:

*

Yy = y[l]a ey y[k]7:y[k+l]7 ) y[Qk]Ja "'7\y[9k+1]7 ) y[l()k‘l

Vv 7 Vv VvV
conjunto 1 conjunto 2 conjunto 10

donde y[i] es cualquier elemento de y ordenado en la posicién [i]. La
matriz X también se ordena de tal manera que sus n hileras corres-
pondan a los n elementos de y*, resultando X ™. El método procede de

la siguiente manera:

1. Se ajusta el modelo y_; = X _18y se obtienen los valores ,é_l :
donde y_; es el vector y* de donde se suprimieron las k£ observa-
ciones correspondientes al conjunto 1 y X _; es la matriz X *de la

cual se eliminaron las hileras correspondientes al conjunto 1.

2. Con el vector de cofcientes estimados B_l, se predicen los k£ valores

eliminados:
U, =X1B_ +oez (5.11)

donde z ~ N(0,1), g, = (9, - Yw)" vy X1 es la matriz que solo

contiene las k hileras correspondientes al conjunto 1.
3. Se repiten los pasos 1 y 2 para cada uno de los conjuntos restantes.

4. Una vez que se tiene el vector de valores predichos para los 10
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5.2. Simulacion

conjuntos,

G = (1)s s U]y s Gos1] > U2k - Tioh+1]s - Gaon)'
se calcula su correlacion con el vector de observaciones y*. En-
tre mas grande es tal correlacién, se tiene un modelo con mayor

capacidad de prediccion.

5.2. Simulacion

Recuérdese que la inferencia bayesiana estd basada en la distribucion
a posteriori conjunta. Como se puede verificar en (5.3), no es posible
obtener de forma analitica la distribuciéon conjunta de (01, 02), por lo
que se debe utilizar un método para aproximarla. En este trabajo se
utilizé un método de simulacién de cadenas de Markov (MCMC, por sus
siglas en inglés) para obtener una muestra de la distribucién conjunta
a posteriori a partir de la cual se estiman cantidades de interés; por
ejemplo, los momentos a posterior:. En particular, se utiliza el muestreo
de Gibbs generando muestras de las distribuciones condicionales en el

siguiente orden:

1. Asignar valores iniciales para p, 81, 02 y 7, es decir, u(o)ﬁgo), o2
y v
2. Hacert =1

3. Muestrear de la distribucién condicional de 6, | y, u(®, 52", ~©

dada en (5.4) y asi obtener los 9@.

4. Muestrear de la distribucién condicionada de o2 | y, 0, O(t), ~(0)

dada en (5.5), hasta obtener o®).
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5.2. Simulacion

5. Muestrear de la distribucién de p | y, B(t), o®. ~0) de la ecuacién
(5.6) y obtener pu®,

6. Muestrear de la distribucién de v | vy, ,3(t), O.(t)’ “(t) do 1a ecuacién
(5.8), hasta obtener v

7. POI' fﬂtlmo hacer M(O) — u(t)7 /6(0) — /B(t), ,Y(O) — f}/(t) y O-(O) — O'(t)
para obtener t =t + 1

8. Repetir los pasos de 3-6 hasta obtener el tamano de muestra s

deseado.

Para evaluar la capacidad predictiva del procedimiento propuesto se
llevé a cabo una validacién cruzada, para la cual el vector de obser-
vaciones del fenotipo rendimiento de grano(GY) fue dividido aleatoria-
mente en 2 subgrupos, uno de entrenamiento y,,, v otro de datos a
predecir y,,..q4; asi, y = [yent | ypred}t de modo que la distribucién a
posterior: conjunta de los parametros y los datos predichos esta dada

por:

7T(0, 027 K7, Ypred ‘ yent) X 7T(yemf ‘ 07 02, Ypred)W(Ypred | 07 0_2)7(07 K, 02)

asi, la distribucién marginal predictiva de Y peq | Y.,y S€ Obtiene con:

W(Ypred | yent) - / / T / / 77(07 027 M, Yp?“ed ‘ yent)dvd“’dozde
eOr JuR uR ,YRJF

Una medida de la capacidad predictiva del modelo ajustado es la corre-

lacion entre el vector de valores predichos, dado por el valor esperado
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5.2. Simulacion

de la distribucion predictiva, y el vector de valores a predecir; esto es:

Cor (ypred, E[Ypred | yent])

una estimacién de E[Y preq | Yon) Puede obtenerse, mediante simula-
cion MCMC, como el promedio de los valores simulados yl(;)ed de la

distribucién predictiva en cada iteracion del muestreo de Gibbs:

s . (s)
~ red
BIY e | 9] = D2 22

1=1

Para estimar la distribucién conjunta a posteriori se generd una mues-
tra MCMC de tamano 30,000, se utilizdé un periodo de calentamiento
de 15000 iteraciones. Los datos utilizados como ejemplo son de una co-
leccién de 599 variedades de trigo del CIMMYT (Centro Internacional
para el Mejoramiento del Maiz y el Trigo) evaluados en cuatro ambien-
tes (Al,...,A4). El fenotipo evaluado fue el rendimiento del grano (GY).
Estos datos (wheat) estan disponibles en la libreria BLR de R, con la
siguiente estructura: la matriz Y que contiene el rendimiento promedio
de grano para los cuatro mega-ambientes, la matriz A contiene las rela-
ciones aditivas obtenidas del pedigri y la matriz X tiene la informacion

de los marcadores.

El método presentado para la prediccién de efectos genéticos bajo el
modelo de rango incompleto con una distribucion a priori no informa-
tiva (RBC), se compara con los métodos BLUP (Best Linear Unbiased
Predictor), RKHS (Reproducing Kernel Hilbert Space) y BL (Bayesian
Lasso). Estos modelos fueron ajustados para el fenotipo rendimiento
de grano (GY) (Tabla 5.1) en (Crossa et al., 2010); P es modelo del
pedigri, (M-RKHS) es la regresion RKHS en la que se incluye sélo los
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marcadores y (PM-RKHS) con Pedigri-Marcadores, al igual para BL
con marcadores (M-BL) y con Marcadores-Pedigri (PM-BL); mediante

un proceso de validacion cruzada descrito anteriormente.

5.3. RESULTADOS

En la figura 5.1 puede observarse que la regresion Ridge bayesiana
(RRB) produce estimaciones de los efectos de los marcadores muy con-
traidas hacia el cero; en comparacion, después de transformar las es-
timaciones, el método RBC produce estimaciones menos encogidas al
cero. En la figura 5.2 se presentan los valores ajustados de la RRB y de

RBC, donde se puede observar que la RBC presenta un mejor ajuste.

En la Tabla 5.1 se muestran las correlaciones de la VC para los 6 mode-
los comparados en los 4 ambientes diferentes. Se observa que la RBC es
la que posee las correlaciones mas altas en los ambientes A2, A3 y A4;
éstas son 0.606, 0.482 y 0.522 respectivamente , y en el ambiente Al,
RBC es superada por la regresion RKHS sélo con marcadores, obtenien-
do una correlacién de 0.608, otro modelo que tambien presenta alas co-
rrelaciones es el PM-BL respecto a M-BL. Ademas, es posible observar
que el cambio relativo en relacién al efecto del pedigri (P) es positivo,
para la regresion RKHS con marcadores y marcadores-pedigri se tiene
un incremento del 35.7 % y un 34.2 % respectivamente en en (A1), mien-
tras que la RBC tiene los mas altos incrementos de capacidad preditiva
en A2 y A3 de 45.32% y 15.59 % respectivamente.
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Medias a posteriori

1
Medias a posteriori

o~

Regresién Ridge Bayesiana

i o

Predicho

Regresion Ridge Bayesiana

< -

Predicho

._.:.
[

lie el Te LhE & el
0 200 600 1000 Q0 200 600 1000

Observado Observado

Figura 5.2: Valores ajustados en el
ambiente Al

Figura 5.1: Medias a posteriori en
el ambiente Al

Tabla 5.1: Correlaciones obtenidas para diferentes modelos aplicando validacién
cruzada de 10 folds con 30000 iteraciones

Modelos
FEN-AMB P  PM-RKHS M-RKHS M-BL PM-BL BLUP REG.CONV
Correlacion
GY-A1  0.448 0.601 0.608 0.518 0.542  0.480 0.584
GY-A2 0417 0.494 0.497 0.493 0.501  0.488 0.606
GY-A3 0417 0.445 0.478 0.403 0.449  0.355 0.482
GY-A4 0.449 0.524 0.524 0.457 0.495 0.464 0.522
% cambio (en relacién P)
GY-Al - 34.2 35.7 15.6 21.0 7.1 30.36
GY-A2 - 18.5 19.2 18.2 20.1 17.0 45.32
GY-A3 - 6.7 14.6 -3.4 7.7 -14.9 15.59
GY-A4 - 16.7 16.7 1.8 10.2 3.3 16.26

P: es el efecto del pedrigri
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5.4. Discusion

Anteriormente se mencioné que las distribuciones informativas tienden
a contraer los valores de los parametros hacia el cero; al graficar las
medias a posteriori; esto es, el efecto promedio estimado de los marca-
dores genéticos bajo la RRB (figura 5.1) observamos que la contraccién
al cero es muy marcada lo que puede conducir a eliminar marcadores
importantes para explicar la variacién en la caracteristica bajo estudio
(en este caso produccién de grano) si se toma como critero de selecciéon
la magnitud de los efectos. Recuérdese en que la RRB se asigna cada
efecto de los marcadores una distribucién a priori con media cero; asi,
dado que p >> n la informacién aportada por la distribucién inicial es
muy relevante en relacién con la aportada por los datos, lo que se refleja
en la contraccién de la media a posteriori hacia la media a priori. Al
respecto, la RBC asigna una distribucién a priori no informativa a no
mas de n parametros de regresiéon y una distribucién normal con media
cero a los n—p restantes, para los que no hay informacién en la muestra
y son eliminados mediante marginalizacion. De este modo, la inferen-
cia sobre los parametros de interés esta basada solo en la informacion

contenida en la muestra.

Referente al proceso de validacion cruzada, se observa (Tabla 5.1 )
que los modelos que presentan altas correlaciones son los que incluyen
marcadores-pedigri (PM-BL y PM-RKHS), tales correlaciones van de
0.44 a 0.608 y con un incremento de la capacidad predictiva del 7.7 % al
35.7% en relacién al pedigri; No obstante bajo ciertas condiciones BL
y RKHS presenta algunos problemas, por ejemplo, cuando p > n BL
selecciona a lo méas n variables y al seleccionar de cada subgrupo sélo

toma una sin importar cual sea, lo que provoca perdida de infroma-

o8
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cién relevante en el factor de estudio, mientras que la regresion RKHS
es capaz de capturar caracteristicas mas complejas, los resultados son
sensibles a la eleccion del Kerne; por tanto, debido a estos problemas en
este trabajo se retoma la propuesta de (Bayarri y Garcia-Donato, 2006,
Garcia-Donato, 2003) de obtener una distribucién a priori no informa-
tiva basada en la DKL y aplicando el resultado de (Pérez, 2005) cuando
se presentan parametros de ruido en las divergencias, obteniendo la dis-
tribucion a priori dada en (4.33) y se observé que se puede expresar
como una mezcla Normal-Gamma (Zellner y Siow, 1980), la cual se
aplicé en el modelo de regresién en componentes principales (RBC)
presentando mayor capacidad predictiva y un incremento en relacion al
efecto del pedigri de el 16.26 % al 45.32 % en los 4 ambientes.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

1. Con los resultados obtenidos de la metodologia desarrollada en esta
investigacion es posible concluir que la RBC tuvo un mejor desem-
peno en la capacidad predictiva cuando se presenta el problema de
(n << p), comparando los valores ajustados con los observados
de algunos modelos mas utilizados en selecciéon gendémica como la
regresion RKHS y BL.

2. Se comprobd que al utilizar una distribuciéon a aprior: no informa-
tiva se tiene como resultado un menor encogimiento en los valores
de los efectos de los marcadores hacia el cero, obteniendo de esta
forma predicciones més precisas ya que no se eliminan covariables
importantes para explicar la variacién en la caracteristica de in-

terés.
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3. La distribucién a prior: convencional expresada como una mezcla
Normal-Gama (Zellner y Siow, 1980) tuvé muy buenos resultados
para el modelo de regresién usando todos los componentes prin-
cipales cuando se tiene el problema de n << p, sin embargo, se
recomienda que en investigaciones futuras el ajuste del modelo sea
con un nimero determinado de componentes para ver si se obtiene

un buen ajuste.

4. Los marcadores moleculares tienen un gran impacto en las deci-
siones de seleccién gendmica; sin embargo, si la informacién del
pedigri es agregada al modelo se ha observado que la capacidad
predictiva aumenta considerablemente; por lo que se sugiere que
en trabajos futuros se incluya el efecto del pedigri a la RBC a

través de la distribucion a priori.

5. Recordemos que las distribuciones a priori de (Garcia-Donato,
2003, Zellner y Siow, 1980) son muy aplicadas en seleccién de va-
riables, por tanto una extension de esta investigacion es aplicar la
RBC como un método indirecto de seleccién variables,aplicando

algunos métodos como el factor Bayes.
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