TECNICAS DE INVESTIGACION DE MODELOS ESTADISTICOS

Por Foster Cady

En cada experimento, el investigador se enfreria con el problema de descubrir sus resultados
en términos cuantitativos. El presente trabajo describe los diferentes origenes y las ctapas basicas
en la formulacién del modelo estadistico; con un modelo estadistico, cada chservacién realizada
en un experimento puede darse a entender y ¢l error al azar puede sefialarse. También, en el
trabajo sz exponen algunas técnicas para manejar diferentes tipos de modelos ¥ se discuten ciertas
complicaciones en esta operacién.

{QUE ES UN MODELO?

Un modelo mateméatico es una presentacién cuantitativa de un fendmeno de
la naturaleza. Por ejemplo, se ha encontrado que la altura de los nifios es una
funcién lineal de la altura de los padres, o sea: 4 = a + Sx. En economia, una re-
lacién que se usa cominmente es el Cobb-Douglas, u = « X#, donde 4 es el valor
verdadero de la salida, X es el valor de la entrada y @ y 8 son coeficientes. En
agronomia, una relacién entre el rendimiento y el fertilizante es la ecuacién fa-
mosa de Mitscherlich, log «-log (¢ — u) = X, donde a es el mayor rendimiento
posible, u es el rendimiento verdadero que se obtiene de un nivel dado de X y 8
es un coeficiente. Nétese que éstos son modelos matemdticos. En cada modelo,
la “variable dependiente” es g, el valor verdadero.

Si se trabaja todo el tiempo con los valores verdaderos, entonces no se tendrian
problemas; se medirfan varias u's para los valores dados de las X’s y entonces se
resolverfan para los coeficientes. Ahora bien, en las ciencias biolégicas y en las
ciencias sociales, no se puede medir u, pero se puede medir Y, el valor observado.
La relacién entre py ¥ es:

Y=pu+tce

donde ¢ es un componente al azar. )

Asi, la Rama de Estadistica nacié con e. Podemos hablar acerca de un mo-
delo estadistico, que es una descripcién cuantitativa de un valor observado. Com-
prende todas las componentes que son partes del valor observado, incluyendo la e.

Por ejemplo, aqui estin seis lapices nuevos. Queremos hacer una descripcién
de cada valor medido del largo de cada lapiz. Cada valor medido seria el mismo,
excepto para el error al azar. El error al azar incluye cosas tales como la falla de
la persona al leer los calibres correctamente, la falla de la fébrica al producir l4-
pices exactamente del mismo largo, etc. Entonces Y; es la suma de dos cantidades:

Yi=un+te.

Este es un modelo estadistico. Los dos componentes son los dnicos que se ne-
cesitan para la descripcién de un valor observado. Sin embargo, supongamos que
se ponen en agua tres lapices durante dos dias y tres lapices, no. Después de los
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dos dfas medimos los largos. {Cual es el modelo, o cuél es la descripcién para
cualquiera de las observaciones?

Podriamos considerar que hay dos poblaciones: una poblacién de los lapices
que han estado en agua, y otra, de los que no han estado.

Por consiguiente:

Yi=u

Sabemos que el error al azar estd presente; esto es, los tres valores de los lapi-
ces en el agua serdn diferentes y los tres valores para los otros lapices, también
seran diferentes.

Entonces:

Yy=mte; =12, /=123,
usualmente no nos gusta el modelo en esta forma y escribimos:

Yi=p+ (mi—u + €
o Y5 =pn+N+e¢;

Usando este modelo, queremos calcular los estimadores y el analisis de la va-
rianza y hacer pruebas de hipdtesis.

Obsérvese el orden de los pasos. El experimento — el modelo — la estima-
cién de los pardmetros — el andlisis de la varianza — las pruebas de la hipé-
tesis. El orden es muy importante. El modelo depende del experimento. El ana-
lisis depende del modelo. Hay una correspondencia de unc a otro entre los pasos.
Por ejemplo, el analisis tiene que estar de acuerdo con el modelo: ellos son la mis-
ma cosa.

Podemos escribir el modelo en la forma de regresién miltiple:

Yi=pXoi+MNXu+ MY+ e
o =B Xoi+ 1 X1+ B2Xoi + ¢

Es conveniente usar modelos que puedan expresarse en la forma del modelo
de regresién multiple, porque sabemos cémo manejar este tipo de modelo. Usa-
‘mos el método de los minimos cuadrados para encontrar los estimadores. Nétese
gue en este modelo, los parAmetros son lineales. En la Teorfa Estadistica, sabe-
mos mucho acerca de las propiedades de los estimadores y cémo probar las fun-
ciones lineales de los mismos.

Hay otra razén por la cual nos gusta este tipo de modelo: es muy flexible.
Por ejemplo, es posible tener el siguiente modelo:

Yi=B8,Xoi + 81 X1ti+ B2 X0 + 83 X5 + B84 Xy + 85 Xsi + ¢
donde

Xs=Xi, Xa= X5 X = X1 A

‘<

De hecho, cualquier cosa puede usarse como X y el modelo de regresién dara
la relacién lineal entre ¥ y X ajustada para los otros factores en el modelo.
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CoMO SE ESCRIBE EL MODELO? DDE MANERAS DIFERENTES

1.—De un experimento disefiado. Por ejemplo, en un disefio bloques al azar,
sabemos que los factores importantes son los tratamientos y las estratificacio-
nes del material experimental.

2.—De la teorta en algunos de los campos. Por ejemplo, Mitscherlich, basade
en observaciones en un invernadero, present6 la teorfa de que la respuesta a un
aumento dado de fertilizante era proporcional a la disminucién del rendimiento
s . . ’ ., . .
maximo. Mitscherlich formulé esta ecuacién diferencial:

ap .
¥ = 8 (a— )

De esta ecuacién, el modelo dado anteriormente se formula por integracién.

3.—De los datos. Unas veces la teorfa no existe y otras el investigador es un
" poco perezoso. Por consiguiente, se coleccionan muchos datos antes de fijarse en
la pregunta: {Cudl es el modelo? La decisién se toma poniendo todas las varia-
bles en un programa de regresién multiple y se tiene el modelo.

Los PROBLEMAS EN LA CONSTRUCCION Y USO DEL MODELO

\.—Modelos no-lineales. Unas veces, el modelo que se formula de la teoria
en un campo resulta un modelo con un parametro que no es lineal. Por ejemplo,
en la funcién Cobb-Douglas, ¥ = o X ?, nétese que el pardmetro es un exponen-
te. Por consiguiente, no es posible estimar los pardmetros en la manera que él
acostumbra, o sea por el método de los minimos cuadrados. Hay en la literatura
otros caminos para la estimacién, pero hay problemas en estimar la varianza del
parametro no-lineal.

Usualmente, se toma el log de ambos miembros:

log Y =logae + Blog X

ahora tenemos una ecuacién lineal donde el log « es la interaccién y 8 es la pen-
diente de la relacién lineal entre log ¥ y log X.

Sin embargo, para probar una hipdtesis acerca de los estimadores, necesitamos
suponer que el error es aditivo en el modelo logaritmico, lo cual quiere decir que
el error es multiplicativo en el primer modelo; esto es, ¥ = a X £. Un “error mul-
tiplicativo” quiere decir que el error es proporcional a Y. Esta es una suposicién
que puede ser correcta en algunos casos, pero no aplicable a todos.

2—FEl error para probar la significacién de los estimadores.

2a—Fjemplo. Un experimento en que se usa un disefio bloques al azar para
varias localidades. El analisis para cada localidad es:
Bloques . . . . . . .. (6—1
Tratamientos. . . . . . (f—1)

Error . .. ... ... (¢6—1HF—1
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Si las localidades se combinan:

A g.1. E.C.A.
Localidades (£). . . . . . . 1—1D
Bloques /. . . . . . . .. 16— 1)
Tratamientos . . . . . . . #—1 o+ bad, + bla* A
TXL ... . ... ... 1—1 (¢—1) o+ bah,
Error . . . . . . . . ... 1(6—1) ((—1) o

Cuando los datos se manejan con el analisis de la varianza, no hay problema
en saber cudl es el uso correcto para probar. Los tratamientos se prueban contra
T X Ly la interaccién se prueba contra el error. Sin embargo, cuando el anélisis
se hace empleando un programa de regresién miiltiple, el programa normalmente
usara las desviaciones de regresién como error y probara todos los estimadores
con el mismo error.

2b.—Muchas veces al investigador se le olvida que las desviaciones de la regre-
si6n, usando el programa de regresién miltiple, son una mezcla de tipos diferentes
del error, es decir, error experimental y error de muestreo. En un anilisis de la
varianza, el investigador generalmente separard estos dos tipos de error y usara
el error experimental para probar. Pero en muchos casos, usando el programa de
regresién multiple con un modelo, usaré las desviaciones de la regresién, que cons-
tituyen principalmente error de muestreo, y no pensard que usando este error re-
sultardn mas estimadores significativos de los que hay realmente.

3—Usando los datos para enconlrar el modelo. Una situacidn. Un investiga-
dor tiene unos datos y su escuela tiene una computadora. Sus datos incluyen una
Y y 20X’s. Entonces, sin pensar, se usa este modelo:

Yi=8, X+ 81 X1+ 82 X4 ...+ B2 Xoo + E;

Este es el primer problema. Este modelo dice que la relacién entre ¥ y cada
X es lineal. Quizds X4 es una variable importante pero la relacién no es lineal.

Por consiguiente, el primer paso es hacer muchos diagramas para que las re-
lacicnes no lineales y las interacciones entre las variables puedan encontrarse. El
estadistico puede ayudar, pero solamente ¢l investigador puede describir el mo-
delo.

Después de este paso, todavia hay muchos problemas. Usualmente las varia-
bles X no son independientes en el sentido estadistico. Entonces, los estimadores
de los parametros en el modelo a veces tienen valores que no son racionales. Por
ejemplo, el investigador piensa que la relacién entre ¥ y X serfa positiva, pero
el estimador 45 es negativo debido a las interrelaciones entre las variables X'« El
investigador tiene que recordar que las veinte variables deben considerarse en con-
junto y es muy dificil interpretar una variable aisladamente. La interpretacién
correcta de una 4 es la relacién entre ¥ y X ajustada por las otras variables en
el modelo. Nada més.

Supongamos que el investigador quiere empezar con las 20 variables, pero eli-
minando las que no son importantes. Entonces, hace muchos modelos diferentes.
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Hay varios métodos para hacer esta reduccién en el ndmero de las variables. Un
articulo reciente de Biometrics (junio de 1966, pag. 268), compara cuatro métodos.
Todos éstos tienen el problema de que, después de tratar muchos modelos, los ni-
veles de significacién para probar los estimadores en cada modelo no son los nive-
les escogidos de 5 o 19, porque el mismo conjunto de los datos se usa para esti-
mar los parAmetros en cada modelo.

Una solucién es usar la mitad de los datos para encontrar el modelo reducido;
entonces, la otra mitad se usa para probar la significacién estadistica de los esti-
madores en el modelo final.

4—A| probar que un cierto modelo es suficiente. Una situacién. Un investiga-
dor quiere probar que un modelo cuadratico es suficiente para describir la relacién
entre ¥ y X; y X, por ejemplo, nitrégeno y fésforo. El modelo es:

Yi=Bo Xo+ 681 X1+ B2 X+ B XT+ 84 X5+ 8: X1 Xo+ &

El ntimero minimo de las combinaciones de tratamientos es seis. Sin embargo,
con sblo sels observaciones o con repeticién de las mismas, el modelo ajusta los
datos exactamente.

El investigador debe tener méas combinaciones de tratamientos para que haya
oportunidad de que el modelo no ajuste los datos exactamente.

Las repeticiones son necesarias para una estimacién del error experimental.
Supongamos 15 combinaciones de tratamientos usados con dos repeticiones. El
analisis de la varianza es:

Modelo (no incluyendo la media) . . 5
Falta de ajuste 9
Ercor . . . . . . . . . ... ... .... 15

Si la relacién F de falta de ajuste contra el error no es significativa, entonces
el modelo cuadratico es suficiente.
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