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Regresion de Minimos Cuadrados Parciales para Datos
Variedad-Valuados

Raul Alberto Pérez Agamez

Colegio de Postgraduados, 2012

En esta tesis se desarrolla la metodologia de regresiéon de minimos cuadrados parciales
(PLS) para datos variedad-valuados. Primero se realiza una revisién sobre algunos méto-
dos modernos de regresion no-lineal, luego se continiia con una exploracién de la metodologia
de regresién para datos variedad-valuados y finalmente se desarrolla una nueva metodologia
de regresion para datos variedad-valuados, para la cual se demuestra que en ciertas situa-
ciones especiales, produce mejores resultados que las técnicas tradicionales de regresion
que son aplicables a este tipo de datos.

Aunque la metodologia desarrollada es aplicable a variedades generales, esta se ilustra en
aplicaciones de conjuntos de datos de ciertas estructuras orgdnicas que son representadas
geométricamente utilizando la representacién medial axial (m-rep) de objetos geométri-
cos y a matrices simétricas positivas definidas (PD) que se obtienen a partir de Imagenes
de Resonancia Magnéticas (MRI) por tensor de difusiéon (DT). Se comparan las técnicas
clasicas de regresion que existen para este tipo de datos con la nueva metodologia de
regresion PLS y se observa un mejor desempeno de este ultimo modelo, con lo cual se
muestra que la nueva técnica tiene algunas ventajas sobre las ya existentes.

Palabras clave: Variedad Riemanniana, datos variedad-valuados, regresion sobre var-
iedades, imagen de resonancia magnética, imagen por tensor difusién, regresion PLS.
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Partial Least Squares Regression (PLS) for Manifold-Valued
Data

Raul Alberto Pérez Agamez

Colegio de Postgraduados, 2012

In this dissertation I develop the methodology of partial least squares regression (PLS)
for manifold-valued data. First, makes a review of some modern methods of nonlinear
regression, then continues with an exploration of regression methodology for manifold-
valued data and finally develops a new methodology of regression for manifold-valued
data for which is shown that in certain special situations produces better results than
traditional regression techniques that are applicable to this type of data.

Although the methodology developed is applicable to general manifolds, this is illustrated
in applications of datasets of certain organic structures that are represented geometrical-
ly using the axial medial representation (m-rep) of geometric objects and at symmetric
positive definite matrices (PD) obtained from Magnetic Resonance Imaging (MRI) diffu-
sion tensor (DT). We compared different techniques are classic regression for these data
with the new methodology and PLS regression showed a better performance This lat-
ter model, which shows that the new technique has several advantages over existing ones.

Key words: Riemannian manifold, manifold-valued data, regression on manifolds, Mag-
netic Resonance Imaging (MRI), Diffusion Tensor Imaging (DTT), PLS regression.
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Capitulo 1

Introduccion

Los recientes avances en fisica, ingenieria biomédica y ciencias de la computacion, han
generado el desarrollo de varias técnicas no invasivas, seguras y relativamente absequibles
a imagenes médicas. Estas técnicas producen imagenes de alta resolucién que le permiten
a los médicos explorar en la buiisqueda de enfermedades del ser humano. Los analisis cuida-
dosos de imagenes médicas extienden su utilidad mas alld de una simple inspeccién visual,
dando respuesta a preguntas criticas acerca de la anatomia, fisiologia y enfermedades hu-
manas.

Entre las areas de investigacién que componen el campo del analisis de imagenes médicas
estan la caracterizacién de formas anatémicas, la cual estudia la variabilidad en la forma
geométrica de los objetos que describen la imagen.

1.1. Caracterizacion de Formas Anatémica

El término caracterizacién de formas puede ser definido como la aplicaciéon de metodologias
estadisticas enfocadas a medir y describir la variabilidad sobre formas geométricas de
objetos, dicha forma puede caer dentro de un ntimero de categorias conocidas. La carac-
terizacion de formas anatémicas estudia objetos biolégicos, tales como los 6rganos del ser
humano y calcula la forma geométrica de dichos érganos a partir del analisis de imagenes
médicas.
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Una motivacién para la caracterizacién de formas anatomicas recae en el potencial que
tienen al servir como una herramienta de diagnostico. Existen diversas enfermedades de
las cuales se sabe que alteran la forma de ciertos érganos. Por ejemplo, se ha reporta-
do que la forma de los hipocampos va cambiando con el progreso de la esquizofrenia.
Al caracterizar las diferencias de formas entre hipocampos saludables (sanos) y enfer-
mos y teniendo en cuenta la variabilidad normal en la forma de los hipocampos sobre
la poblaciéon humana, puede ser posible derivar un conjunto de reglas de decision que
pueden clasificar nuevos hipocampos, tanto sanos como enfermos, en distintos instantes
de tiempo, dichas reglas pueden luego ser adicionadas a los diagndsticos iniciales de es-
quizofrenia.

Mas alla de proporcionar diagnosticos, la caracterizacién de formas también puede ofrecer
pistas importantes acerca de la naturaleza de ciertas enfermedades, determinando cuando,
donde y como es afectada la forma de los distintos 6rganos involucrados en la enfermedad.
Aunque la naturaleza de la esquizofrenia no es totalmente entendida, evidencias recientes
sugieren que la esquizofrenia afecta la forma de algunas partes de los hipocampos mas que
a otras. Si confirmamos tales evidencias, podriamos permitir a los neuro cientificos enfocar
sus investigaciones sobre las celdas contenidas en esa area particular de los hipocampos.

La caracterizacion de formas también puede sumarse al campo médico produciendo at-
las anatomicos estadisticos. En la actualidad los libros de anatomia muestran algunos
instantes tipicos de la anatomia humana al igual que algunos instantes de anormalidades
anatémicas. Los investigadores estan usando técnicas de caracterizacion de formas para
estimar la variabilidad sobre la forma de distintas partes del cuerpo humano, con el objeti-
vo de construir atlas que puedan mostrar muchas variaciones reales de la anatomia. Estos
atlas no son solamente hechos para propdsitos educacionales, sino que también propor-
cionan algoritmos de segmentacién automatica de imagenes, generando un conocimiento
inicial sobre la forma de los objetos que estéan siendo segmentados.

Para llevar a cabo un estudio de caracterizacion de forma, los investigadores seleccionan
un grupo de individuos calificados y adquieren imégenes médicas de las areas anatomi-
cas de interés. En estudios que involucran una enfermedad, se selecciona un grupo de
pacientes que han sufrido la enfermedad a lo largo del tiempo y un grupo de sujetos
de control sanos con caracteristicas similares a los pacientes. Los grupos de pacientes
son alguna veces divididos dentro de subgrupos separados por pacientes en las diferentes
etapas de la enfermedad o separados por diferentes tipos de tratamientos que se estan
llevando a cabo. La composicién de los grupos en el estudio de caracterizacién de forma,
deberian reflejar la variabilidad intra-poblacion debido a ciertas covariables tales como la
edad, el sexo, grupo étnico y otros factores. Frecuentemente es dificil y costoso encontrar
a un numero grande de individuos calificados, por lo que los métodos de caracterizacion
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de forma estan forzados a trabajar con tamanos muestrales pequenos.

La metodologia de caracterizacion de formas establece un vinculo entre los métodos
estadisticos de iméagenes médicas y los métodos estadisticos estandar. Los métodos es-
tadisticos estandar requieren que la informacion acerca de la forma sea representada por
un conjunto fijo de variables aleatorias, llamadas caracteristicas. Cada individuo en una
muestra debe ser representado por una lista de niimeros, los cuales son realizaciones de
las caracteristicas para ese individuo particular. El desafio de la caracterizacién de forma
es derivar un conjunto apropiado de caracteristicas que representen la informacion rele-
vante relacionada a la forma contenida en una colecciéon de imagenes médicas y describir
cada imagen como una lista de realizaciones de caracteristicas.

La transicion de las imagenes a las caracteristicas estd basada en areas del andlisis de
imégenes. Los algoritmos de segmentacion automatica pueden ser usados para hallar y
extraer objetos de interés sobre imagenes médicas.

Los objetos extraidos necesitan ser representados de manera tal que reflejen sus propiedades
geométricas. Por ejemplo, es comtn representar un objeto como una malla de puntos so-
bre la frontera. La estructura de la malla deberia ser la misma para todos los instantes
del objeto en la muestra y los puntos de las mallas correspondientes a diferentes instan-
cias deberfan ser colocados sobre las correspondientes ubicaciones en el objeto. Aunque
es posible usar todos los parametros que definen una representacién de objeto como
caracteristicas, tal eleccién nos lleva frecuentemente a desarrollos estadisticos pobres.
Usualmente es ventajoso desarrollar procedimientos adicionales y filtrados para derivar
caracteristicas a partir de la representacién de objetos.

Los trabajos de caracterizacién de forma hacen uso de las técnicas estadisticas estandar
tales como clasificacion y estimacién de densidades. La clasificacion es usada en aplica-
ciones que estudian los efectos de enfermedades sobre la forma anatémica y se sitia en el
centro de las aplicaciones de diagndsticos basadas en formas. La estimacion de densidades
es usada para tareas tales como la construccién de atlas y la segmentacion automatica,
donde es necesario evaluar la validez de un objeto asigndandole una puntuaciéon de densi-

dad de probabilidad.

Ambas tareas de clasificacién y estimacion de densidades consisten de 4 fases: (i) selec-
cién del modelo, (ii) el entrenamiento del modelo, (iii) pruebas del modelo y (iv) la apli-
cacion del modelo. La fase de seleccién del modelo involucra elegir un modelo estadistico
apropiado para la tarea a mano. En estimacion de densidades; la seleccion del modelo
involucra elegir una distribucion de probabilidad que pueda describir razonablemente la
variabilidad presente en los datos. En clasificacion, la seleccién del modelo significa elegir
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uno entre muchos métodos de clasificaciéon competentes. Los modelos estadisticos son
frecuentemente seleccionados empiricamente, usando algunos conocimientos heuristicos
acerca de la naturaleza del problema. Durante la fase de entrenamiento, los parametros
del modelo estadistico son entrenados usando una “muestra de entrenamiento”. En clasi-
ficacion, la muestra de entrenamiento consiste de multiples instancias de cada una de las
clases con miembros de cada clase conocida. Para estimacién de densidad, el conjunto
de entrenamiento simplemente contiene multiple instancias validas. Durante la fase de
pruebas, la calidad del modelo estadistico entrenado es evaluada, aplicando éste modelo
a otra muestra, la cual es similar a la muestra de entrenamiento, pero definitivamente es
una muestra nueva. Las pruebas pueden ser usadas no solamente para validar el modelo
estadistico, sino también para re-entrenar sus parametros. Finalmente, la etapa de apli-
cacién, involucra aplicar el modelo estadistico a nuevas instancias de datos para lo cual
no se conoce su validez ni a qué clase pertenecen.

Un conjunto bien seleccionado de caracteristicas es de importancia critica para la clasifi-
cacion y estimacion de densidad. Por ejemplo, una buena elecciéon de caracteristica puede
llevarnos a que la Distribucién Gaussiana sea apropiada para describir la variabilidad en
una muestra, mientras que una mala eleccion de caracteristicas puede llevarnos a datos
asimétricos o multimodales. En clasificacion, un buen conjunto de caracteristicas incluye
aquellas que reflejan las diferencias entre clases, mientras que excluyen las que capturan
variabilidad intra-poblacion y ruido. Un buen conjunto de caracteristicas lleva a clasifi-
cadores que se comportan bien durante las fases de pruebas y aplicaciones.



Capitulo 2

Elementos Basicos de Geometria
Diferencial

En este capitulo se hace una revision sobre las propiedades matematicas de ciertos entes
geométricos que se consideraran en esta tesis, como lo son los modelos de forma mediante
representacion medial axial, m-rep y los tensores de difusion, los cuales son elementos
de ciertas variedades curvadas de alta dimension, o mas exactamente, son elementos
de espacios simétricos Riemannianos. En este sentido es 1til pensar un punto sobre un
espacio simétrico como una transformacion a partir de un punto base fijo. Por ejemplo
al construir el espacio de tensores de difusion, el punto base es elegido como la matriz
identidad y cualquier tensor de difusion se trata como una transformacion a partir de la
matriz identidad. Los espacios de transformacién que se estan usando se conocen como
Grupos de Lie, los cuales son asimismo variedades suaves. La utilidad de estudiar estos
Grupos de Lie de transformaciones de espacios simétricos es debido a que ellos tienden
a ser algebraicos en naturaleza y por lo tanto ciertos calculos sobre espacios simétricos,
tales como distancias y trayectoria mas cortas entre dos puntos, tienen frecuentemente
soluciones cerradas. Estos mismos calculos pueden requerir de la solucion de ecuaciones
diferenciales complejas si la variedad considerada no es un espacio simétrico. Debido a
que la distancia y trayectoria mas corta entre dos puntos son esenciales en la definicién
de ciertas estadisticas para variedades, los espacios simétricos son particularmente ttiles
para hacer analisis estadistico.

Muchos objetos geométricos son representables como Grupos de Lie (es decir, como es-
pacios simétricos). Las transformaciones de espacios euclideanos tales como traslaciones,
rotaciones, escalamientos y transformaciones afines aparecen como elementos de Gru-
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pos de Lie. Las primitivas geométricas tales como vectores unitarios, planos orientados
y matrices simétricas positivas definidas (PD), pueden ser vistas como puntos sobre es-
pacios simétricos. Aqui se hace una revisién de la teoria matematica basica de Grupos
de Lie y espacios simétricos. El estudio de tales espacios requiere inicialmente de algin
conocimiento sobre topologia basica y teoria de variedades, lo cudl tratard en las sec-
ciones que siguen. Los distintos espacios descritos en este capitulo son todos, de una u
otra forma, generalizaciones del espacio euclideo R". El espacio euclideo es un espacio
topoldgico, como variedad Riemanniana es un Grupo de Lie y un espacio simétrico.

2.1. Conceptos basicos de Topologia

El estudio de un espacio topologico surgié de la necesidad de generalizar la nocion de
continuidad en espacios euclideos a espacios mas generales. La topologia es fundamental
para construir la teoria de espacios de variedades y funciones. En esta seccién se revisan
los conceptos basicos necesarios para el estudio de variedades diferenciales. Para ver mas
al respecto puede ir a cualquier libro basico de topologia, como por ejemplo, Munkres
1975.

2.1.1. Elementos Basicos de topologia

Recuerde que la continuidad de una funcién sobre los reales es formulada en términos
de intervalos abiertos, es decir, mediante la definiciéon € — ¢ usual. Una topologia define
cuales subconjuntos de un conjunto abierto X son abiertos, en la misma forma que un
intervalo es abierto. Como se vera al final de esta subseccion, los conjuntos abiertos en
R™ son construidos como uniones de bolas abiertas de la forma, B(x,r) = {y € R”
|z — y|| < r}. Para un conjunto general X, este concepto de conjuntos abiertos puede
ser formalizado mediante el siguiente conjunto de axiomas.

Definicién 2.1. Una Topologia sobre un conjunto abierto X es una coleccion 7 de
subconjuntos de X, tales que cumple las siguientes condiciones:

1. El vacio ® y X estan en T.
2. La unién de una coleccion arbitraria de elementos de 7 también estd en T .

3. La interseccion de una coleccién finita de elementos de 7 también estd en 7.
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A la pareja (X, T) se le llama un Espacio topoldgico. Los elementos de T se llaman
conjuntos abiertos.

Ejemplo 2.1. Dado un conjunto X, se define la topologia trivial de X, como T =

{X, ¢}

Ejemplo 2.2. Dado un conjunto X, se define la topologia discreta de X, como T =
P(X), es decir el conjunto de partes de X o coleccién de todos los subconjuntos de X.

Ejemplo 2.3. Dado el conjunto X = R, se define la topologia usual 7T de R, como la
coleccion de todos los conjuntos que son intervalos abiertos o uniones arbitrarias de ellos.
De manera similar se define la topologia usual 7 de R? como la coleccién de todos los
rectangulos abiertos o uniones arbitrarias de ellos.

Definicién 2.2. Sea (X, T) un espacio topolégico. Un conjunto C' C X es un conjunto
cerrado si su complemento es abierto, es decir, si X —C = {x € X : = ¢ C} es abierto.

Pueden haber conjuntos abiertos y cerrados al mismo tiempo y conjuntos que no son ni
abiertos ni cerrados. Los conjuntos ® y X son ambos abiertos y cerrados.

Definicién 2.3. Sea (X, T) un espacio topolégico. Una vecindad abierta de z € X es
un abierto U tal que x € U.

Definicién 2.4. Dado un espacio topoldgico (X, T). Una base topoldgica es un con-
junto B C T tal que todo abierto (no vacié) U € T se puede expresar como una unién
de elementos de B.

2.1.2. Espacio Métrico

La topologia sobre R" es definida completamente mediante la distancia euclidea entre
puntos. Este método para definir una topologia puede ser generalizado a cualquier espacio
en donde una distancia es definida.

Definicién 2.5. Un Espacio Métrico es un conjunto X con una funciond : X xX — R
que cumple lo siguiente:

1. d(z,y) >0y d(z,y) =0siysélosiz=uy.

2. d(z,y) = d(y, x).
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3. d(z,y) +d(y, z) > d(z, 2).

A la funcién d anterior se llama una métrica o funcion distancia sobre X y a al par
(X, d) espacio métrico.

Usando la funcién distancia de un espacio métrico, una base para una topologia sobre X
puede ser definida como la coleccién de bolas abiertas B(x,r) = {y € X : d(z,y) < r}
para todo x € X,r € R. Una propiedad importante de los espacios métricos en la revision
de la teoria de variedades es la que sigue.

Definicién 2.6. Una métrica d sobre un conjunto X se llama completa si cualquier
sucesién de Cauchy converge en X. Una sucesién de Cauchy es una sucesion zq, xo, ... €
X tales que para todo € > 0 existe un entero N talque d(z;,z;) < € para todo i,j > N.

2.1.3. Continuidad

Como se mencioné inicialmente, la topologia se desarrollé con el deseo de generalizar la
nociéon de continuidad de mapeos o aplicaciones de espacios euclideos. La generalizacién
se hace como sigue.

Definicién 2.7. Sean X y Y espacios topolégicos. Un mapeo f : X — Y es continuo
si para cada conjunto abierto U C Y, el conjunto f~!(U) es abierto en X.

Es facil verificar que para un mapeo f : R% — R", la anterior definicién es equivalente
a la definicién €, 0 estandar.

Definicién 2.8. Sean X y Y espacios topologicos. Un mapeo f : X — Y es un
homeomorfismo si es biyectivo y tanto f como f~! son continuas. En este caso se dice
que X y Y son homeomorficos.

Cuando X y Y son homeomorficos, hay una correspondencia biyectiva tanto entre puntos
como entre conjuntos abiertos de X y Y. Por lo tanto, como espacios topologicos X y
Y son indistinguibles, lo que significa que cualquier propiedad o teorema que sea cierto
para el espacio X basado unicamente en la topologia de X también es cierto para Y.
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2.1.4. Algunas propiedades de Espacios Topolégicos

Definicién 2.9. Un espacio topolégico X se dice que es Hausdorff, si para cualesquiera
dos puntos distintos x,y € X existen conjuntos abiertos disjuntos U y V con x € U y
yeV.

Notar que cualquier espacio métrico es un espacio de Hausdorff. Dados dos puntos cua-
lesquiera z,y en un espacio métrico X, se tiene que d(x,y) > 0. Luego las dos bolas
abiertas B(z,r) y B(y,r), donde r = 2d(x,y), son conjuntos disjuntos abiertos que con-
tienen a x y a y respectivamente. Sin embargo, no todos los espacios topolégicos son de
Hausdorft. Por ejemplo, al tomar cualquier conjunto X con mas de un punto y dotarlo
de la topologia trivial, se tiene que ® y X son los tinicos conjuntos abiertos.

Definicién 2.10. Sea X un espacio topoldgico. Una coleccion de subconjuntos abiertos
O de X se dice que es un cubrimiento abierto, si X = UycoU. Un espacio topolégico
X se dice que es compacto, si para cualquier cubrimiento abierto O de X existe una
subcoleccion finita de conjuntos de O que cubre a X.

En el teorema de Heine-Borel, ( Rudin 1976 ), se dan criterios intuitivos para que un
subconjunto de R" sea compacto. Este teorema dice que cualquier subconjunto cerrado y
acotado de R™ es compacto. De donde por ejemplo, una bola cerrada B(x, ) es compacta,
como lo es la esfera unitaria S"' = {z € R” : ||z| = 1}. La esfera, como espacio
euclideo, es un ejemplo importante en lo que sigue, ya que es un ejemplo simple de
espacio simétrico y ademas es parte integral de la representaciéon medial de objetos que
se usara en esta tesis.

Definicién 2.11. Una separacién de un espacio topoldgico X es un par de conjuntos
disjuntos U, V' tales que X = U U V. Si no existe ninguna separacién de X se dice que es
conectado.

2.2. Variedades Diferenciales

Las variedades diferenciables son espacios que localmente se comportan como espacios
euclideos. En la mayoria de ellas al igual que en los espacios topoldgicos, es natural hablar
de continuidad. Las variedades diferenciales son un entorno natural para el calculo. No-
ciones tales como diferenciacion, integracion, campos vectoriales y ecuaciones diferen-
ciales tienen sentido sobre variedades diferenciables. Ahora se dard una revisién basica
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de los resultados que se necesitaran mas adelante. Para una visiéon méas general de  ge-
ometria diferencial pueden ver, Spivak 1999, Milnor 1997, Helgason 1978, Auslander and
MacKenzie 1977.

2.2.1. Variedades Topolégicas

Una variedad es un espacio topolégico que es localmente equivalente a un espacio eu-
clideano.

Definicién 2.12. Una variedad topoldgica es un espacio topolégico Hausdorff M con
una base contable tal que para cada p € M existe una vecindad U de p que es homeomorfo
a R™ para algtin entero n. Es decir, existe un homeomorfismo x : U — © C R", para

un abierto © de R™.

En cada punto p € M la dimensién n de R™ en la definicién anterior, es tinica. Si el
entero n es el mismo para cualquier punto en M, entonces M se llama una variedad
n-dimensional. El ejemplo mas simple de una variedad es R", ya que es trivialmente
homeomorfo a si mismo. De la misma forma, cualquier conjunto abierto de R™ también
es una variedad.

2.2.2. Estructura Diferenciable sobre una Variedad

Lo que sigue en el desarrollo de la teoria de variedades es definir la nocién de diferenciacion
de mapeos en variedades. La diferenciacién de mapeos en espacios euclideos es definida
como una propiedad local. Aunque una variedad es localmente homeomérfica a un espacio
euclideo, se requiere de mas estructuras para hacer posible la diferenciacién. Primero,
recordemos que una funcién sobre un espacio euclideo f : R"™ — R es suave o C*®
si existen todas sus derivadas parciales. Un mapeo o aplicaciéon de espacios euclideos
f : R™ — R" se puede pensar como una n-tupla de funciones real-valuadas sobre R,
es decir, f = (f1, f%,..., f") y [ es suave si cada una de las f* lo es.

Dado dos vecindades U y V' en una variedad M, se dice que dos homeomorfismos x
U—R'yy : V — R"estdn C™-relacionados si el mapa zoy™! : y(UNV) — z(UNV)
es C*=.

A la pareja (z,U) se le llama un entorno coordenado de p ( o sistema de coorde-
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nadas locales alrededor de p) y se puede considerar como la asignacién de un conjunto
de coordenadas a los puntos en la vecindad U de p, ver figura 2.1. Es decir, a cualquier
punto p € U le son asignadas las coordenadas x'(p), z?(p), ..., z"(p). Como se verd méas
adelante, los entornos coordenados son importantes para escribir expresiones locales para
derivadas, vectores tangentes y métricas Riemannianas sobre una variedad. Una colec-
ciéon de entornos coordenados cuyo dominio cubre a M se le llama un atlas, es decir,
A={(z4,U,) : a €I} esun atlas si M = Uy U,.

\
A
P o

A AN
| 8
\
AN /

\ 4

Figura 2.1: Grafico de coordenadas locales en R?

Definicién 2.13. Un atlas A sobre una variedad M se dice que es maximal si para
cualquier otro atlas A" sobre M, cualquier entorno de coordenadas locales (x,U) € A
también es miembro de A, es decir, A contiene a A’

Definicién 2.14. Una estructura suave sobre una variedad M es un atlas maximal A
sobre M.

La variedad M en conjunto con dicho atlas se denomina una variedad suave.

Teorema 2.1. Dada una variedad M con un atlas A, existe un tnico atlas A’ tal que

Ac A.

Ejemplo 2.4. Considere la esfera unitaria S? como un subconjunto de R3. El hemisferio
superior U = {(z,y,2) € 5% : z > 0} es una vecindad abierta de S%. Ahora, se considera

11
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el homeomorfismo

¢ ST —R?
('I‘7y’ 2) —> ¢(x7y7 Z) = (l.? y)'

Este homeomorfismo origina un entorno de coordenadas locales (¢, U).

Entornos de coordenadas similares se pueden producir para el hemisferio inferior y para
los hemisferios sobre las dimensiones x y y. Se puede verificar que dichos entornos estan
C>-relacionados y que cubren a S?. Por lo tanto, estos atlas forman un atlas sobre S? y
por el teorema anterior existe un tnico atlas maximal que contiene a estos atlas y hacen
de S? una variedad suave.

Ahora, se considera la funcién f : M — R sobre una variedad suave M. Esta funcién se
dice que es una funcién suave si para cualquier entorno de coordenadas locales (x,U)
sobre M, la funcién fox™' : U — R es suave.

Maés generalmente, un mapeo f : M — N de variedades suaves se dice que es un mapeo
suave, si para cada entorno de coordenadas locales (x,U) sobre M y cada entorno de
coordenadas locales (y, V') sobre N, el mapeo

yofoz~! : x(U) CR" = y(V) CR"

es una mapeo suave. Notar que el mapeo de variedades fue convertido localmente a un
mapeo de espacios euclideos, en donde la diferenciabilidad es facilmente definida, ver
figura 2.2.

Como en el caso de espacios topoldgicos, existe el deseo de saber cuando dos variedades
suaves son equivalentes, lo que quiere decir que ellas son homeomorfas como espacios
topoldgicos y también que tienen estructuras suaves equivalentes.

Teorema 2.2. Dadas dos variedades suaves M y N, una mapeo biyectivo f : M — N
se llama un difeomorfismo si tanto f como f~! son mapeos suaves. En este caso se dice
que M y N son difeomorfas.

2.2.3. Espacio Tangente

Dada una variedad M C R?, es posible asociar un subespacio lineal de R? a cada punto
p € M, llamado el espacio tangente en p. El espacio tangente a M en p se denota

12
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(U / L y(V)@

Figura 2.2: Mapeo diferenciable entre variedades

por T, M y puede ser considerado intuitivamente como el subespacio lineal que mejor se
aproxima a M en una vecindad del punto p. Los vectores en el espacio tangente se llaman
vectores vectores tangentes en p, ver figura 2.3.

Los vectores tangentes se pueden considerar como derivadas direccionales. Considere una
curva suave 7 : (—e,e) — M, con v(0) = p. Entonces dada cualquier funcién suave
f + M — R, la composicién foy : (—€€) — R, es una funcién suave y existe la
siguiente derivada:

d
—(fov)(0).
Esto conduce a una relaciéon de equivalencia ~ entre las curvas suaves que pasan por p

ent =0, es decir, C, = {y : (—€,e) = M : €, > 0,7(0) = p,7v es diferenciable}, a
saber, si 1 v 72 son dos curvas suaves que pasan a través del punto p en t = 0, entonces

71 ~ 72, sipara algin entorno de coordenadas (z,U) = ((z*, 2%, ...,2"),U) dep

se cumple que,

d d

—(fo 0)=—(fo 0),
es decir, las curvas son equivalentes si los vectores tangentes en R™ de ambas curvas vistas
en coordenadas locales coinciden, para cualquiera funcion suave f : M — R, ver figura

2.4. Notar que fovy1(0) = f(71(0)) = f(72(0)) = fo7v2(0) = p. Ahora un vector tangente

13
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T,M

Figura 2.3: Espacio tangente a M en p

se define como una de estas clases de equivalencias de curvas.

Se puede mostrar, ver Auslander and MacKenzie 1977, que estas clases de equivalencia
forman un espacio vectorial, a saber, el espacio tangente 7),M, el cual tiene la misma
dimensién que M. Dado un sistema de coordenadas locales (x,U) que contiene a p, una
base para el espacio tangente T, M esta dada por los operadores derivadas parciales 9/9x,
las cuales son los vectores tangentes asociados con las curvas coordenadas de .

Ejemplo 2.5. Nuevamente, se considera la esfera S? como un subconjunto de R3. El
espacio tangente en un punto p € S? es el conjunto de todos los vectores en R? que son
perpendiculares a p, es decir, 7,5% = {v € R? : (v,p) = 0}. Este espacio es en realidad
un espacio vectorial bi-dimensional, el cual es el espacio de todos los vectores tangentes
en el punto p para curvas suaves a lo largo de la esfera y que pasan a través del punto p.

Un campo vectorial sobre una variedad M es una funcién que asigna de manera suave
a cada punto p € M un vector tangente X, € T,M. Este mapeo es suave en el sentido
de que las componentes de los vectores pueden ser escritas como funciones suaves en
cualquier sistema de coordenadas locales. Es decir, un campo vectorial es una aplicaciéon
X : M —TM,tal que, ro X = Idy, endonde, 7 : TM — M, X, = n(X,) =p, es
la proyeccién canénica y T'M = UpenT,M: es la variedad tangente de M.

Un campo vectorial se puede ver como un operador X : C*(M) — C*°(M), el cual
mapea una funcién suave f € C*°(M) a una funcién suave Xf : M — M tal que,

14



2.3. Geometria Riemanniana

Figura 2.4: Vectores tangentes a M en P

p — X, f, en otras palabras, la derivada direccional es aplicada en cada punto sobre M,
con C®(M)={f : M —R : f esdiferenciable o suave}.

Para dos variedades M y N, un mapeo suave ¢ : M — N induce un mapeo lineal de

los espacios tangentes
¢* : TpM —>T¢(p)M,

dicho mapeo es llamado la diferencial de ¢ en p. Esta diferencial esta dada por ¢, (X,) f =
X,(f o ¢), para cualquier X, € T,M y para cualquier funcién suave f € C*(M). Un
mapeo suave de variedades no siempre induce a un mapeo de campos vectoriales (por
ejemplo, cuando el mapa no es sobre). Sin embargo, un concepto relacionado esta dado
en la definicién que sigue.

Definicién 2.15. Dado un mapeo de variedades suaves ¢ : M — N, se dice que un
campo vectorial X sobre M y un campo vectorial Y sobre N estan ¢—relacionados, si
(X (p)) = Y(q) es cierto para cada ¢ € N y para cada p € ¢~ *(q).

2.3. Geometria Riemanniana

Como se mencioné inicialmente, la idea de distancias sobre una variedad es importante en
la definicién de estadisticas sobre variedades. La nocién de distancia sobre una variedad
cae en el ambito de la geometria Riemanniana, la cual se relaciona con la teoria de
variedades suaves. En esta seccion se revisan algunos conceptos necesarios para lo que

15



2.3. Geometria Riemanniana

sigue. Para ver mas sobre geometria Riemanniana pueden revisar Boothby 1986, Spivak
1999 y Lee 1997.

Recordemos la definicion de longitud de un curva suave sobre un espacio euclideano. Sea
v+ [a,b] — R? un segmento de curva suave. Entonces en cualquier punto ¢y € [a, b],
la derivada de la curva 7' (ty) da la velocidad de la curva al tiempo #,. La longitud del
segmento de curva 7y estd dada por la integral de la velocidad de la curva, es decir,

b
Liy) = / I (8]l dt.

Esta definicion de longitud requiere la habilidad de tomar la norma de los vectores tan-
gentes. En el entorno de variedades, esto es tratado por la definicion de una métrica
Riemanniana.

2.3.1. Meétrica Riemanniana

Definicién 2.16. Una métrica Riemanniana sobre una variedad M es una funcién
que asigna suavemente a cada punto p € M un producto interno (. , .) sobre el espacio
tangente 7M. Una variedad Riemanniana es una variedad suave equipada con una
métrica Riemanniana.

Ahora la norma de un vector tangente v € T,M se define como |v]| = (v, v)z. Dada
las coordenadas locales z', 22, ..., 2" sobre una vecindad de p, los vectores coordenados
v' = 0/0x" en p, forman una base para el espacio tangente 7, M. La métrica Riemanniana
se puede expresar en esta base como una matriz n x n denotada por g, llamada el tensor
métrico, cuyas entradas estan dadas por

Gij = (vi , vj>.

Las g;; son funciones suaves de las coordenadas z', 2%, ... 2™

Dado un segmento de curva suave v : [a,b] — M, la longitud de v se puede definir de
forma similar al caso euclideano como sigue

b
o) = [ ol (2.)
en donde ahora el vector tangente 4 () es un vector sobre Ty»yM y la norma esta dada
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por la métrica Riemanniana en ~(t).

Dada una variedad M y una variedad N con métrica Riemanniana (. , .), un mapeo
¢ : M — N induce una métrica ¢,(. , .) sobre M definida por:

¢*<Xp ) Y;?> = <¢*(Xp) ) Cb*(Xp))-

Esta métrica se llama la métrica pull-back inducida por ¢, ya que ésta mapea la métrica
en la direccion opuesta del mapa ¢.

2.3.2. Geodésica

Sobre espacios euclideos la trayectoria mas corta entre dos puntos es una linea recta y
la distancia entre los puntos es medida como la longitud de ese segmento de linea recta.
Esta nocién de trayectoria més corta puede ser extendida a variedades Riemanniana
considerando el problema de hallar el segmento de curva suave mas corta entre dos puntos
sobre la variedad. Sivy : [a,b] — M es una curva suave sobre la variedad Riemanniana M
con puntos finales y(a) = x y v(b) = y, una variacién de v que mantiene los puntos
finales fijos es una familia o de curvas suaves

a : (—e€) xa, b = M,

tal que

2. a(sg) : t+— s, t), es un segmento de curva suave para so € (—¢€, €),

3. a(s,a) =xy a(s,b) =y para todo s € (—¢,€).
Ahora la trayectoria suave més corta entre los puntos x,y € M puede ser vista como
hallar un punto critico para la funcién longitud de la ecuacion 2.1, donde la longitud de &

es considerada como una funcién de s. La trayectoria v = @(0) es una trayectoria critica
para L si
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Resulta més facil trabajar con la trayectoria critica del funcional energia, el cual esta
dado por

b
E(y) = / I (0)]%dt.

Se puede demostrar, ver Spivak 1999, que una trayectoria critica para £ también es critica
para L. Reciprocamente, una trayectoria critica para L, una vez parametrizada de forma
proporcional a la longitud de arco, es una trayectoria critica para E. Luego, al asumir
curvas que estan parametrizadas proporcional a la longitud de arco, no hay diferencia
entre curvas con longitud minima y aquellas con minima energia. Una trayectoria critica
del funcional E se llama una geodésica.

Dado un gréafico (x,U), una curva geodésica v C U se puede escribir en coordenadas lo-
cales como (t) = (v'(¢),7%(t),...,7"(t)). Usando algtin sistema de coordenadas locales,
~ cumple la siguiente ecuacion diferencial, ver Spivak 1999:

d2~k n dry' dvy?

ij=1
Los simbolos Ffj se llaman los simbolos de Christoffel y se definen como sigue:

RS g | Ogu  0gij
ko - ki i L _ 99
U2 Zg (8.751 o Tt )

=1

en donde, g¥ denota las entradas de la matriz inversa ¢g~' de la métrica Riemanniana.

Ejemplo 2.6. Sobre el espacio euclideo R", la métrica Riemanniana esta dada por la
matriz identidad en cada punto p € R™. Debido a que la métrica es constante, los simbolos
de Christoffel son cero, por lo tanto la ecuacién geodésica en 2.2 se reduce a

d2 'Yk
dt?

=0.

Las tnicas soluciones de esta ecuacién son lineas rectas, por lo tanto las geodésicas sobre
R™ deben ser lineas rectas.

Dados dos puntos sobre una variedad Riemanniana, no hay garantia de que exista una
geodésica entre ellos. También pueden existir multiples geodésicas uniendo los puntos, es
decir, no existe garantia de que la geodésica sea unica. Ademas, una geodésica no tiene
que ser un minimo global de la longitud funcional, es decir, pueden existir geodésicas de
diferentes longitudes entre los mismos dos puntos.

18



2.3. Geometria Riemanniana

Ejemplo 2.7. Considere el plano con el origen removido, R? — {0}, con la misma métrica
como en R?. La geodésicas aun estdn dadas por lineas rectas. No existe una geodésica
entre los puntos (1,0) y (—1,0).

Ejemplo 2.8. Las geodésicas sobre la esfera S? estdn dadas por los circulos mayores,
es decir, circulos sobre la esfera con didmetro maximo. Existen un numero infinito de
geodésicas de igual longitud entre los polos norte y sur, es decir, los meridianos. Ademas,
dados dos puntos cualesquiera sobre S? que no son puntos antipodales, existe un tinico
circulo mayor entre ellos. El circulo mayor es separado por dos segmentos geodésicos
entre los dos puntos. Uno de estos segmentos geodésicos es mas grande que el otro.

La idea de minimo global de la longitud, nos lleva a la definicion de una distancia
métricad : M x M — R (no se puede confundir con la métrica Riemanniana). Esta
distancia métrica se define como sigue:

d(p,q) = Inf{L(y) : = es una curva suave entre p y q}.

Si existe una geodésica entre los puntos p y ¢ que cumple esta distancia, es decir, si L(7y) =
d(p,q), entonces a vy se le llama una geodésica minimal. Las geodésicas minimales
existen bajo ciertas condiciones.

Definicién 2.17. Una variedad Riemanniana M se dice que es completa si cualquier
segmento geodésico v : [a,b] — M se puede extender a una geodésica desde los reales
Ra M.

Teorema 2.3. (Hopf-Rinow). Si M es una variedad Riemanniana completa y conec-
tada, entonces la distancia métrica d(. , .) inducida sobre M es completa. Ademds, entre
cualesquiera dos puntos sobre M existe una geodésica minimal.

Ejemplo 2.9. Tanto el espacio euclideano R" y la esfera S? son completa. Una linea
recta sobre R" puede extenderse en ambas direcciones indefinidamente. También, un
circulo mayor sobre S? se extiende indefinidamente en ambas direcciones (aunque estas
se traslapan sobre si mismo). Como se garantiza por el teorema de Hopf-Ronow, existe una
geodésica minimal entre cualesquiera dos puntos sobre R", es decir, el tinico segmento de
linea recta entre los puntos. También entre cualesquiera dos puntos sobre la esfera existe
una unica geodésica minimal, a saber, el mas corto de los dos segmentos del circulo mayor
entre los dos puntos. De hecho, para puntos antipodales sobre S? la geodésica minimal
no es unica.

o . o e e / ’ . . .
Dadas las condiciones iniciales v(0) = p y v (0) = v, la teorfa de ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden garantiza la existencia de una tnica solucién a la ecuacion
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2.3. Geometria Riemanniana

de la definicién de v en 2.2, al menos localmente. Asi, existe una unica geodésica vy con
7(0) = p y 7'(0) = v definida en algiin intervalo (—¢, €). Cuando la geodésica v existe en
el intervalo [0, 1], el mapa exponencial Riemanniano en el punto p, ver figura 2.2, se

define como sigue:
Exp, : T,M — M

v — Exp,(v) =(1).

T,M

Figura 2.5: Mapa exponencial Riemanniano

Si M es una variedad completa, el mapa exponencial Riemanniano esta definido para
todos los vectores v € T),M.

Teorema 2.4. Dada una variedad Riemanniana M y un punto p € M, el mapa Exp, M
es un difeomorfismo sobre alguna vecindad U C T),M que contiene al cero.

Este teorema implica que el Exp, tiene una inversa definida por lo menos sobre una
vecindad Exp,(U) de p, donde U es lo mismo que en el teorema 2.4. A esta inversa se le
llama el mapa logaritmico Riemanniano y es definido por

Log,(U) : Exp,(U) € M — T,M

X — Log,(X) = v.
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Definicién 2.18. Una isometria es un difeomorfismo ¢ : M — N de variedades
Riemannianas que preserva la métrica Riemanniana. Es decir, si (., )y (., .)n son
las métricas para M y N, respectivamente, entonces ¢, (. , )y = (., ).

De la definicién anterior se sigue que una isometria preserva longitudes de curvas. Es
decir que, si ¢ es una curva suave sobre M, entonces la curva ¢ o ¢ es una curva de la
misma longitud sobre N. Ademads, la imagen de una geodésica bajo una isometria es
nuevamente una geodésica.

2.4. Grupos de Lie

El conjunto de todas las posibles traslaciones del espacio euclideo R™ es nuevamente el
espacio R"™. Un punto p € R" es transformado por el vector v € R", mediante la suma de
los vectores p + v. Esta transformacion tiene una tnica transformacién inversa, llamada
traslacion por el vector negativo, -v. La operacion de traslacion es un mapeo suave del
espacio R™. La composicién de las dos traslacién (es decir, suma en R™) y una traslacién
invertida (es decir, el negativo en R") también es un mapeo suave. Un conjunto de
transformaciones con estas propiedades, es decir, una variedad suave con operaciones de
grupo suaves, se conoce como un grupo de Lie. Muchas otras transformaciones de interés
de espacios euclideos también son grupos de Lie, incluyendo las rotaciones, reflexiones
y magnificaciones. Sin embargo, los grupos de Lie aparecen mas generalmente como
transformaciones suaves de variedades. Ahora se hace un breve introduccién sobre grupos
de Lie. Més acerca del tema se puede encontrar en: Boothby 1986, Duistermaat and Kolk
2000, Hall 2003, Helgason 1978, Kawakubo 1991 y Spivak 1999, entre otros. Se asume
que el lector conoce las base de teoria de grupos de Lie, puede ver méas a cerca de esto
en Herstein 1975.

Definicién 2.19. Un grupo es un conjunto G con una operacién arbitraria, denotada
aqui por %, tal que:

1. (xxy)*xz=2ax*(yx*z), para todo z,y,z € G,

2. Existe un elemento identidad, e € G, que cumple z x e = e x x = x para todo
r €@,
3. Cada z € G tiene un inverso, x=! € G, que cumple zxz ' =2 ' xz =e.

Como se menciond al inicio de esta seccion, un grupo de Lie le da la estructura de variedad
suave a un grupo.
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2.4. Grupos de Lie

Definicién 2.20. Un grupo de Lie G, es una variedad suave que también forma un
grupo, donde las dos operaciones de grupo multiplicacion e inversa son mapeos suaves
de variedades.

Es decir,
Multiplicacion : G x G — G

(r,y) — xxy.

Inversa : G — G
-1
r—x .
son mapeos suaves de variedades.

Ejemplo 2.10. El espacio de todas las matrices no-singulares n x n forma un grupo de
Lie llamado grupo de Lie general y se denota por GL(n). La operacién de grupo es la
multiplicacién de matrices y GL(n) puede ser dotado de una estructura de variedad suave
como un subconjunto abierto de R™. Las ecuaciones para la multiplicacién de matrices
e inversa son operaciones suaves sobre las entradas de las matrices. Por lo tanto, GL(n)
satisface los requerimientos de un grupo de Lie segin la definicién (2.19). Un grupo de
matrices es cualquier subgrupo cerrado de GL(n).

Los grupos de matrices heredan la estructura de suavidad del grupo GL(n) como un
subconjunto de R y por lo tanto también son grupos de Lie. Para ver més acerca de la
teoria de grupo de matrices, consultar a Curtis 1984 y Hall 2003.

Ejemplo 2.11. Las matrices de rotacién n x n, forman un subgrupo cerrado de matrices
del grupo GL(n) y por lo tanto forman un grupo de Lie. Este grupo se llama el grupo
ortogonal especial y se define como

SO(n)={ReGL(n) : R"TR=1, y det(R) =1}.

Este espacio es un subconjunto acotado y cerrado de R”Q, por lo tanto es compacto por
el teorema de Heine-Borel.

Dado un punto y sobre un grupo de Lie G, es posible definir los siguientes dos difeomor-
fismos:
Multiplicacion por la Izquierda G — G, x+— yx

Multiplicacion por la Derecha G — G, x — xy.
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2.4. Grupos de Lie

Un campo vectorial X sobre un grupo de Lie G, se llama invariante izquierda si dicho
campo es invariante bajo la multiplicacién por la izquierda, es decir, L, X = X para
cualquier y € G. Los campos vectoriales invariante derecha son definidos de manera
similar. Un campo vectorial invariante izquierda (o invariante a derecha) es inicamente
definido mediante sus valores sobre el espacio tangente en la identidad, es en T.G.

Recordemos que los campos vectoriales sobre G pueden ser vistos como operadores sobre
el espacio de funciones suaves, C*°(G) = {f : G — R : f es suave o diferenciable}. Por
lo tanto dos campos vectoriales X y Y pueden ser compuestos para formar otro operador
XY sobre C*(G). Sin embargo, el operador XY no es necesariamente un campo vectorial.
Sin embargo, el operador XY — Y X si es un campo vectorial sobre G. Esto nos lleva a la
definicién del corchete de Lie de los campos vectoriales X y Y sobre GG, definido como

[X,Y]= XY - YX. (2.3)

Definicién 2.21. Una algebra de Lie es un espacio vectorial V' equipado con un pro-
ducto bilineal [. , .] : V x V — V llamado un corchete de Lie, que cumple

L. [X7Y] :—[Y,X],
2. [[X,Y].Z]+ Y. Z], X]|+ [[Z,X],Y] =0, para todo X, Y, Z € V.

El espacio tangente de un grupo de Lie G, que se denota por g, forma una algebra de Lie.
El corchete de Lie sobre g es inducido mediante el corchete de Lie sobre el correspondiente
campo vectorial invariante a izquierda. Si X, Y son dos vectores en g, entonces sean X , Y
los tinicos campos vectoriales invariante a izquierda correspondientes sobre G, entonces
el corchete de Lie sobre g esta dado por

(X, Y] = [X,Y](e).

El corchete de Lie proporciona una prueba para saber si el grupo de Lie G es conmutativo.
Un grupo de Lie GG es conmutativo si y sélo si el corchete de Lie sobre la correspondientes
algebra de Lie g es cero, es decir, si [X,Y] = 0 para todo X,Y € g.

Ejemplo 2.12. El algebra de Lie para el espacio euclideo R™ es nuevamente R". El
corchete de Lie es cero, es decir, [X, Y] = 0 para todo X,Y € R". En realidad el corchete
de Lie para el algebra de Lie de cualquier grupo de Lie conmutativo es siempre cero.

Ejemplo 2.13. El algebra de Lie para GL(n) es gl(n), el espacio de todas las matrices
reales n X n. La operacién corchete de Lie para X, Y € gl(n), estd dada por:

[X,Y]=XY - YX.
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2.4. Grupos de Lie

Aqui el producto XY denota la multiplicacién real de matrices, el cual resulta ser lo
mismo que la composicién de los operadores de campos vectoriales, (comparar con (2.3)).
Todas las édlgebras de Lie correspondiente a grupos de matrices son sub-algebras de gl(n).

Ejemplo 2.14. El dlgebra de Lie para el grupo de rotaciones SO(n) es so(n), el espacio
de matrices cuasi-simétricas. Una matriz es cuasi-simétrica si A = —AT.

Teorema 2.5. Un producto directo G; x G5 X ... x G, de grupos de Lie también es
grupo de Lie.

2.4.1. Mapa Exponencial y Logaritmico de Grupos de Lie

Definicién 2.22. Un mapeo de grupos de Lie ¢ : G; — G4 se llama un homeomorfismo
de grupos de Lie, si es un mapeo suave y un homeomorfismo de grupos, es decir, ¢(e;) = e
cuando eg, e son los respectivos elementos identidad de Gy y Go y ¢(gh) = ¢(g)o(h),
para todo g, h € G.

La imagen de un homomorfismo de grupos de Lie A : R — G, se llama un subgrupo
uni-paramétrico. Un subgrupo uni-paramétrico es al mismo tiempo una curva suave y
un subgrupo de GG. Esto no significa, sin embargo, que cualquier subgrupo uni-paramétrico
es un subgrupo de Lie de G (puede fallar el hecho de ser una sub-variedad inmersa de
G, lo cual es requisito para ser un subgrupo de Lie de G). Existe una correspondencia
biyectiva entre el algebra de Lie y los subgrupos uni-paramétricos.

Teorema 2.6. Sea g el algebra de Lie de un grupo de Lie G. Dado cualquier vector X € g,
existe un tinico homeomorfismo de grupos de Lie hx : R — G, tal que h'y(0) = X.

El mapa exponencial de grupos de Lie, exp : g — G (no confundir con el mapa
exponencial Riemanniano) se define como sigue

exp(X) = hx(1).

Ejemplo 2.15. Para el grupo de Lie R"”, el iinico homeomorfismo de grupos de Lie,
hx : R — R", de acuerdo al teorema (6), estd dado por: hx(t) = tX. Por lo tanto los
subgrupos uni-paramétricos estan dados por lineas rectas a través del origen. El mapa
exponencial de grupos de Lie es la identidad. En este caso el mapa exponencial grupo de
Lie es el mismo que el mapa exponencial Riemanniano en el origen. Pero esto, no siempre
es el caso.
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2.4. Grupos de Lie

Para el grupo de matrices, el mapa exponencial de grupo de Lie de una matriz X € gl(n)
se calcula mediante la féormula

= Ly
exp(X) =) X (2.4)
k=0

Dicha serie converge absolutamente para todo X € gl(n).

Ejemplo 2.16. Para el grupo de Lie de rotaciones 3D, SO(3), el mapa matriz exponencial
toma una forma simple. Para una matriz X € so0(3), la siguiente identidad es cierta:

1
X3=-0X, donde 6= itr(XTX).

Sustituyendo esta identidad dentro de la serie infinita (2.4), el mapa exponencial para
50(3) se puede reducir a

exp(X) = I si 0=0
PR Z sy 4 lmcoslx2 i g e (0,7).

El mapa logaritmico de grupos de Lie para una matriz rotacion R € SO(3), estd dado
por

I si =0
log(Ft) = { O (R-RT) i [0] € (0,7),

donde, tr(R) = 2cosf + 1.

El mapa exponencial para rotaciones 3D tiene un significado intuitivo. Cualquier vector
X € s50(3), es decir, una matriz cuasi-simétrica, puede ser escrita en la forma siguiente

0 -z wy
X=12z 0 —x
-y x 0

Siv = (z,9,2) € R3 entonces la matriz rotacién dada por el mapa exponencial exp(X)
es una rotacién 3D mediante un dngulo de 6 = ||v|| alrededor del eje unitario v/||v||.
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2.4.2. Métricas Bi-Invariantes

Definicién 2.23. Una métrica Riemanniana (. , .) sobre un grupo de Lie G, se dice
que es una métrica bi-invariante si es invariante tanto bajo multiplicacién a izquierda
como a derecha, es decir, Ri(., .) = L3(., .) = (., .) para todo g € G.

Teorema 2.7. Para un grupo de Lie G con una métrica bi-invariante el mapa exponencial
de grupo de Lie coincide con el mapa exponencial Riemanniano en la identidad, es decir,
para cualquier vector tangente X € g

exp(X) = Exp,(X).

Usando la invarianza a izquierda de la métrica Riemanniana, cualquier geodésica en un
punto g € G se puede escribir como la multiplicacién a izquierda de una geodésica en la
identidad. Es decir, la geodésica v con condicién inicial 7(0) = g y 7'(0) = Ly, (X) esta
dada por

V() = gexp(tX).

Teorema 2.8. Un grupo de Lie compacto G tiene una tnica métrica bi-invariante.

2.5. Espacios Simétricos

Un espacio simétrico Riemanniano es una variedad conectada M tal que en cada punto el
mapeo que regresa geodésicas a través de ese punto es una isometria. Para un tratamiento
mas detallado de espacios simétricos, ver Helgason 1978, Boothby 1986. Algunos ejemp-
los comunes de espacios simétricos son los espacios euclideanos R", esferas S™ y espacios
hiperbodlicos H™. Los espacios simétricos y los métodos para calcular geodésicas y distan-
cias sobre ellos, aparecen de forma natural a partir de ciertas acciones de grupos de Lie
sobre variedades.

Antes de definir lo que son los espacios simétricos, es necesario dar algunas definiciones
preliminares acerca de mapeos de conjuntos. Sea X y ¢ cualquier mapeo de X en si mismo.
Un punto z € X se llama un punto fijo de ¢ si ¢(z) = z. El mapeo ¢ se llama involutivo
si ¢ no es el mapeo identidad pero su cuadrado si lo es, es decir, ¢ o ¢ =id.

Definicién 2.24. Un espacio simétrico es una variedad Riemanniana conectada M
tal que en cada punto p € M existe una isometria involutiva ¢, : M — M que tiene a
p como un punto fijo aislado.
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El término aislado significa que existe una vecindad U de p tal que p es el inico punto
en U que es un punto fijo de ¢,. Esta definicién es algo alusiva a lo dificil que es obtener
un sentido intuitivo para las clases de variedades que son espacios simétricos. Afortu-
nadamente, esta definicion es suficiente para implicar algunas propiedades muy buenas
de espacios simétricos.

El siguiente teorema, ver Boothby 1986, muestra que la isometria involutiva ¢, de la
definicion 2.21, es mas facilmente vista como el mapeo que regresa geodésicas a través
del punto p.

Teorema 2.9. Un espacio simétrico Riemanniano es completo, y si ¢, es una isometria
involutiva de M, entonces ¢, es una reflexién del espacio tangente T, M, es decir, ¢,(X) =
—X, y ¢, regresa geodésicas a través de p, es decir, ¢,(Exp(X)) = Exp,(—X) para todo
X € T, M tal que dicha geodésica exista.

Debido a que los espacios simétricos aparecen naturalmente a partir de ciertos grupos de
Lie de transformaciones de una variedad M. Ahora se dardan algunas definiciones bésicos
acerca de acciones de grupos de Lie.

2.5.1. Acciones de grupos de Lie

Definicién 2.25. Dada una variedad suave M y un grupo de Lie (G, una accion de
grupo suave de G sobre M, es una mapeo suave Gx M — M definido como (g, p) — g.p,
tales que para todo g,h € G y todo p € M se cumple que:

1. ep=np,
2. (gh).p = (g.(h.p)).

La accion de grupo se podria pensar como una transformacion de la variedad M, de la
misma forma que las matrices son transformaciones del espacio Euclideano.

La 6rbita de una punto p € M se define como: G(p) = {g.p : g € G}. En el caso de
que M tenga una sola érbita, entonces a M se le llama un espacio homogéneo y en
este caso se dice que la accién de grupo es transitiva. El sub-grupo de isotropia de
p se define como: G, = {g € G : g.p = p}, es decir, G,-es el subgrupo de G' que deja
fijo al punto p.
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Sea H un subgrupo de Lie cerrado del grupo de Lie G. La cerradura izquierda de
un elemento g € G se define como gH = {gh : h € H}. El espacio de todas de tales
cerraduras se denota por G/H y es una variedad suave. Existe una biyeccién natural
G(p) = G/G), dada por el mapeo g.p — gG), es decir,

G(p) — G/Gp
gp — gG,

Ahora, sea M un espacio simétrico y se elige un punto base arbitrario p € M. Siempre
se puede escribir a M como un espacio homogéneo M = G/G,, en donde G es un grupo
conectado de isometrias de M y el subgrupo de isotropia G, es compacto. El hecho de
que G es un grupo de isometrias significa que, d(p, q) = d(g.p, g.q), para todo p,q € M y
geaqG.

Un elemento g € G induce una mapeo suave ¢, : M — M via la accién de grupo,
definido como, ¢4(p) = g.p. También, este mapeo tiene una inversa suave, a saber ¢,-1.
Por lo tanto, ¢,-es un difeomorfismo.

Definicién 2.26. Dada una accién del grupo de Lie G sobre una variedad M, una
métrica Riemanniana G-invariante (. , .) sobre M es una métrica tal que el mapeo ¢,
es una isometria para toda g € G, es decir que, ¢5(. , .).

Ejemplo 2.17. La métrica euclidea estandar sobre R" es invariante bajo la accion de
grupo SO(n). En otras palabras, una rotacién del espacio euclideo es una isometria.
La accion de R™ sobre si mismo mediante traslaciones, es otro ejemplo de un grupo de
isometrias. Estos dos grupos pueden ser combinados para formar el grupo especial
euclideano, denotado por SE(n) = SO(n) x R". El producto semi-directo x significa
que SE(n) como conjunto es el producto directo de SO(n) y R™, pero la multiplicacién
estd dada por la férmula

(Rl, Ul) * (Rg, Ug) = (RlRQ, Rl.UQ + Ul).

2.5.2. Espacios simétricos como grupos de Lie cocientes

El siguiente teorema, ver Boothby 1986, da un criterio para que una variedad posea un
métrica G-invariante.

Teorema 2.10. Considere un grupo de Lie G que actia transitivamente sobre una var-
iedad M. Si para algtin punto p € M el subgrupo de isotropia G, es un subgrupo de Lie
compacto conectado de GG, entonces M tiene una métrica G-invariante.
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Los espacios simétricos aparecen naturalmente a partir de espacios homogéneos con métri-
cas G-invariantes, como lo muestra el siguiente teorema, ver Boothby 1986.

Teorema 2.11. Suponga que G, M y p cumplen las condiciones del teorema 2.10. Si
a : G — G es un automorfismo involutivo (es decir, un isomorfismo de G en si mismo)
con un conjunto fijado G,, entonces M es un espacio simétrico.

El reciproco del teorema anterior también es cierto, como lo dice el siguiente teorema,
ver Helgason 1978.

Teorema 2.12. Si M es un espacio simétrico y p es cualquier punto en M, entonces M
es difeomorfo al grupo de Lie cociente G/G,, en donde, G = Iy(M) es el componente
conectado del grupo de Lie de isometrias de M y G, es el subgrupo de Lie compacto de
G que deja al punto p fijo. Ademds, existe un automorfismo involutivo a : G — G que
deja fijo a Gy,

Teorema 2.13. Un grupo de Lie conectado GG con métrica bi-invariante es un espacio
simétrico.

Ejemplo 2.18. El espacio euclideo R" es un espacio simétrico, como puede verse por
teorema 2.13. La isometria involutiva ¢, esta dada por la reflexiéon alrededor de p, es
decir, ¢, regresa lineas a través de p mediante la ecuacién

op(q) = 2p — q.

Las geodésicas sobre un espacio simétrico M = G/G,, son calculadas a través de la
accion de grupo. Debido a que G es un grupo de isometrias que actia transitivamente
sobre M, es suficiente considerar unicamente geodésicas iniciando en el punto base p.
Para un punto arbitrario ¢ € M, las geodésicas que inician en ¢ son de la forma g.7v,
donde g = g.p y 7 es una geodésica con 7(0) = p. La geodésicas son la imagen de la
accion de un subgrupo uniparamétrico de G que actia sobre el punto base p, como se
enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 2.14. Si M es un espacio simétrico con métrica G-invariante, como en el
teorema 2.11, entonces una geodésica vy que inicia en el punto p € M, es de la forma

(1) = exp(tX).p,
en donde, X es un vector sobre el algebra de Lie g.

Ejemplo 2.19. La esfera S? es un espacio simétrico. El grupo de rotacién SO(3) actia
transitivamente sobre S?, es decir, para cualesquiera dos vectores unitarios x, y, existe una
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rotacién R tal que Rx = y. El polo norte p = (0,0, 1) se mantiene fijo mediante cualquier
rotacién del plano xy. Por lo tanto, el subgrupo de isotropia para p es equivalente a SO(2).
Por lo tanto, la esfera puede ser escrita como el espacio homogéneo S? = SO(3)/S0O(2).
La isometria involutiva ¢, esta dada por la reflexién alrededor de p, es decir, mediante
una rotacion de la esfera al rededor del eje p por un angulo de 7.

Las geodésicas en el punto base p = (0,0,1) son los circulos mayores a través de p, es
decir, los meridianos. Las geodésicas en un punto arbitrario sobre la esfera S2, también son
los circulos mayores, es decir versiones rotadas de los meridianos. Como se muestra en el
teorema 2.14, estas geodésicas son realizadas mediante la accién de grupo de un subgrupo
uniparamétrico de SO(3). Tal subgrupo consiste de todas las rotaciones alrededor de un
eje fijo en R? perpendicular a p. Se considera un vector tangente sobre 7,5? como el
vector v = (v, v9,0) sobre el plano zy. Entonces, el mapa exponencial estd dado por

sin ||v sin ||v
Exp,(v) = (vl. | ||,U2. | ||,cos||v||) : (2.5)

o] o]

en donde, ||v]| = y/v? + v3. Esta ecuacién se puede derivar como una consecuencia de dos
rotaciones que rotan el punto base p = (0,0, 1) al punto Exp,,(v). Primero, es una rotacién
alrededor del eje y por un angulo de ¢, = ||v||. Luego lo segundo, es un alineamiento
de la geodésica con el vector tangente v, esto es una rotacion alrededor del eje z por un
fngulo de g., donde, cos(g) = vy/[[o] y sin(g.) = vo/ ]|

El mapa logaritmico correspondiente para un punto = = (z1, 72, z3) € S?, estd dado por

6 6
Log,(7) = (xl.m,xg ) , (2.6)

“sin 6

en donde, 0 = cos™!(z3), es la distancia esférica desde el punto base p al punto x. Notar
que el punto antipodal, —p, no esta en el dominio del mapa logaritmico.
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Capitulo 3

Modelos de Regresion y PLS

Los métodos clésicos de regresion estan basados principalmente en el supuesto de obser-
vaciones independientes e idénticamente distribuidas normal, lo cual en muchas aplica-
ciones es complicado de satisfacer, lo que ha llevado a la creacion de diferentes métodos
de regresién sobre los cuales se tiene un ntmero minimo de supuestos que deben de
cumplir las observaciones disponibles. Muchos de estos métodos caen en la parte de la
teoria estadistica no paramétrica, en la cual se desarrollan procesos de inferencia que no
necesitan supuestos explicitos con respecto a la forma funcional de la distribucion de las
observaciones disponibles.

Dentro de la teoria estadistica no paramétrica se encuentra la regresién no paramétri-
ca, que consiste de técnicas para el ajuste de funciones de regresion cuando se tiene
muy poco conocimiento apriori acerca de su forma funcional. Este método origina fun-
ciones suavizadas de la relaciéon considerada. Los primeros métodos de suavizado fueron
los promedios moviles, luego aparecieron la estimaciéon via kernel y la regresion local
ponderada. En lo que sigue, se discuten y comparan varios modelos no-paramétricos de
regresiéon no-lineal. En lugar de forzar una forma analitica predefinida sobre los datos,
estos métodos aproximan la funcién no-lineal subyacente usando funciones suavizadas
o splines sobre el conjunto de datos de entrenamiento. Por tdltimo se hace una breve
revisién acerca de la teoria de modelos PLS.
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3.1. Modelos de Regresion

Los modelos de regresién describen la relacion entre dos clases de mediciones: las medi-
ciones independientes o predictoras, denotadas por X, y las mediciones dependientes o
respuestas, denotadas por Y.

La forma general de un modelo de regresion es:

y=fla)+e

La respuesta Y, esta compuesta de dos partes:

e La parte sistematica f(x), que depende de X.

e La parte aleatoria e, que es independiente de los predictores.

El primer paso en un analisis de regresion, es seleccionar la forma estructural de f y un
método de estimaciéon para los parametros.

El modelo de regresiéon méas comun es el modelo de regresiéon lineal miltiple, en donde la
funcion f es lineal. Uno de los métodos de estimacion de parametros mas comunes es el
de minimos cuadrados ordinario (OLS).

Se requiere alguna precaucién con el término “Modelo Lineal”, debido a que este puede
tener diferentes significados, como lo son:

e Modelo lineal en los parametros. Un modelo es lineal en los parametros cuando
la respuesta estimada g es una funcion lineal de los pardametros.

e Modelo de Estructura Lineal. Un modelo es de estructura lineal si ¢ es funcién
lineal de los predictores, X;’s.

e Modelo de Estimador Lineal. Un Modelo es de estimador lineal si cada y; es
funcién lineal de las respuestas y;’s.

El modelo de regresién ajustado mediante el método de OLS satisface las tres clases
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3.1. Modelos de Regresiéon

de linealidades y en la mayoria de los casos, el ajuste da una primera aproximaciéon
satisfactoria de la funcion subyacente.

El estimador de minimos cuadrados es el mejor estimador lineal insesgado (en el sentido
de minima varianza, es decir es el BLUE (por sus siglas en inglés)) cuando la relacién
entre X e Y es lineal y se satisfacen algunas suposiciones sobre la distribucion de los
errores. Sin embargo, el método de ajuste mediante OLS también puede ser aplicado a
otros tipos de modelos de regresion.

Metodos

de Regresion

Sesgados
Lineales

Metodos

OLS
*Relacién Lineal entre l *Relacién No Lineal
Y. entre X-Y.
« Conjunto de datos * Relacion Lineal entre « Conjunto de datos muy
pobre o no detrminado. X-Y. bien determinado.
*Tasa de sefial de ruido -Cpn]unto de‘ datos *Tasa de senal de ruido
Baja. bien determinado. alta.

«Tasa de sefial de ruido

de mediana a alta. /\
Metodos Metodos
Paramétricos

NO-Paramétrico

n

g

l o

K

* Forma de la relacion * Forma de la relacién N
X-Y es conocida X-Y es desconocida, 5
apriori, ie, la funcién f y tambien hay que A

tiene una forma ana-
litica bien conocida.

« S6lo los pardmetros de San técnicas de aproxi- :
funcién son estimados. acién de funciones,

estimarla a partir de

Figura 3.1: Representacién Gréfica de Algunos Métodos de Regresiéon
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3.1.1. Meétodos de regresion lineal sesgados.

Los métodos de regresion lineal sesgados son frecuentemente usados en analisis de datos
quimicos y se caracterizan por: una relaciéon lineal entre X e Y, un conjunto pobre de
datos (ie, mimero de observaciones - 1) v 1or yna baja tasa de sefial de ruido. En este grupo de
’  numero de variables : ) ] )

métodos de regresion estan: La regresion mediante minimos cuadrados parciales (PLSR),
la regresién por componentes principales (PCR), la regresién de ridge (RR) y regresién
paso a paso (SR, stepwise regression), ver figura 3.1 sobre una clasificacién de métodos
de regresion.

3.1.2. Meétodos de regresion No-lineal.

Los métodos de regresion no-lineales se caracterizan por: una relacion no-lineal entre X e

Y, un conjunto bien determinado de datos (ie, nulfii‘;r‘ie dlbiﬂggzges >> 1) y por una alta

taza de senal de ruido. Estos métodos de regresion no-lineal se pueden dividir a su vez
en dos grupos:

Métodos de regresion no-lineal paramétricos.

Este grupo contiene métodos de regresién donde la forma de la relacién entre X e Y
es conocida a priori, es decir, la funcién f tiene una forma analitica bien definida, y
sOlamente los parametros de la funcién son estimados a partir de los datos.

Métodos de regresion no-lineal no-paramétricos.

Este grupo contiene modelos no-lineales més flexibles, donde también la forma de la no-
linealidad es estimada a partir de los datos. En estos métodos de regresion, en lugar de
tratar con la forma analitica de la relacién y con los pardmetros de la funciéon no-lineal,
se usan técnicas de aproximaciéon de funciones no lineales.

En la siguiente seccion se hace una breve descripcion de métodos de regresién no-

lineales no-paramétricos que aproximan funciones no-lineales usando funciones suavizadas
y splines.
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3.2. Aproximaciéon de Funciones

Cuando la forma analitica de la relaciéon entre X e Y no es conocida, se debe aproximar
la funciéon usando un conjunto de datos de entrenamiento. Una técnica bien conocida y
frecuentemente usada para lograr esto es la aproximacién polinomial. Sin embargo, los
polinomios en la practica frecuentemente no trabajan bien y su proceso de ajuste es global,
lo cual significa que una perturbacion local afecta a toda la funcién estimada, debido a
esto, es mas exitoso usar el acercamiento de aproximacion de funciones por tramos. En
este acercamiento, la idea es dividir el rango de X en tramos o intervalos, para tratar
de estimar la funcién en cada intervalo de manera independiente a la estimacion sobre
los otros intervalos individuales. Las dos técnicas mas usadas en este caso son: el uso
de suavizados y la regresion spline. La principal diferencia entre estas dos técnicas es la
forma en la que se realiza la particion del rango de X en intervalos. Ambas técnicas tienen
un nimero mas pequeno de intervalos que el niimero de datos iniciales y usan criterios de
minimos cuadrados para ajustar un polinomio local sobre cada tramo. Aunque existen
suavizadores y splines multivariados, a continuacion se describe al caso bivariado, ie,
cuando solamente hay un predictor y una variable respuesta.

Tanto la técnica de suavizados como la regresién spline son técnicas aplicadas a datos
bivariados X e Y, que producen una descomposicién de la forma

yZ:f(xl)_l—el ) 7;217"'771‘

donde f es una funcién suave (llamada funcién suavizada o spline). La funcién f es
usualmente ajustada basandose en el criterio de minimos cuadrados.

Las técnicas de suavizados y splines se usan para aproximar funciones con el objetivo de
describir la asociacién entre el predictor X y la respuesta Y y luego predecir Y a partir
de X.

3.2.1. Swuavizados

Las funciones suavizadas pueden ser consideradas como estimadores de la esperanza
condicional

f(z) = Ely | =].

Existen dos clases basicas de suavizados: El suavizado kernel y el suavizado por ventanas.
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3.2. Aproximacién de Funciones

El suavizador kernel estima la esperanza condicional anterior en z;, mediante la asignacién
de pesos a los puntos, ajustando un polinomio ponderado a todos los puntos y tomando
el valor de la respuesta ajustada en x;. El peso mas grande es puesto en x; y el resto de
los pesos son simétricamente decrecientes a medida que los puntos estdn mas alejados de
ZTi.

El suavizado por ventanas puede ser considerado como un caso especial del suavizado
kernel, donde todos los puntos dentro de un cierto intervalo N; (o ventana) alrededor
de x; tienen peso 1 y todos los puntos fuera del intervalo tienen peso 0. De acuerdo al
grado del polinomio, el suavizado puede ser un promedio local (grado cero), un ajuste
local lineal (grado uno), un ajuste local cuadratico (grado dos), etc.

En los suavizados por ventana los intervalos se estan moviendo de punto a punto, a
diferencia de los intervalos splines que son fijos. Esta es una de las principales diferen-
cias entre suavizados y splines. Debido a que existen tantos intervalos (ventanas) como
puntos datos, no es factible almacenar un suavizador en término de los coeficientes de
los polinomios ajustados. En lugar de eso, es costumbre tratar el suavizado en su forma
digital, es decir, como un conjunto de pares de puntos.

La regresion local promedio calcula el valor suavizado g; como el promedio de aquellos
y;’s con valores x;’s que estan en un intervalo N; alrededor de x;:

Ji = f(z:) = Ely; | z; € Nil.

La regresion local promedio, aunque es una técnica comunmente usada, tiene algunas
serias deficiencias. Esta no reproduce una linea recta si los valores de X no estan equies-
paciados y tiene un mal comportamiento en las fronteras.

El ajuste lineal local alivia ambos problemas. Este calcula el valor suavizado ¥; ajustando
una linea recta (usualmente por minimos cuadrados) a los puntos x;, y; en el intervalo
N; y toma el valor de la respuesta ajustada en z;. Polinomios de grados superiores se
pueden ajustar en una forma similar.

Por ventajas computacionales, el intervalo es tomado tal que sea simétrico, ie, x; tiene
igual nimero de vecinos a la derecha y a la izquierda. Cuando se mueve al siguiente
valor x;, un punto queda en el intervalo a la izquierda y un punto entra al intervalo
sobre la derecha. Tanto la regresién local promedio como el ajuste lineal local pueden ser
calculados a través de los valores previos usando formulas de actualizacion.

Aunque la funcién suavizada final puede parecer continua, no hay ninguna restriccion
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de continuidad sobre el ajuste de los polinomios locales. Esta es otra diferencia entre
suavizadores y splines.

En ambos suavizados, el punto clave es: como seleccionar el tamano del intervalo, también
llamado parametro generador. Este parametro controla la cantidad de sesgo y varianza
del suavizado. El sesgo al cuadrado (B?) y la varianza V, son dos componentes del error
cuadrético medio (MSE) de un estimador.

MSE(j) = B*(§) + V(3)
= (E@) —y)* + Elj— E@)".

El incremento de la complejidad de un modelo (disminuir el tamano del intervalo) resulta
en el decrecimiento del sesgo y en un crecimiento de la varianza del estimador; lo que
se llama equilibrio sesgo-varianza. Uno debe hallar la complejidad 6ptima para obtener
el minimo MSE. Al contrario, al incrementar el tamano del intervalo, ie, decrecer la
complejidad del modelo, incrementa el sesgo y decrece la varianza del suavizado.

Un valor grande del generador hace menos ondulado el suavizado. En los casos extremos,
cuando el intervalo contiene todos los puntos, la regresion local promedio produce una
linea recta con pendiente cero, mientras que el ajuste lineal, produce una linea recta con
una pendiente distinta de cero. Tal suavizado tiene menos varianza, pero sesgo alto. En
el otro caso, un suavizado con intervalos que contienen solamente un punto y; dado como
el valor suavizado, tiene varianza muy alta pero no tiene sesgo.

Idealmente el valor del generador 6ptimo del suavizado, deberia ser estimado via vali-
dacién cruzada. Cada punto i es borrado (indicado por —i) y el valor del suavizado en x;
con valor generador J es calculado desde los otros (n — 1)-puntos. La bondad de ajuste
es calculada como:

) = 5 Sl — i | I

El pardmetro generador estimado J mediante validacién cruzada, es el valor que minimice
el criterio anterior. Este proceso resulta en un valor constante del generador sobre el rango
completo del predictor.

Esta no es una solucién 6ptima si la varianza del error o la segunda derivada de la funcién
f cambia sobre el rango del predictor. Una varianza de error pequena y una alta curvatura
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en f exigen un valor pequeno del generador, mientras que en el caso de una varianza de
error grande y baja curvatura, exigen un valor grande del generador. La solucién es una
variable generadora de suavizados.

3.2.2. Splines

Los splines son funciones estimadas obtenidas mediante el ajuste de polinomios por trazos.
El rango de X es dividido dentro de intervalos fijos, lo cual es una de las diferencias entre
funciones suavizadas y splines. Los intervalos son separados por los llamados nodos de
localizacién. En cada intervalo un polinomio es ajustado con las restricciones de que en
los nodos de localizacién la funcion sea continua, siendo esta otra de las diferencias entre
funciones suavizadas y splines. La integral y derivada de un spline es también un spline
de un grado mayor o menor, frecuentemente también con una restriccién de continuidad.
El grado de un spline puede variar de cero a un grado muy alto, sin embargo, los splines
de primer, segundo y tercer grado son los de mayor uso.

Un spline esta definido por su grado, el nimero de nodos de localizacion, la posicion de
los nodos y por los coeficientes del polinomio ajustado en cada intervalo. Un spline de
grado m con N nodos de localizacién (tx, k = 1,---,N) puede ser escrito en forma
general como sigue:

m N m
Yi = Z boﬂrﬁ + Z Z byj(x; — tk)i_ +é;,
=0 k=1 j=0

donde, 27 y (x;— tk)i, son llamadas funciones bases; y la notacién (...) significa parte
positiva.

Esta notacion pone al spline como una ecuacién de regresion ordinaria. Los coeficientes
bo; y bi; son estimados minimizando un criterio de minimos cuadrados.

Dependiendo sobre los requerimientos de continuidad en varios nodos de localizacién,
no todas las funciones bases anteriores estan presentes en un spline, ie, algunos de los
coeficientes by; son ceros. Un spline frecuentemente usado de grado m, con N nodos, y
con restricciones de continuidad sobre la funcién y sobre sus derivadas hasta de grado
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m — 1 tiene la forma siguiente:
m A N
yi= > bojwl + ) bl — )T +ei,
=0 k=1

el nimero de coeficientes en tal spline es m + N + 1.

Existen varias funciones bases equivalentes de representaciones del mismo spline. Otra
forma del anterior spline, que sera usada posteriormente en uno de los métodos de regre-
sion, es:

N
yi = bo + Zbk[sk(% — )T +ei,
k=1
donde, s es: +16  -1.

Al ajustar un spline uno debe seleccionar el grado éptimo m, el nimero éptimo de nodos
N, y la localizaciéon éptima de los nodos. El grado del spline es algunas veces fijado a
priori. EI ntimero y la localizacion de los nodos, o es fijo o es variable. Los splines con
localizaciones de nodos variables son llamados splines adaptativos.

Las siguientes reglas deben de tenerse en cuenta cuando seleccionamos localizaciones de
nodos fijos:

Las localizaciones de nodos deberian ser colocadas en puntos correspondientes a
datos.

e Un minimo de 5 puntos deberian de estar entre las localizaciones de nodos.

Los puntos extremos deberian de estar centrados sobre los intervalos.

Los puntos de inflexion deberian de estar cerrando las localizaciones de nodos.

Los splines adaptativos ofrecen funciones de aproximacion mas flexibles que los splines
con nodos de localizacion fijos. Lo ideal deberia ser estimar el grado éptimo m, el nimero
optimo de nodos N, y las localizaciones de nodos éptimas mediante validaciéon cruzada
para obtener el mejor spline predictivo. En una funcién suavizada, el pardmetro generador
controla el equilibrio entre sesgo y varianza. En un spline, tal equilibrio es controlado por
el grado del polinomio ajustado y por el nimero de nodos. Al incrementar el grado y el
nimero de nodos, ie, incrementar la complejidad del modelo, incrementa la varianza y
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decrece el sesgo del spline. El caso extremo de m =1y N = 0 es la solucién de minimos
cuadrados ordinaria.

3.3. Meétodos Basados en Suavizados

3.3.1. Esperanza Condicional Alternante (ACE).

El modelo de regresiéon lineal tiene la siguiente forma:

y:b0+2bj$j+6 (31)

J

donde, {b; : j = 0,1,...,p} son los coeficientes de regresiéon. En el modelo ACE la
respuesta o una funcién de la respuesta, es la suma de funciones suaves de los predictores,

| y = ij(%') +e, 0o gy = Z fi(z;) +e. (3.2)

Si sélo hay un predictor (p=1) y ninguna funcién de la respuesta es usada, el modelo ACE
es simplemente una funcién suavizada. Las funciones f; y g, llamadas funciones de trans-
formacion, no requieren tener ninguna forma de parametrizacién particular. Estas son
estimadas mediante procesos de minimos cuadrados, es decir, mediante la minimizacién
de la siguiente funcion de errores

(g, fr- o fp) = E g(y)—ij(%)] : (3.3)

Las funciones transformacion son normalizadas a tener media cero y varianza unitaria,
ie:

Elg(y)] = Elfj(z;)] =0, y Varlgy)] =1. (3.4)

Las funciones transformacién g y f;, van mejorando iterativamente en forma alternante.

Las funciones son inicializadas en un conjunto de valores tales como:

9) =y/llyll, v fi(z;) =bjx;, j=12,....p (3.5)
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donde, || % || = y/E(x)? y los b; son los coeficientes estimados mediante OLS.

3.3.2. Técnica de Regresién Aditiva Miltiple Suave (SMART).

Mientras que los modelos ACE modelan la respuesta como la suma de funciones de
transformacion de los predictores, SMART pone funciones sobre varias combinaciones
lineales de las predictoras, como sigue

La respuesta es modelada como una suma de M funciones no-paramétricas de (usual-
mente) combinaciones lineales de los predictores. Las funciones f,, son requeridas a ser
suavizadas o arbitrarias en otros casos. Este método también es llamado regresiéon de
proyeccion pursuit. Aun para M pequena, muchas clases de funciones pueden ser es-
trechamente ajustadas mediante aproximaciones de esta forma. Estas funciones junto
con los coeficientes de las combinacines lineales son conjuntamente optimizada, basado
sobre el criterio de minimos cuadrados:

62(f17"‘7fMabll7'"7bpM7a17"'7aM> :E[y_g]2 (37)

La solucién es invariante a rotacién y escalamiento de las variables predictoras. Similar
al ACE, las funciones son normalizadas:

Elfn] =0, yv Var[fu,]=1, m=12...,M. (3.8)
Los coeficientes en las combinaciones lineales son normalizados a:

dB,=1, m=12..., M (3.9)
J

SMART, tambien puede modelar respuestas multiples:

Yk :gk—l—zakmfm (Z bjmxj> +6k, k= 172,...,7”. (310)
m j

41



3.3. Métodos Basados en Suavizados

El criterio de minimos cuadrados a ser minimizado es modificado como:

e(f1, - far, bunsy - bpars aas - Gnar) = ZwkE[yk — i) (3.11)
K

Los pesos preespecificados de la respuesta w, dan alguna flexibilidad al balancear la
importancia de las diferentes respuestas. La influencia de cada respuesta es proporcinal
a su varianza. Para tener una importancia igual, los pesos de las respuestas deberian ser:

1

U Varlyd

(3.12)

Los coeficientes agy, y bjm, y las funciones f,, son optimizadas conjuntamente en un
algoritmo iterativo.

3.3.3. Minimos Cuadrados Parciales No-Lineal (NLPLS).

NPLS es una extensién no-paramétrica no-lineal de PLS aplicando suavizados al modelo
de relacién no-lineal interno. PLS es un modelo lineal que regresa las variables respuestas
sobre el conjunto de variables latentes,

Yk :Zalmcmtm—l—ek, k=1,2,...,r, (3.13)

dichas variables latentes son combinaciones lineales de las predictoras originales

b= bjmr;, m=12. M, (3.14)

cm es el coeficiente de relacion interna mientras que by, y ain son los coeficientes de las
variables latentes x e y, respectivamente.

PLS, puede ser descompuesto dentro de tres modelos lineales, como sigue, (en forma
matricial)

1. X = TB + Ex, z-variables latentes (multivariadas).
2. Y = UA + Ey, y-variables latentes (multivariadas).

3. U =TC + Ey, relacion interna (univariada).
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Extender PLS para describir una relacién no-lineal, podria involucrar la no-linealizacion
de ninguna de las tres ecuaciones anteriores. Debido a su simplicidad, la elecciéon mas
sensible es la ecuacion de relacion interna

w=f(t)+ ea (3.15)

Similar a ACE y a SMART, NLPLS también utiliza funciones suavizadas para aproxi-
mar la funcién no-lineal. Sin embargo, hay un diferencia importante entre NLPLS y los
dos métodos de suavizados discutidos anteriormente basados sobre métodos de regre-
sion. Mientras que ACE y SMART estiman funciones y coeficientes mediante técnicas de
minimos cuadrados y por lo tanto son métodos insesgados, NLPLS, utiliza un estimador
sesgado que no es de minimos cuadrados para los coeficientes. ACE y SMART, deberian
ser usados solamente con datos de una tasa observaciones/variables alta, es decir, conjun-
tos de datos bien determinados. NLPLS, aunque puede usar mas grados de libertad que
el modelo PLS lineal, también puede ser usado para conjuntos de datos no determinados.

PLS lineal calcula una combinacién lineal de las variables latentes. En el espiritu del
modelo; SMART, NLPLS calculan una combinacion lineal de funciones no-paramétricas
de las variables predictores. En otras palabras, la relacion interna es calculada mediante
suavizados en lugar de regresion lineal.

Yk = U + Zakmfm (Z bjmxj> +er, k=1,2,...,r (3.16)

J

Aunque NLPLS y SMART tienen formas estructurales iguales, usan diferentes técnicas
para estimar los pardametros y las funciones.

3.4. Métodos Basados en Splines

3.4.1. Clasificacién y Arboles de Regresién (CART).

La CART, también llamado regresién particionada recursiva, usa aproximaciones con-
stantes por pedazos, ie, splines de grado cero para estimar la funciéon no-lineal. Si sola-
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mente hay un predictor, la ecuacién para el spline con m = 0 es:

0 N
Yi = Z box) + Z b (z; — tk)?F + e;. (3.17)
j=0 k=1

Centrando a y se elimina el primer término constante. En el segundo término la funcién
base tiene valor 1 si z; > t; y cero en otro caso, de donde el término completo tiene valor
b 6 0. La extensién multivariada del modelo es:

N N
yi=> bBlt+e=> bz €Ry)+e (3.18)
k=1 k=1

donde, R = URy y Ry N R,z = 0y I es la funcién indicadora.

El espacio predictor R es particionado dentro de {Ry , kK = 1,2,..., N} subregiones.
Una b, constante es asignada a cada subregion Ry. En el modelo anterior se dice que
la respuesta estimada es by si el vector predictor x; esta en la subregién Rj;. Debido a
que las subregiones son excluyentes, x; puede estar solamente en una de las subregiones,
asf solamente una funcién base B} toma un valor de 1 y el resto tienen valor cero.

La particion 6ptima del espacio predictor y los valores constantes by, son estimados a partir
del conjunto de datos de entrenamiento, basado sobre el siguiente criterio de minimos

cuadrados:
N 2
e’ =E|y—> bB) (3.19)
k=1
Las constantes son calculadas mediante promedios locales:
yil(x; € R
b = 2 Yl € Bi) (3.20)

- ZzI(Xl ERk) ’

El modelo final se da en forma de un arbol.
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3.4.2. Regresion Spline Adaptativa Miiltivariada (MARS).

La MARS, es una extensién multivariada de spline adaptativo con grado 1 o 3. Un spline
bivariado con m = 1 puede ser escrito como:

N
yi =00+ Z brsi By, + e (3.21)
k=1
_bo+2bk Sk ‘—tk] +e; (322)

donde s es 1 6 -1. Cada funcién base involucra solamente un predictor y un nodo de
localizacién. La MARS es una extensién multivariada del anterior modelo bi-variado :

N J
yi =00+ Zb H Skj(Tij — ti; ] + ;. (3.23)
_ j=1

Cada funcién base multivariada es un producto de J funciones base univariadas. El
parametro J puede ser diferente para cada funcién base multivariada. Similarmente una
funciéon base multivariada de tercer grado es:

By = [ lsw(aij — ti)]7 (3.24)

i=1

Una vez las funciones base son calculadas los coeficientes de regresién by son estimados
mediante el proceso de minimos cuadrados.

Los splines multivariados anteriores son splines adaptativos en la MARS, lo cual significa
que los nodos de localizacién no son fijos, sino que son optimizados basados sobre el
conjunto de entrenamiento.

Como en otros métodos no-lineales, un punto crucial es determinar la complejidad éptima
del modelo, ie, el equilibrio éptimo del sesgo-varianza. En la MARS la complejidad esta
determinada por: el grado del polinomio ajustado, el niimero de términos N y por el
orden J de las funciones base multivariadas. Estos parametros deberian ser optimizados
mediante validacion-cruzada para obtener el mejor modelo predictivo. En la MARS la
validacién cruzada generalizada (GCV) es aplicada para estimar la complejidad éptima
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del modelo. El criterio a minimizar es:

vy - W Zlh el .

de donde al incrementar N-el ntimero de términos en el modelo, aumenta la varianza de
la funcién fy. El anterior criterio de GCV tiene el criterio de minimos cuadrados en el
numerador y un término de penalidad de la complejidad, C(N) en el denominador.

3.5. La Metodologia PLS

La regresion por minimos cuadrados parciales (PLS) es una técnica de relacién de vari-
ables que fue introducida por Wold 1975a, Wold 1982, Wold 1985 y extendida al campo
de la quimiometria por su hermano Wold et al. 1984, Wold 2001, Wold et al. 2001, Wold,
Sjostrom, and Eriksson 2001, Martens and Naes 1989, Martin et al. 2001, Martens 2001,
entre otros autores. El contenido que sigue de este capitulo esta principalmente basado
en Hoskuldsson 1988.

La regresién PLS es una técnica reciente que combina y generaliza caracteristicas del
andlisis de componentes principales (PCA) y de la regresién lineal multiple (MRL). Su
objetivo es predecir un conjunto de variables dependientes a partir de un conjunto de
variables independientes o predictoras. La prediccion es llevada a cabo extrayendo a partir
de un conjunto de predictores un conjunto de factores ortogonales llamados variables
o componentes latentes, las cuales tienen mejor potencia predictiva que las variables
predictoras originales. A partir de estas variables latentes se pueden crear visualizaciones
graficas semejantes a las realizadas en PCA. La calidad de prediccion obtenida a partir
de un modelo de regresion PLS se evaliia mediante técnicas de validacion cruzada tales
como el bootstrap y el jackknife.

La regresién PLS es particularmente 1til cuando se necesita predecir un conjunto de vari-
ables dependientes a partir de un conjunto muy grande de variables independientes o pre-
dictores. La regresiéon PLS se originé en las ciencias sociales, especificamente Economia,
pero fue més popular inicialmente en Quimiometria, es decir sobre el calculo estadistico
en quimica, debido en parte tanto a Herman como Svante, Wold, Sjostrom, and Eriksson
2001 y en evaluacién sensorial debido a, Martens and Naes 1989. La regresion PLS tam-
bién se ha convertido en una herramienta de eleccién en las ciencias sociales como una
técnica multivariada tanto para datos experimentales como no experimentales, Worsley
1997, McIntosh and N.J. 2004. La regresion PLS fue presentada inicialmente como un
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algoritmo similar al método de la potencia, usado en el calculo de eigenvectores, pero fue
rapidamente desarrollado en el campo de la estadistica, Burnham, Viveros, and MacGre-
gor 1996, Hoskuldsson 2001, Tenenhaus 1998.

3.5.1. Descripcion de la Regresiéon PLS: Una variable dependi-
ente

En esta seccion se utilizara la siguiente notacion: I representara el ntimero de observa-
ciones sobre 1-variable dependiente que seran almacenadas en un vector I x 1 denotada
por y, mientras que los valores de .J- predictores medidos sobre estos [-observaciones
seran almacenadas en una matriz I x J denotada por X. En este caso se habla de regre-
sion PLS1.

El objetivo es predecir y a partir de X y describir su estructura comin. Cuando X es de
rango completo este objetivo se podria lograr usando regresiéon multiple ordinaria, pero
cuando el nimero de predictoras es grande comparado al nimero de observaciones, la ma-
triz X probablemente sea singular y el acercamiento de regresiéon clésica ya no es posible,
debido a la multicolinealidad. A esta configuracion de datos se le llama frecuentemente
“el problema de N pequeno P grande ” y aparece en muchas areas de investigacion, dicho
problema se ilustra graficamente como sigue:

Yy | = X L le

Ix1 IxJ Ix1

Jx1

Aunque la metodologia de regresién PLS tiene sus principales aplicaciones en situaciones
donde se encuentra presente el problema de “N pequeno P grande ” , también se ha
mostrado para el caso de PLS1, que dicha técnica origina en algunos casos mejores re-
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sultados de prediccién atin en situaciones estandares en donde no necesariamente se
encuentra presente en problema un N-pequeno, comparado con los modelos de regresion
estandar que generalmente se usan en estas situaciones, como lo son regresion OLS, se-
leccién de subconjunto de variables, PCR y métodos shrinkage de Stein, ver Garthwaite
1994.

El desempeno del método de regresion PLS es similar al del método de regresién por com-
ponentes principales (PCR), pero comparado con otras técnicas de regresion utilizadas
para analizar datos con problemas de multicolinealidad, una ventaja de la regresiéon PLS
es que la informacion en la variable y es usada en el proceso de construccién de las
componentes o variables latentes. Otra ventaja es que el método de regresién PLS fre-
cuentemente requiere un ntmero menor de componentes que la PCR para dar buenas
predicciones, ademas siempre es claro sobre cuales componentes deberian incluirse en la
regresiéon una vez que el nimero a de componentes ha sido determinado. Otra ventaja
es la facilidad con la que se realizan los calculos, lo que lo ha llevado a convertirse en
un método muy popular, inicialmente en el area de la quimiometria y posteriormente
en aplicaciones de muchas otras areas de la ciencia como la economia, ciencias sociales,
ciencias médicas.

Existen muchas variantes del algoritmo con el que fue descrito inicialmente la regresién
PLS, pero todas estas son equivalentes. Ahora se pasa a formular el algoritmo original, el
cual es uno de los mas comunmente usado hoy en dia. Como se mencioné inicialmente en
esta seccidn, se inicia con un conjunto de datos (X,y) de dimensién I x (J + 1), se asume
que tanto la matriz X como el vector y han sido centrados. Las etapas del algoritmo son:

Se hace Eg =Xy fy =y. Para k =1,2,...,a, se calculan:

Paso 1. wy, = Ef_lfk,l, t, = Ex_ 1wy, (estimacién de pesos y scores factores de X).

T
Paso 2. py = Bt XTIty (estimacién de cargas ( o loadings) de X).

t)th t) e
£t !
—_1% . .z .
Paso 3. qx = %7 — = Z’:k’ (estimacién de cargas ( o loadings) de y).
k'k k‘k

Paso 4. E; = X — t;p; — t;p,, ( deflaxién de la matriz X).

Paso 5. yy =y — t1q1 — trqe. ( deflaxién del vector y).

La interpretacién de las diferentes etapas del algoritmo anterior son como sigue: En el
paso (1) se construyen las variables latentes, las cudles son combinaciones lineales de
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las variables originales x’s de la etapa anterior. En los pasos (2) y (3), se construyen
los loadings tanto para X como para y, mediante ajustes de regresiones de minimos
cuadrados. Finalmente en los pasos (4) y (5) se obtienen nuevas variables X y y, las
cuales son calculadas como residuales.

Ahora, si xg = (o1, oz, - - -, Toy) €s un conjunto de mediciones sobre un nuevo individuo,
se definen ey = x¢g — X con X = (21, Tg,...,Z ) y entonces los nuevos scores y residuales
estan dados respectivamente por:

lho =€r-1Wk , V € =€ 1 — lgoPk-

El valor correspondiente a y, es predicho en la etapa a mediante:

Jao =T+ Y _trode =T+ Y tro(tyts) 'ty
k=1 k=1

El ntimero de componentes a es usualmente determinado mediante validacion cruzada u
otros métodos que han sido propuestos en la literatura.

Algunas propiedades de las variables latentes del algoritmo anterior son las siguientes:
De los pasos (1) (2) y (4), se observa que los scores t; son ortogonales y los pesos wy
también son ortogonales y satisfacen la siguiente relacion recursiva:

Wip1 =S — SWL(W,SW,)'W;s |,

con Wy = (Wi, Wy,..., W), S = X'X y s = X'y. Ademés, el vector de regresién PLSR
con a-componentes puede ser escrito como

b, = W,(W,SW,)'W_s.

Un resultado asociado a la regresién, es que el R? es al menos tan grande como el R? de
PCR con el mismo nimero de componentes y que el vector de regresion tiene propiedades
de encogimiento. La regresion PLS1, se contrae en el sentido fuerte, es decir que la
norma del vector de coeficientes de regresion no crece cuando el nimero de componentes
aumenta.
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3.5.2. Descripcién de la Regresion PLS: mas de una variable
dependiente

En esta seccion se utilizara la siguiente notacion: I representara el ntimero de observa-
ciones sobre K variables dependientes que seran almacenadas en una matriz [ x K denota-
da por Y, mientras que los valores de J- predictores medidos sobre estos I-observaciones

seran almacenadas en una matriz I x J denotada por X. En este caso se habla de regresion
PLS2.

El objetivo es el mismo que en en PLS1, es decir, predecir a Y a partir de X y describir
su estructura comun. Cuando Y es un vector y X es de rango completo, este objetivo se
podria lograr usando regresiéon miltiple ordinaria, pero cuando el nimero de predictoras
es grande comparado al nimero de observaciones, la matriz X probablemente sea singular
y el acercamiento de regresién ya no es posible, debido a la multicolinealidad. Bajo este
esquema también se repite el problema de “N pequeno P grande” y aparece en muchas
areas de investigacion y que se ilustra graficamente como sigue:

Y X 1D

IxK - IxJ IxK
B T
JxK

Varios acercamientos han sido desarrollados para hacer frente al problema de la mul-
ticolinealidad. Un método cercanamente relacionado a la regresion PLS es la regresion
por componentes principales (PCR), el cual realiza un PCA a la matriz X y luego usa
las componentes principales de X como las variables independientes de un modelo de
regresion miiltiple para predecir a Y. En PCA, X es descompuesto usando su descom-
posicién espectral en valores y vectores propios o su descomposicion en valores y vectores
singulares (SVD) de la forma

X=RAV?"  con RTR=VIV =1,

donde, R y V son matrices de vectores singulares a izquierda y derecha, y A es una
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matriz diagonal con los valores singulares como elementos en su diagonal. Los vectores
singulares son ordenados de acuerdo a sus correspondientes valores singulares los cuales
son la raiz cuadrada de la varianza (es decir, los eigenvalores) de X explicada por sus
vectores singulares. A las columnas de V se le llaman cargas (loadings) y a las columnas de
G = RA se le llaman los factores scores o componentes principales de X, o simplemente
scores o componentes. La matriz R de vectores singulares a izquierda de X ( o la matriz
G de componentes principales ) son luego usadas para predecir a Y usando un modelo
de regresion lineal multiple estandar. Este acercamiento trabaja bien debido a que la
ortogonalidad de los vectores singulares elimina el problema de multicolinealidad, pero
el problema de elegir un subconjunto 6ptimo de predictores atin permanece. Una posible
estrategia, consiste en mantener solamente unas pocas componentes principales, pero
estas componentes principales fueron originalmente elegidas para explicar a X en lugar
de Y, y asi no se tiene garantia de que las componentes principales, las cudles explican
optimamente a X, sean relevantes para la prediccién de Y.

Al contrario de la regresién por componentes principales, la regresion PLS encuentra
las componentes a partir de X que mejor predicen a Y. La regresién PLS, busca un
conjunto de componentes ( llamadas vectores latentes ) que desarrollan una descomposi-
cién simultanea de X y Y, con la restriccién de que estas componentes explican tanto
como sea posible de la covarianza entre X y Y. Este paso generaliza a PCA. Luego se
sigue mediante una etapa de regresiéon donde los vectores latentes obtenidos a partir de
X son usados para predecir a Y. La regresiéon PLS descompone tanto a X como a Y
como un producto de un conjunto comin de factores ortogonales y un conjunto de cargas
especificas. Es decir, las variables son descompuestas como

X=TP', con TIT=1,

con I la matriz identidad. Por analogia con PCA, a la matriz T se le llama la matriz
scores y a la matriz P se le llama la matriz de cargas, ( en regresién PLS las cargas no
son ortogonales ). Del mismo modo, Y es estimado mediante:

Y = TBC”

donde, B es una matriz diagonal con los pesos de la regresion como elementos en su
diagonal y C es la matriz de pesos de las variables dependientes. Las columnas de T son
los vectores latentes. Cuando el nimero de vectores latentes es igual al rango de X, los
vectores latentes desarrollan una descomposicion exacta de X.

Los vectores latentes podrian ser elegidos en distintas formas. En la formulacién anterior
cualesquier conjunto de vectores ortogonales que genere las columnas del espacio de X
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podria ser usado para jugar el papel de T. Con el fin de especificar a T, se requieren
algunas condiciones adicionales. Para la regresion PLS, estas condiciones equivalen a
encontrar dos conjuntos de pesos denotados por w y ¢ con el fin de crear una combinacion
lineal de las columnas de X y Y (respectivamente), tales que, estas dos combinaciones
lineales tienen maxima covarianza. Es decir, el objetivo es obtener un primer par de
vectores

t=Xw y u=Yc,

con la restriccién de que w/w = 1y t7t = 1 y t7u sea maximo. Cuando los primeros
vectores latentes son hallados, estos son sustraidos tanto de X como de Y y el proceso
es reiterado hasta que X se convierta en una matriz nula.

Como se mencion6 antes, el criterio de optimizacién de PLS maximiza la covarianza
entre una combinacién de los predictores X y la respuesta Y. Sin embargo, las medidas
usuales de covarianza o correlacion estan altamente influenciadas por outliers, de donde
se tiene que el método de PLS puede ser sensible a outliers. Debido a lo anterior, se han
propuesto en algunos casos reemplazar la correlacién de Pearson usual por la correlacion
de Spearman mediante rangos, debido a que ésta tltima es no sensible a valores outliers
tanto en X como en Y, con lo cual se logra obtener robustes de la metodologia PLS con
respecto a la presencia de outliers, ver Rojo and Nguyen 2009. Otro trabajo en donde se
ilustra una técnica PLS robusta es Gonzalez, Pena, and Romera 2009.

De manera similar a las variantes Bayesinas que existen para alguna técnicas de regresion
utilizando métodos de regularizacién como lo son, regresion de Ridge, regresion LASSO,
entre otras, deben existir extensiones alternativas desde el punto de vista Bayesiano para
modelos de regresion PLS.

3.5.3. Un Algoritmo para PLS

Las propiedades de la regresion PLS se pueden analizar a partir de un bosquejo del algo-
ritmo original, llamado NIPALS. El primer paso es crear dos matrices E=XyF=7Y,
dichas matrices son centradas y normalizadas por columna, (es decir, transformadas en
Z-scores). La suma de cuadrados de estas matrices se denotan por SSx y SSy. Antes
de iniciar el proceso de iteracion, el vector u es inicializado con valores aleatorios. El
algoritmo NIPALS desarrolla las siguientes etapas:

Paso 1. w o< ETu, (estimacién de pesos de X), se normaliza a w
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Paso 2. t « Ew, (estimacion de scores factores de X), se normaliza a t
Paso 3. ¢ oc FTt, (estimacién de pesos de Y), se normaliza a ¢

Paso 4. u «c Fe, (estimacién de scores factores de Y)

Si t no converge, entonces voy al paso 1. y si t-converge, entonces calculo el valor de b
el cual es usado para predecir a Y desde t mediante, b = tu, y se calcula en factor
de carga para X como p = ETt. Ahora se resta (parcialmente) el efecto de t tanto
sobre E como sobre F como sigue: E = E —tp” y F = F — btc”. Esta resta es llamada
deflaxién de las matrices E y F. Para el caso K = 1 este algoritmo da los mismos
resultados que la regresion PLS1. Los vectores t,u,w,c y p son almacenados en las
matrices correspondientes, el escalar b es almacenado en los elementos de la diagonal de
la matriz B. La suma de cuadrados de X (respectivamente Y) explicada por el vector
latente, se calcula como p?p (respectivamente b?), y la proporcién de varianza explicada
se obtiene dividiendo la suma de cuadrados explicada por la correspondiente suma total
de cuadrados (es decir, por SSx y por SSy). Si E es una matriz nula, entonces el conjunto
completo de vectores latentes es hallado, en otros casos, el proceso puede ser iterado desde
desde el paso 1.

La regresién PLS esta cercanamente relacionada a la descomposicién en valores y vectores
propios y a la descomposicion en valores y vectores singulares. Si iniciamos el paso 1.
del algoritmo, calculando a w oc ETu, y se sustituyen los términos que estdn mas a la
derecha iterativamente, se obtiene la siguiente serie de ecuaciones

wx ETu x E'Fc <« ETFF't x E'FF Ew.

Lo anterior muestra que el vector de pesos w es el primer vector singular a derecha
de la matriz S = ETF. Similarmente, el primer vector de pesos ¢ es el vector singular
a izquierda de S. Con argumentos similares se muestra que los primeros vectores t y
u son los primeros eigenvectores de EETFFT y FFTEE? respectivamente. Esta tltima
observacion, muestra que los vectores de pesos también pueden ser obtenidos a partir de
matrices de tamanos I x I, lo cual es 1til cuando el niimero de variables es mucho mayor
que el nimero de observaciones, es decir en problemas de N pequeno y P grande.
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3.5.4. Prediccién de las Variables Dependientes

Las variables dependientes son predichas usando la formula de regresion multivariada

como sigue R
Y = TBC" = XBp;s, con Bpy = (P"")BC”,

donde, PT* es la pseudo inversa de Moore-Penrose de PT. Esta tltima ecuacién asume
que tanto, X como Y han sido estandarizadas apriori a la prediccién. Con el fin de
predecir una matriz no estandarizada Y a partir de una matriz no estandarizada X, se
usa la notacion, By g, el cual se obtiene reintroduciendo las unidades originales dentro de
Bprs v adicionando la primera columna que corresponde al intercepto (es decir, cuando
usamos las unidades originales X necesita ser aumentada con una primera columna de
unos, como en regresiéon miultiple). Si todas las variables latentes de X son usadas, esta
regresion es equivalente a la regresion por componentes principales. Cuando sélo se usa
un subconjunto de las variables latentes, la prediccion de Y es optima para este ntimero
de predictores. La interpretacion de las variables latentes frecuentemente se facilitan,
mediante gréaficas parecidas a las de PCA.

3.5.5. Inferencia Estadistica: Evaluacion de la Calidad de la

Prediccién mediante regresiéon PLS.

La calidad de la prediccién obtenida a partir de regresion PLS descrito hasta ahora
corresponde al modelo de efectos fijo, es decir, un conjunto de observaciones es consid-
erado como la poblaciéon de interés y las conclusiones del andlisis estan restringidas a
éste conjunto. En este caso el anédlisis es descriptivo y la cantidad de varianza (de X y
Y) explicada por un vector latente indica su importancia para el conjunto de datos bajo
estudio. En éste contexto vale la pena considerar las variables latentes si su interpretacion
es significativa dentro del contexto investigado. Para un modelo de efectos fijo, la calidad
global de un modelo de regresion PLS que usa L-variables latentes es evaluada, primero
calculando la matriz predicha de las variables dependientes denotada por Y™ y luego, se
mide la similaridad entre Y y Y. Varios coeficientes estan disponibles para esta tarea.
El coeficiente de correlacion al cuadrado es algunas veces usado, como también su matriz
prima especifica, el coeficiente Ry . El coeficiente méas popular, es la suma de cuadrados
de residuales, abreviada por RESS, y dada por:

RESS = |[Y — YH| |
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donde, la ||.||, es la norma de Y, es decir, la raiz cuadrada de la suma de cuadrados de los
elementos de Y. Entre més pequenio sea RESS, mejor es la prediccién, con un valor de
0, indicando una prediccién perfecta. Para un modelo de efectos fijos, entre més grande
sea L, es decir, el nimero de variables latentes usado, mejor es la prediccion.

En la mayoria de las aplicaciones sin embargo, el conjunto de observaciones es una muestra
de alguna poblacién de interés. En éste contexto, el objetivo es predecir el valor de la
variable dependiente para nuevas observaciones que se originan a partir de la misma
poblacién de la muestra. Esto corresponde a un modelo aleatorio. En este caso la cantidad
de varianza explicada por una variable latente, indica su importancia en la prediccion
de Y. En este contexto, una variable latente es relevante tinicamente si este mejora la
prediccién de Y para nuevas observaciones. Y asi, esto nos lleva al problema de cudles y
cuantas variables latentes deberian mantenerse en el modelo de regresion PLS con el fin de
lograr una generalizacién éptima, es decir, prediccion optima para nuevas observaciones.
Con el fin de estimar la capacidad de generalizacion de la regresion PLS, los acercamientos
paramétrico estandar no pueden ser usados y por lo tanto el desempeno de un modelo
de regresion es evaluado con técnicas de remuestreo basadas en computacion, tales como
el botstrap y técnicas de validacién cruzada, en donde los datos son separados dentro de
un conjunto de entrenamiento (usado para construir el modelo) y un conjunto de prueba
(usado para probar el modelo). Un ejemplo popular de este iltimo acercamiento, es el
jackknife. En el jackknife, cada observacién, es a su vez, borrada del conjunto de datos,
y el resto de observaciones constituyen el conjunto de entrenamiento y son usadas para
construir un modelo de regresion PLS que es aplicado para predecir la observacion dejada
por fuera, la cual constituye el conjunto de prueba. Con este proceso, cada observacion
es predicha de acuerdo a un modelo de efectos aleatorio. Las observaciones predichas son
entonces almacenadas en una matriz denotada por Y.

Para un modelo de efectos aleatorio, la calidad global de un modelo de regresién PLS
que usa L-variables latentes es evaluado usando L-variables para calcular, de acuerdo al
modelo aleatorio, la matriz denotada por Y, la cual almacena los valores predichos de
las observaciones para las variables dependientes. La calidad de la prediccion es evaluada
como la similaridad entre Y™ y Y. Como para el modelo de efectos fijos, esto se puede
realizar con el coeficiente de correlacion al cuadrado, como con el coeficiente Ry . Por
analogia con el coeficiente RESS, también se puede usar la suma de residuales predichos
al cuadrado, denotada por PRESS. La cual es calculada por medio de

PRESS = |[Y — Y| |2.

Entre mas pequeno sea la PRESS, mejor es la prediccién para un modelo de efectos
aleatorio, con un valor de 0 que indica una predicciéon perfecta.
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Al contrario al modelo de efectos fijos, la calidad de la prediccién para un modelo aleatorio
no siempre crece con el nimero de variables latentes usadas en el modelo. Tipicamente,
la calidad primero crece y luego decrece. Si la calidad de la prediccién decrece cuando el
nimero de variables latentes crece, esto indica que el modelo esta sobreajustando los datos,
es decir, que la informacién 1til para ajustar las observaciones a partir del conjunto de
entrenamiento no es util para ajustar nuevas observaciones. Por lo tanto, para un modelo
aleatorio, es crucial determinar el niimero 6ptimo de variables latentes a mantener para
construir el modelo. Un acercamiento directo es dejar de adicionar variables latentes
cuando la PRESS deje de decrecer. Un acercamiento mas elaborado, empieza calculando
para l-variables latentes la taza Q?, definida como:

PRESS;

2
= ]_ —_————
@ RESS;, ; ’

con, PRESS; (respectivamente RESS;_;) iniciando en los valores de la PRESS (respecti-
vamente RESS) para la 1-ésima (respectivamente 1-1) variable latente, (donde, RESSy =
K x (I —1)). Una variable latente es retenida si su valor de Q? es mayor que algiin valor
albitrario generalmente dado igual a (1 — 0 — 95%) = 0.0975, (un conjunto alternativo
de valores hace el umbral a 0.05 cuando I < 100 y a 0 cuando I > 100, Tenenhaus
1998). Obviamente, la eleccién del umbral es importante desde el punto de vista tedrico,
pero, desde el punto de vista practico, los valores que se indicaron anteriormente parecen
satisfactorios.

Cuando el nimero de variables latentes del modelo ha sido decidido, se pueden derivar
intervalos de confianza para valores predichos, usando la técnica bootstrap. Cuando se
usa el bootstrap, un nimero grande de muestras es obtenido, extrayendo, para cada
muestra, observaciones con reemplazamiento desde el conjunto de entrenamiento. Cada
muestra nos proporciona un valor de Bpyg, el cual es usado para estimar los valores de
las observaciones dentro del conjunto de prueba. La distribuciéon de los valores de estas
observaciones es luego usada para estimar la distribucién muestral y derivar intervalos
de confianza.
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Capitulo 4

Regresion por minimos cuadrados
parciales (PLS) sobre datos
variedad-valuados: Una aplicaciéon a
matrices simétricas definidas
positivas (PD)

4.1. Introducciéon

En estudios imédgenes de resonancia magnética por tensor de difusiéon (TD-MRI), en cada
voxel de una imagen se calcula un tensor de difusién (DT), el cual describe la difusién
local de las moléculas de agua en varias direcciones sobre esa regién del cerebro. Para
medir la difusion se utilizan una secuencia de imagenes, las cuales incluyen un ruido
que produce incertidumbre en la estimacion de los tensores y en la estimacion de ciertas
cantidades inherentes a ellos, como lo son los eigenvalores, los eigenvectores, la tasa de
fraccién anisotrépica (FA) y las trayectorias de fibras que se construyen basadas en estos
ultimos pardmetros. Las imdgenes de tensor difusién (DTT) son una herramienta poderosa
para evaluar cuantitativamente la integridad de la conectividad anatémica en la materia
blanca de poblaciones clinicas. Los métodos que son utilizados para el analisis a nivel
grupal de D'TT’s son andlisis estadisticos de ciertas medidas invariantes, como los son, los
eigenvalores, los eigenvectores o direcciones principales, la fraccién anisotropica, la difu-
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sividad promedio. Pero estas medidas invariantes no capturan toda la informacion sobre
los DT’s completos, lo cual lleva a un decrecimiento en el poder estadistico de las DTT’s
para detectar los cambios sutiles en la materia blanca. Debido a lo anterior se han estado
desarrollando nuevos métodos estadisticos para analizar de forma completa los DT’s co-
mo respuesta y establecer su asociaciéon con un conjunto de covariables, Zhu et al. 2009,
Yuan et al. 2012, Li et al. 2009. En algunos de estos desarrollos se ha utilizado la métrica
log-euclidea, transformando los D'T’s de un espacio no-lineal en sus matrices logaritmicas
sobre un espacio euclideo. Se han planteado modelos semi-paramétricos, para estudiar
la relacion entre el conjunto de covariables y los DT’s como respuesta, se han desarrol-
lado procesos de estimacién y procesos de pruebas de hipdtesis basado en estadisticas
de pruebas y en métodos de remuestreo, para evaluar simultaneamente la significancia
estadistica de hipdtesis lineales a través de grandes regiones de interés (ROI). Un andlisis
estadistico apropiado de los DT’s es importante para entender el desarrollo normal del
cerebro, las bases neuronales de desordenes neuropsiquiatricos y los efectos conjuntos de
factores ambientales y genéticos sobre la funcion y estructura cerebral. Ademas cualquier
método estadistico para tensores de difusién completo puede ser directamente aplicado
a matrices de tensores definidas positivas en anatomia computacional para entender la
variacién de forma entre imagenes cerebrales estructurales, Grenander and Miller 1998,
Lepore et al. 2008.

Los datos matriz simétrica definida-positiva-valuados (DPV), ocurren en una amplia var-
iedad de aplicaciones, como por ejemplo en las DTT’s; en donde un DT simétrico definido
positivo 3x3, el cual rastrea la difusién efectiva de las moléculas de agua en ciertas re-
giones del cerebro, es estimado en cada voxel de la imagen. Otra aplicacién de datos
matriz simétrica DPV| se da en los estudios mediante imagenes de resonancia magnética
funcional (fMRI), en donde una matriz de covarianza simétrica DP es calculada para de-
linear la conectividad funcional entre diferentes ensambles neuronales involucrados en la
ejecucion de ciertas tareas cognitivas complejas o en procesos de percepciéon, Fingelkurts
and Kahkonen 2005. A pesar de la popularidad de los datos matriz simétrica DPV | exis-
ten pocos métodos estadisticos para el andlisis de matrices simétricas DP como variables
respuestas que viven en una variedad Riemanniana. Entre la literatura que existe para
el andlisis estadistico mediante modelos de regresién de datos matrices simétricas DP
considerados como respuesta y un numero pequeno de covariables de interés sobre un es-
pacio euclideo estan: Fletcher and Joshi 2007, Batchelor et al. 2005, Pennec, Fillard, and
Ayache 2006, Schwartzman 2006, Kim and Richards 2010, Zhu et al. 2009 y Barmpoutis
et al. 2007, pero debido a que los datos matrices simétricas DP no forman un espacio vec-
torial, no se pueden aplicar directamente las técnicas de regresién multivariada clasicas
para establecer la relacién entre este tipo de datos y un conjunto de covariables de interés.

En el entorno de un nimero grande de covariables con alta presencia de multicolinealidad
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4.2. Métodos de Regresion

y pocas observaciones disponibles, no se han planteado métodos de regresion para estudiar
la relacion entre dichas covariables y variables respuesta de matrices simétricas DP que
viven en espacios no-euclideos. En este Articulo se plantea la regresién PLS, utilizando la
estrategia de los mapas exponencial y logaritmo riemanniano para transformar los datos
a espacios euclideos. El desarrollo de la técnica es similar al esquema que existe para la
metodologia de andlisis de datos matriz simétrica DP como respuesta en un modelo de
regresion clasico y en un modelo de regresion local polinomial, planteados por Zhu et al.
2009 y Yuan et al. 2012. El modelo de regresiéon PLS es inicialmente evaluado mediante
un conjunto de datos simulados, utilizando técnicas de validacién estadistica que existen
en la actualidad, como lo es la validacién cruzada. Se analiza el comportamiento de la
técnica de regresion PLS comparado con la técnica de reduccion de dimension clasica

PCR.

El capitulo esta estructurado de la siguiente forma: en la seccion 2, se da una breve re-
vision acerca de la teoria que existe para modelos de regresién clasicos, PCR y PLSR. En
la seccién 3, se revisan algunas propiedades sobre la estructura geométrica riemanniana
del espacio de matrices simétricas DP, se presentan un bosquejo de los modelos de regre-
sion que existen en la actualidad asi como los métodos de estimacién de sus coeficientes
de regresion. En la seccion 4, se presenta nuestro modelo de regresiéon PLS junto con
el proceso de estimacion utilizado y su aplicacion o evaluacion en un conjunto de datos
simulados. En la seccién 5, se dan algunas conclusiones y recomendaciones para trabajos
futuros.

4.2. Métodos de Regresion

4.2.1. Regresion clasica

Dado un conjunto de datos {(x;,v;) : ¢ =1,2,...,n}, compuestos de una respuesta y; y
un vector k X 1 de covariables x; = (x;1, T2, - . - ,xik)T, en donde la respuesta pueden ser
observaciones continuas, discretas o cualitativas y las covariables pueden ser cuantitati-
vas o cualitativas, un modelo de regresion frecuentemente incluye 2-elementos claves: una
funcién enlace p;(5) = Ely|xi] = g(xi, 8), y un residual €, = y; — p;(5), en donde S,x1, es
un vector de coeficientes de regresién y g(. , .): que va de R*xR? — R, (x;, 8) — g(xi, 3),
con , ¢ = k+1, puede ser conocida o desconocida segun el tipo de modelo paramétrico, no-
paramétrico o semi-paramétrico. El modelo de regresién paramétrico se puede definir de
la siguiente forma: y; = g(x;, 8)+€;, con g(x;, 8): conociday Ele;|x;] =0,Vi =1,2,...,n,
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4.2. Métodos de Regresion

donde la esperanza es tomada con respecto a la distribucién condicional de ¢ dado x. El
modelo no-paramétrico se puede definir como y; = g(x;) + €;, con g(x;): desconocida y
E[€i|xi] =0.

Para realizar inferencia sobre (, en el caso paramétrico (o sobre g¢(.), en el caso no-
paramétrico), se necesitan al menos tres procedimientos estadisticos: primero, un método
de estimacién para calcular el estimador del vector de coeficientes 3, denotado por B )
Segundo, probar que B es un estimador consistente de 8 y que tiene ciertas propiedades
asintoticas, y tercero desarrollar estadisticas de pruebas para contrastar hipotesis de la
forma:

Hy : HB=by v.s H, : HB # by,

en donde, generalmente H, ., Bsx1 ¥ Porxi-

4.2.2. Regresion en sub-espacios de variables

En muchas ocasiones practicas el nimero de variables es mucho mayor a la cantidad de
observaciones disponibles en el conjunto de datos para un modelo de regresién, causan-
do el problema de la multicolinealidad en los predictores. Entre las opciones disponibles
para hacer frente a este problema se encuentran: Las técnicas basadas en sub-espacios
explicitos o implicitos y el enfoque Bayesiano, el cual incluye informacion adicional a
cerca de los parametros del modelo. En el caso de sub-espacios, la regresion se realiza
en un espacio factible de menor dimension. El sub-espacio se puede construir de forma
explicita con una motivacion de tipo geométrico derivada del uso de variables latentes, o
de forma implicita usando técnicas de regularizacion para evitar el problema de multico-
linealidad en los predictores. La introduccién de variables latentes nos permite capturar
la informacién mas relevante de la matriz de covariables X o informacién acerca de la
estructura de la interaccién entre X y la matriz de variables respuesta Y.

En este enfoque se introducen las variables latentes no-correlacionadas denotadas por
1,1, ...,T,y U, U,, ..., U,. La utilizacion de variables latentes es una factorizacién de
bajo rango de la matriz de predictores y/o respuestas, la cual permite ajustar un modelo
de regresion lineal mediante minimos cuadrados sobre este conjunto de variables latentes.

Los vectores X-cargas P; y Y-cargas Q;, generan espacios a-dimensionales donde los coe-

ficientes Ti ,,x1 y Ui ,x1 son considerados como variables latentes. Dentro de los enfoques
basados en variables latentes se encuentran: la PCR y la PLSR, entre otros, los cuéles se
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4.2. Métodos de Regresion

describen brevemente a continuacion.

En PCR, la cual fue introducida por Massy 1965, las variables latentes llamadas com-
ponentes principales, son obtenidas a partir de la matriz de correlacion de X, denotada
por R. La PCR evita el problema de multicolinealidad reduciendo la dimension de los
predictores. Las X-cargas {P;}¥_,, son tomadas como los a-primeros eigenvectores de
la descomposicion espectral de la matriz R y dichos vectores son las direcciones que
maximizan la varianza de las componentes principales, que son definidas mediante las
proyecciones de las X’s sobre estas direcciones, es decir, la i-ésima componente principal
de X se define como T; = X P; tal que P; maximiza la varianza de T},

méx(X P, XP;) = méx P'XTXP,

con PP, =1y PP, = 0, k < i. Las componentes principales representan la selec-
cién de un nuevo sistema de coordenadas obtenido al rotar el sistema original de ejes
X1,Xs,...,X,. A continuacién, se obtienen todas las cargas o direcciones principales,
P= [P|P|---|P],,, v las proyecciones de las Xjs sobre las Pis, es decir, todas las
componentes principales, T= [T1|T5|- - - |T,], ., con las restricciones de que (T3, 7)) = 0
y (T;,T;) = Var(T;) = \;, con \;i-los eigenvalores asociados a los eigenvectores P; con
A1 > Ay > ..., A Luego se ajusta un modelo de regresién de Y contra las variables
latentes Ty se pasa a la prediccion de la respuesta para Y-nuevas asociadas a nuevas
observaciones del vector de predictores. En PCR, se usan las componentes principales en
el espacio de los predictores X's, sin tener en cuenta la informacion de las respuestas Y'’s.

Como se mencioné en la seccion 3.5, la PLSR fue introducida por Wold 1975b, para ser
aplicada en ciencias econdmicas y sociales, pero debido a las contribuciones de su hijo
Wold et al. 1984, gan6 una gran popularidad en el drea de la Quimiometria, en donde se
analizan datos que se caracterizan por muchas variables predictores, con problemas de
multicolinealidad, y pocas observaciones disponibles, lo cual sucede en muchos estudios
de andlisis de imagenes. La metodologia de PLSR generaliza y combina caracteristicas
del Analisis de Componentes Principales (PCA) y Andlisis de Regresién Multiple (MLR).
Su demanda y evidencia ha aumentado y estd siendo aplicada en muchas ramas de la
ciencia. La PISR es similar al andlisis de correlacién canénica (CCA), pero en lugar de
maximizar la correlacion, maximiza la covarianza entre las componentes, es decir, se
hallan direcciones p y ¢ tales que

méx(Xp,Y¢q) = maxp’ X'Yq,
P.a P.a

sujeto a, [|p]| = llql| = 1.

61



4.3. Geometria de Sym™(m)

En general, la PLSR es un proceso de dos etapas. Primero, se transforma la matriz de
predictores X, con ayuda del vector de las variables respuestas Y, en una matriz de
variables latentes no correlacionadas, T= (11,75, ...,T,), llamados componentes PLS,
lo cual lo distingue de PLSR en la cual los componentes son obtenidos usando sélo la
matriz de predictores X. En segundo lugar, se ajusta el modelo de regresion estimado
usando el vector de respuestas original y las componentes PLS como predictores, luego se
procede con la prediccion de respuestas para Y-nuevas asociadas a futuras observaciones
del vector de predictores. La reduccion de la dimensionalidad se obtiene directamente
sobre las componentes PLS, ya que estos son ortogonales y el nimero de componentes
necesarios para el andlisis de regresiéon es mucho menor que el niimero de predictores
originales. El proceso de maximizar la covarianza en lugar de la correlaciéon, evita posibles
problemas de inestabilidad numérica que pueden aparecer al usar correlacién, debido a la
division de las covarianzas por varianzas que pueden ser muy pequenas. Las direcciones
de méaxima covarianza p y ¢ entre las componentes PLS, se pueden hallar mediante el
siguiente problema de eigen-descomposicion:

XTyYTXp=Xp v YIXXTYq= X\

con ||p|| = ||¢|]| = 1. Las variables latentes (o componentes PLS) son calculadas proyectan-
do los datos X y Y en las direcciones p y ¢, es decir, t = Xpy u = Yq y luego se obtienen
todas las componentes latentes T=XP y U=YQ.

4.3. Geometria de Sym™(m)

Ahora se da un resumen de algunos resultados bésicos de Schwartzman 2006 acerca de
la estructura geométrica del conjunto Sym™(m) como una variedad Riemanniana, ver
seccién 2.3. El espacio Sym™(m) es una sub-variedad del espacio euclideo Sym(m). Geo
métricamente, los espacios Sym™(m) y Sym(m) son variedades diferenciables de dimen-
siones m(m + 1)/2 y estdn homeomorficamente relacionados mediante la transformacién
matriz exponencial y logaritmo, ver seccién 2.2. Para cualquier matriz A € Sym(m), su
matriz exponencial estd dada por exp(A) = > -, Ak—f € Sym™(m), reciprocamente, para
cualquier matriz S € Sym™(m), existe un log(S) = A € Sym(m) tal que exp(A) = S.
En los modelos de regresiéon no-paramétricos estandar para respuesta sobre espacios eu-
clideos se estima a E[S|X = x|, ver seccién 3.1. Sin embargo, para respuestas sobre un
espacio curvado, no se puede definir directamente la esperanza condicional de S dado

X =z, como en el caso usual de espacios euclideos.

62



4.3. Geometria de Sym™(m)

Para p(zr) = E[S|X = z], se introduce un vector tangente y el espacio tangente en
u(z) sobre Sym™(m), ver seccién 2.2. Para un escalar pequeno § > 0, se considera el
mapa diferencible, C' : (=4,6) — Sym*(m), t — C(t), tal que, C(0) = u(z). Un
vector tangente en p(z) se define como la derivada de la curva suave C(t) con respecto
a t evaluada en ¢t = 0. El conjunto de todos los vectores tangentes en p(z) se llama
espacio tangente de Sym™(m) en u(z) y se denota por T, )Sym™ (m), dicho espacio se
puede identificar con una copia de Sym(m). El espacio T},,)Sym™(m) es equipado con
un producto interno ( . , . ), llamado métrica riemanniana, la cual varia suavemente
de punto a punto, ver seccién 2.3. Por ejemplo, se puede usar la métrica de Frobenoius
como métrica riemanniana. Para una métrica riemanniana dada, se calcula (U , V)
para cualesquiera U y V en T,)Sym™ (m) y luego se calcula la longitud de la curva

suave C(t) : [to,ts] — Sym™(m), la cual es igual a: [C(t)| = [ \/(C(t),C(t))dt,

donde, C(t)-es la derivada de C(t)- con respecto a t. Una geodésica es una curva suave
en Sym™(m) cuyos vectores tangentes no cambian en longitud o direccién cuando uno
se mueve a lo largo de la curva. Para cualquier U € T),,)Sym™ (m), existe una tnica
geodésica, denotada por 7, (t;U), cuyo dominio contiene al intervalo [0, 1], tal que
Yu(z)(0;U) = 11(x) ¥ 7,2)(0; U) = U. El mapa exponencial riemanniano se define como

EXp(p) Ty Sym™ (m) — Sym™*(m) ; U — Exp ) (U) = V@) (1; U). (4.1)
La inversa del mapa exponencial riemanniano, llamado el log-riemanniano, se define como
Log,,() Sym*(m) — T,»Sym*(m) ; S — Log,»(S) =U, (4.2)

tal que, Exp,,,)(U) = 5. Por tltimo la distancia mds corta entre 2 puntos () y pa(z)
en Sym*(m), es llamada la distancia geodésica y se denota por g(ui(z), pe(z)), la cual
satisface

d2(pa (), po () = (Lo, (wyti2(x), L0g,,, (o 2(2)) = [|L0OG,,, (k2 (2)]]3- (4.3)

Se define el residual de S con respecto a p(x), denotado por £,(X), como: ,(x) =

L0g,(z)S € Tu@)Sym™ (m). Para C' = [c;] € Sym(m), se define la vectorizacién de C

T m(mt1)
como Vecs(C') = [011 Cla ... Cim C22 ... Com ... cmm] € R~ 2 . La esperanza

condicional de S dado X = z, se define como la matriz p(z) € Sym™ (z), tal que

ElLog, ) S|X =] = E[e,(X)|X = 7] = 0pxm, (4.4)

en donde la esperanza, es tomada componente a componente con respecto al vector-
aleatorio multivariado Vecs[Log,,,)S] € R 2.
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4.3.1. Modelo de Regresion Para datos Respuesta en el espacio
Sym™(m)

Debido a que los DT’s estan en un espacio no lineal, es tedrica y computacionalmente
dificil de desarrollar un marco estadistico formal que incluya teoria de estimacién y prue-
bas de hipdtesis, en donde se use un conjunto de covariables para predecir directamente
DT’s como respuesta. Usando el desarrollo reciente de la métrica log-euclidea, Arsigny
et al. 2006, los DT’s se pueden transformar del espacio no-lineal en sus matrices log-
aritmicas en un espacio euclideo. Zhu et al. 2009, desarroll6 un modelo de regresién
con los DT’s log-transformados como respuesta. El modelo se basé en un método semi-
paramétrico, el cual evita especificar distribuciones paramétricas para los DT’s aleatorios
log-transformados. Se han planteado procesos de inferencia para estimar los coeficientes
de regresion de dicho modelo, al igual que estadisticas de prueba para contrastar hipétesis
lineales de los parametros desconocidos y procesos de pruebas basados en métodos de
remuestreo para evaluar simultaneamente la significancia estadistica de hipdtesis lineales
a través de grandes ROIL. A continuacién se describe el procedimiento del planteamiento
del modelo de regresion polinomial local intrinseco (RPLI) para matrices simétricas DP
como respuesta.

Para estimar a p(z) = E[S|X = x| en el modelo de RPLI, se procede de la siguiente
forma. Debido a que u(x) estd sobre un espacio curvado, no se puede expandir direc-
tamente a pu(x) en X = g, usando series de Taylor. En lugar de eso, se considera el
mapa Logaritmo Riemanniano de p(z) en pu(zg) sobre el espacio T),,)Sym™ (m), es decir,
L0g,,(50) (%) € Ty(zySym™(m). Como Log,, . u(x) estd en un espacio tangente diferente
para cada valor distinto de X, se pueden transportar desde Tu(x)Sme“(m) al espacio
tangente comin T, Sym™ (m), a través del transporte paralelo dado por:

D, (z0) ¢ TMzO)Smer(m) — T]mSmer(m); Logu(zo)u(x) — @u(zo)(Log“(zo)u(x)) =Y(x), (4.5)

y su inversa Log, ., u(z) = @/ y(Y(2)) € Tyag)Sym ™ (m).

(o

Para Log,,;)/(70) = Om € Tyyzp)Sym™(m), debido a que ®,,(;,)(Om) = Y (20) = O, ¥
como Y (z) y Y (xg) estan en el mismo espacio tangente Ty, Sym™(m), se expande a Y (z)
en xgy, usando series de Taylor, de donde se obtiene:

ko
Log ey H(7) = @) (Y () @6 (Z YO (o) (a — 370)’“) : (4.6)
k=1

con ko-un entero y Y *)-es la k-ésima derivada de Y (x) con respecto a x dividida por k!.
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Equivalentemente se tiene que
ko
() = BB a0) () (Y (2))) = BBy (ézﬁxo) (Z Y8 (o) (@ — xo>k>> = p(z,a(w0) ko), (47)
k=1

donde, a(xg)-contiene todos los pardmetros en: {u(zg), YV (o), ..., Y®) (z0)}.

Para el conjunto de vectores en TM(x)Smer (m), se pueden definir varias métricas rieman-
niana, entre las cuales esta la métrica log-euclidea, para la cual ahora se revisan algunas
de sus propiedades bésicas.

Se usan las notaciones exp(.) y log(.), para representar las matrices exponencial y log-
aritmo respectivamente. Mientras que se usa Exp y Log, para representar los mapas
exponencial y logaritmo riemanniano respectivamente. Se denota por d,;)log.(U)-como
la diferencial de la matriz logaritmo en p(x) € Sym™(m) que actiia sobre un desplaza-
miento infinitesimal U € T),,ySym™ (m) y se define la métrica log-euclidea sobre Sym™ (m)
como: para U,V € T),,)Sym™ (m)

(U, V) = tr [(0w)og.U)(Ouwlog.V)] . (4.8)
La geodésica 7,(y)(t; U)-esta dada por:
Yu(z)(t; U) := exp [log(,u(x)) + tau(x)log.V} , VteR. (4.9)
Se denota por Olog(u(z))exp-(A)-como la diferencial de la matriz exponencial en log(u(x)) €
Sym(m) = T},,)Sym™ (m) que actia sobre un desplazamiento infinitesimal A € Tjog(u(x)Sym™ (m).
Los mapas exponencial y logaritmo riemanniano se definen respectivamente de la forma
siguiente: para S € Sym™ (m)
Exp,, (o) (U) := exp [log(u(x)) + 8,y log-(U)] 5 Log,, () (S) := Bog(u(a))exp 10g(S) — log(p(z))] . (4.10)
Para u(z),S € Sym™(m), la distancia geodésica esta dada por:

(), S) = tr [(log p(x) — log(5))*] (4.11)

con a®? =aal| con a-vector. Ahora para dos matrices u(z) y () € Sym™ (m) y cualquier
Uizo) € Tu(xo)Sme“(m), el transporte paralelo se define como sigue:

D pu(ag)  Tu(ag)Sym™ (m) — T, Sym™ (m) 5 Up(ag) — Pu(ao) Up(zo)) = Fu(20)108 (Up(ao)) -

65



4.4. El Modelo de Regresiéon PLS

Luego con Uy (ag) = L0, () 1(7) € Tyua)Sym™ (m), entonces

Y () = @puiag) (LOGyu () () = log pu(w) — log pu(wo), (4.12)
y u(x) = exp [log pu(zo) + Y (2)].

El residual de S con respecto a u(x), es definido como: €,(X) := log(S) — log(u(x)), ¥
EllogS|X = x] = log pu(x), y se define el modelo de RPLI como:

log(S].X) = log(u(x)) + ,(X). (4.13)

con Ele,(X)] =0, es decir que, EllogS|X = z] = log(u(x)).

4.4. El Modelo de Regresion PLS

Suponga que tenemos n — DT’s, denotados por T; : ¢ = 1,2,...,n obtenidos a partir
de un voxel correspondiente de las DTT’s normalizadas y re-orientadas espacialmente de
n-sujetos. A continuacién se obtiene la log-transformacion de los T;, que se denotan por
log(T;) = Léﬂ(j,k)’ y un vector 6-dimensional dado por:

LT,i - (LZ

T(171)7

Lo, o Ly gy Ly Ly o L )7, (4.14)

1,2)? " T1,3) T T2,2 T(2,3)? 71(3,3)

donde, Li;p ,
<]‘k) . . . 7
se observa un conjunto de covariables de interés.

—denota el (7, k)-elemento de la matriz logaritmo de 7;. Para cada individuo,

En estudios de imagenes médicas generalmente se consideran muchas medidas demografi-
cas o clinicas sobre los distintos pacientes considerados en un cierto estudio, en donde
la cantidad de informacion disponible es muy grande, presentandose posibles problemas
de dependencias lineales entre las covariables de interés, que origina el problema de mul-
ticolinealidad, y ademas generalmente se cuenta con pocos individuos disponibles para
el andlisis de la informacion. Para los DT’s log-transformados, se considera un modelo
lineal dado por:

LT,i:XiB—i_E’i s i:1,2,...,n (415)
1x6 Ixppx6  1x6

Lr=XB + ¢ (4.16)

nx6 nXxXppXx6 nx6

con Ele|x] = 0,x, y Cov(e|x) = X,pxnp, donde X, Y=L, B, y €, son matrices que
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4.4. El Modelo de Regresiéon PLS

representan las covariables, respuestas, coeficientes de regresion y errores del modelo.
Comparado con los modelos lineales generales, el modelo de (4.16), basado en la media
condicional y covarianza, no asume suposiciones distribucionales para las medidas de
imagenes.

Si 0 6,121)x1-€s el vector de pardmetros desconocidos contenidos en >, entonces para
(6p+21) )
estimar a 6- se maximiza la funcién objetivo dada por

n

ln<0) = —% Z (10g’2|(LT71 - BXZ‘)TE_l(LTJ‘ - ﬂXz)) s (417)

=1

utilizando el algoritmo iterativo planteado por Li et al. 2009 para obtener a 6.

El modelo de regresién 4.16 se ha ajustado usando los algoritmos que existen para PCR
y para PLSR, siguiendo los pasos descritos en la seccién 2.2, y teniendo en cuenta las
log-transformaciones realizadas a los datos originales para llevarlos a un espacio euclideo.
En este espacio euclideo el modelo de regresion 4.16 hereda las propiedades del modelo
de regresion PLS estandar para datos datos no transformados sobre espacios euclideos,
lo cual puede ser justificado mediante el regreso a las variables respuestas originales a
partir de los predictores igualmente regresados a sus valores originales.

4.4.1. Evaluacién del modelo de Regresion PLS mediante Datos
simulados

Mediante conjuntos de datos simulados se evalian los comportamientos del modelo de
regresiéon PLS, comparando sus resultados de prediccién con los arrojados por la técnica
de PCR en el caso de matriz disefio de rango incompleto y con el modelo de regresion
clasico, en el caso de una matriz diseno de rango completo.

Los entornos considerados para simular los datos fueron los siguientes. Primero se simulé una
muestra de matrices simétricas PD de tamano n=20 con k=15 covariables generadas de
una distribuciéon normal multivariada con media cero y estructura de covarianza da-
da por X = 0.6/g, luego se incrementd el tamano muestral a n=30 y se incremento el
nimero de covariables de k=15 a k=45 con una estructura de covarianza dada por
Y = 0.3l + 0.61,17, con 1,: vector de unos. En ambos entornos se utilizaron valores
para los coeficientes de betas datos por la matriz de orden p x 6, 8, = [1+0.1 x (k—1)]7,
se calculd la exponencial de ¥ para asegura la definidez positiva de esta.
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4.4. El Modelo de Regresiéon PLS

A continuacién se exponen los resultados obtenidos en cada uno de los escenarios con-
siderados en el estudio simulado que se llevo a cabo. Para el primer entorno se tiene en
la Tabla uno, los porcentajes de varianza explicados por cada una de las componentes
latentes mediante PCR y PLSR, se observa que PCR explica mas de la variabilidad de
X que PLSR, lo cual siempre sucede, mientras que al observar la Tabla dos, se tiene que
las componentes PLS explican un mayor porcentaje de la variabilidad de Y que las com-
ponentes PCR, con dos componentes se alcanza mas del 80 % de la variabilidad en Y, y
aproximadamente un 20 % de la variabilidad en X. En la figura uno, se tienen las graficas
de la raiz cuadrada del error cuadratico medio de prediccién (RMSEP) contra el nimero
de componentes usando validacién cruzada (CV), a partir de la cual se puede observar
que en PCR se necesitarian alrededor de 4 componentes para explicar la mayor parte
de la variabilidad de los datos mientras que en PLSR se necesitan 3 componentes en la
mayoria de los casos. Aunque en general en esta ilustracion hay poca diferencia entre los
resultados obtenidos por ambos métodos, lo cual se debe al proceso de simulacién llevado
a cabo. En la figura dos, se observan graficas de los datos predichos junto a los valores
observados de las respuestas, observandose un mayor precision en el ajuste cuando se
utiliza PLSR. Para el segundo entorno se tiene en a Tabla tres, se tienen los porcenta-
jes de varianza explicados por cada una de las componentes latentes mediante PCR y
PLSR, nuevamente se tiene que PCR explica méas de la variabilidad de X que PLSR, y
en la Tabla cuatro, se tiene que las componentes PLS explican un mayor porcentaje de la
variabilidad de Y que las componentes PLS, con cinco componentes se alcanza mas del
60 % de la variabilidad en Y, y aproximadamente un 35 % de la variabilidad en X. En la
figura tres, se tienen las graficas de los RMSEP contra el nimero de componentes, y se
puede observar que en PCR se necesitarian alrededor de 7 componentes para explicar la
mayor parte de la variabilidad de los datos mientras que mediante PLSR se necesitan 5
componentes en la mayoria de los casos. En la figura cuatro, se observan gréficas de los
datos predichos junto a los valores observados de las respuestas, observandose un mayor
precisiéon en el ajuste cuando se utiliza PLSR.

Tabla 4.1: Porcentaje de Variabilidad de X explicada por cada componente.

Comp1l Comp2 Comp3d Comp4 Compb Comp6 Comp7 Comp 8
PCR 17.57 15.55 13.59 12.46 11.16 9.16 6.81 4.64
PLSR  14.27 9.93 10.16 13.45 12.60 5.75 4.46 7.07
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Tabla 4.2: Porcentajes de Varianza explicada acumuladas de X y Y por las compo-

nentes seleccionadas mediante PCR y PLSR.

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6comps 7comps 8 comps
X 17.57 33.11 46.70 59.16 70.32 79.48 86.28 90.93
X 14.27 24.20 34.37 47.82 60.43 66.17 70.64 77.70
Y1 7.69 18.38 33.74 51.79 52.72 52.91 54.64 57.04
Y1 66.85 82.64 88.85 89.51 90.13 91.21 95.17 95.26
Y2 14.95 22.65 36.98 58.96 60.99 61.09 62.21 62.29
Y2 74.87 87.30 96.16 96.35 96.46 97.01 98.04 98.05
Y3 7.45 20.12 34.30 55.21 56.38 56.43 56.44 56.77
Y3 70.51 88.00 94.72 95.05 96.33 97.57 97.67 97.78
Y4 7.30 19.10 41.57 58.71 60.19 60.20 61.57 61.78
Y4 74.39 91.05 95.78 96.90 96.92 97.87 99.36 99.39
Y5 7.44 19.65 45.13 60.30 60.66 61.30 62.61 62.93
Y5 74.38 89.10 93.22 95.70 96.19 96.62 97.51 98.38
Y6 13.89 20.83 40.31 62.35 63.45 63.46 63.46 63.47
Y6 77.35 90.32 97.51 97.60 97.63 99.12 99.12 99.38
Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3
Y4 Y5 Y6 Y4 Y5 Y6
Numero de Componentes Nuamero de Componentes
(a) PCR (b) PLSR

Figura 4.1: RMSEP v.s Nimero de componentes mediante PCR y PLSR
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Figura 4.2: Grafico de Valores Predichos Junto a valores observados mediante PCR

y PLSR.

Tabla 4.3: Porcentaje de Variabilidad de X explicada por cada componente, entorno

2.
Compl Comp2 Comp3 Comp4 Comp5 Comp6 Comp7 Comp8 Comp9 Compl0
PCR 12.81 9.33 8.74 7.42 7.22 6.39 6.33 5.12 4.97 4.44
PLSR 10.63 8.65 6.39 5.21 3.85 5.34 4.88 5.36 5.32 5.00
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Tabla 4.4: Porcentajes de Varianza explicada acumuladas de X y Y por las compo-
nentes seleccionadas mediante PCR y PLSR, entorno 2.

1 comps 2 comps 3comps 4comps 5comps 6comps 7comps 8comps 9comps 10 comps
X 12.81 22.14 30.88 38.30 45.52 51.90 58.23 63.35 68.33 72.77
X 10.63 19.28 25.67 30.88 34.73 40.07 44.95 50.32 55.64 60.64
Y1 26.52 50.85 51.17 56.31 59.51 59.69 79.40 80.74 80.83 82.65
Y1 83.70 93.81 97.39 98.80 99.37 99.59 99.66 99.66 99.66 99.67
Y2 26.97 51.87 51.99 57.41 61.87 62.25 80.86 82.42 82.52 83.83
Y2 84.85 94.65 97.57 98.58 99.09 99.19 99.37 99.72 99.74 99.74
Y3 24.82 50.72 51.34 57.02 61.40 61.56 81.08 82.05 82.05 83.70
Y3 83.92 95.16 97.72 98.91 99.38 99.38 99.52 99.54 99.70 99.73
Y4 27.00 51.74 52.05 57.50 61.39 61.65 80.51 81.84 81.99 84.23
Y4 84.74 94.50 97.54 98.67 99.23 99.44 99.66 99.73 99.74 99.81
Y5 25.11 50.70 50.90 56.36 59.61 59.97 81.14 81.93 81.96 83.96
Y5 83.80 94.97 97.77 98.77 99.14 99.37 99.38 99.54 99.74 99.75
Y6 26.75 53.38 53.80 59.58 63.02 63.15 82.70 83.96 84.18 85.90
Y6 86.10 95.97 98.12 99.03 99.37 99.53 99.69 99.71 99.73 99.85

Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3

Y4 Y5 Y6 Y4 Y5 Y6

Numero de Componentes Nimero de Componentes
(a) PCR (b) PLSR

Figura 4.3: RMSEP v.s Numero de componentes mediante PCR y PLSR, entorno 2.
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(a) PCR (b) PLSR

Figura 4.4: Grafico de Valores Predichos Junto a valores observados mediante PCR
y PLSR, entorno 2.

En este estudio simulado se ha ajustado en modelo de regresion PLS lineal para estudiar
la relacién entre un conjunto grande de predictoras de interés con un conjunto de variables
respuesta que viven en un espacio simétrico Riemanniano, para lo cual se ha utilizado la
teoria de mapas Exponenciales y Riemannianos para transformar los datos del espacio
no euclideo al espacio euclideo de matrices simétricas, en donde se ha desarrollado la
metodologia. Los resultados ha mostrado un apoyo a la metodologia propuesta debido
a que ha arrojado mejores predicciones de la respuesta en comparacion a la técnica de
regresion por componentes principales, como sucede en situaciones clasicas de andalisis de
datos en espacios euclideos con matrices de predictoras que presentan alta multicolineal-
idad o problemas de bajo nimero de observaciones y muchas predictoras. Los resultados
han apoyado el hecho de que es fundamental tener buenas predicciones del vector de
variables respuesta, que en este caso no esta dado por un escalar en cada voxel de la
imégen, sino por una matriz simétrica PD 3 X 3 que representa a la matriz de varianzas
covarianzas del movimiento aleatorio Bronwiano que simula al movimiento de las molécu-
las de agua a través del cerebro en cada uno de los voxeles correspondiente de la imagen
completa sobre ciertas regiones de interés. Esta matriz simétrica PD 3 x 3 frecuentemente
se representa de forma geométrica mediante un elipsoide tri-dimensional.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

En esta investigacién se propuesto un modelo de regresién PLS lineal para estudiar la
relacion entre un conjunto grande de predictoras de interés que viven en un espacio eu-
clideo con un conjunto de variables respuesta que viven en una variedad Riemanniana,
0 mas exactamente en un Espacio Simétrico Riemanniano, para lo cual se ha utilizado
la teoria de mapas Exponenciales y Riemannianos para transformar los datos del espa-
cio no euclideo al espacio euclideo de matrices simétricas, en donde se ha desarrollado
la metodologia. Los resultados han mostrado un apoyo a la metodologia propuesta en
comparacion a la técnica de regresion por componentes principales, como sucede en situa-
ciones clasicas de andlisis de datos en espacios euclideos con matrices de predictoras que
presentan alta multicolinealidad o problemas de bajo niimero de observaciones y muchas
predictoras. Para trabajos futuros esperamos plantear modelos mas realistas, como por
ejemplo modelos PLS no lineal para este tipo de datos matrices simétricas PD y otros
tipos de datos variedad valuados como lo son, los datos obtenidos mediante representa-
ciones geométricas de objetos via la representacién medial axial (m-rep), el grupo de
rotaciones ortogonales, entre otros. La ilustracion presentada en esta tesis para datos
simulados, nos da una luz de cémo se podrian comportar este tipo de modelos en aplica-
ciones de datos reales y nos orienta a seguir trabajando en esta direccién. Como trabajo
futuro inmediato se tiene la ampliacion y aplicacién de este tipo de modelos a datos reales
los cuales generalmente presentan algin tipo de dificultad a la hora de obtenerlos pero
que con algo paciencia y dedicacién es posible lograr obtener en distintas entidades del
sector de la salud.
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