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Capitulo 1

Introduccion

Una clase importante de distribuciones en la teoria de convergencia de sumas, maximos
y minimos normalizados de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (v.a.i.i.d) es la clase de las distribuciones sum, max y min-estables ya que los
miembros de esta clase coinciden con las distribuciones limites de dichas transforma-
ciones cuando estos limites existen (Teorema Central del Limite Generalizado y Teorema
de Fisher-Tippet).

Las distribuciones de esta clase pueden depender de parametros de forma, asimetria,
localidad y escala. Sea (i, la clase de distribuciones formada por todas las distribu-
ciones h—estables cuyos Unicos parametros desconocidos son los de localidad y escala,
donde h denota cualquiera de las operaciones suma, maximo y minimo. Ejemplos de
distribuciones en Cj4s son las distribuciones normal, Gumbel y exponencial.

Algunos métodos de analisis estadistico suponen que las observaciones provienen de
una distribucién que pertenece a la clase Cjs,, como es el caso del andlisis de varianza,
el andlisis de regresién y la prueba de t, los cuales asumen normalidad.

En este trabajo se propone una prueba de bondad de ajuste para probar la hipdtesis
de que una muestra aleatoria (m.a.) sigue una distribuciéon h—estable con pardmetros de
localidad y escala desconocidos haciendo uso de la propiedad de estabilidad la cual se re-

fiere al hecho de que sumas, maximos y minimos de v.a.i.i.d. con distribucién sum, max
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y min-estable también tienen distribucion sum, max y min-estable, respectivamente.

Por otra parte, también se propone una prueba de bondad de ajuste para la dis-
tribucion normal multivariada la cual es una distribucién sum-estable multivariada muy
importante en el desarrollo de métodos de analisis multivariado. La prueba propuesta
es una generalizacion de la prueba de Shapiro-Wilk para normalidad univariada.

En el Capitulo 2 se presentan las definiciones de v.a.’s sum, max y min-estables y
dos teoremas sobre convergencia en distribucién de sumas y maximos normalizados de
v.a.i.i.d. También se revisan algunos conceptos bésicos sobre pruebas de hipdtesis y
algunos criterios para clasificar las pruebas de bondad de ajuste.

En el Capitulo 3 se hace una revision de la literatura sobre pruebas de bondad de
ajuste para distribuciones que pertenecen a la clase Cj4s y sobre pruebas para normalidad
multivariada.

En el Capitulo 4 se propone una técnica para obtener pruebas de bondad de ajuste
para distribuciones estables con parametros de localidad y escala desconocidos. En
particular, se dan los detalles necesarios para probar las hipotesis de normalidad, dis-
tribucion Gumbel y exponencialidad. También se presenta una comparaciéon de las
potencias de estas pruebas con las potencias de las pruebas de Anderson-Darling y
Epps (2005).

En el Capitulo 5 se hace una generalizacion de la prueba W de Shapiro-Wilk para
probar normalidad multivariada. Se revisan las pruebas de Mardia (1970), Srivastava y
Hui (1987), Henze y Zirkler (1990) y Mudholkar, Srivastava y Lin (1995) y se hace una
comparacion de estas pruebas con la prueba propuesta en términos de sus potencias
contra varias alternativas.

En el Capitulo 6 se discuten los resultados obtenidos en los dos problemas estudiados

y se hacen algunas conclusiones.



Capitulo 2

Materiales y métodos

Este capitulo contiene las definiciones, resultados y métodos necesarios para el desarrollo
de este trabajo. En la Seccién 2.1 se dan las definiciones de v.a.’s sum, max y min-
estables y se presenta el Teorema Central de Limite Generalizado y el Teorema de Fisher
y Tippet. La Seccion 2.2 contiene algunos conceptos bésicos sobre pruebas de hipotesis

y una revisién sobre varios criterios para clasificar las pruebas de bondad de ajuste.

2.1 Distribuciones estables y teoremas relacionados

2.1.1 Distribuciones sum-estables

Definicion: Una v.a. X es sume-estable si para dos copias independientes de X,

digamos X1 y Xo, y cualesquiera constantes a 1y b,

para alguna constante ¢ > 0 y algun d € R. La v.a. X es estrictamente sum-estable si

se cumple (2.1) con d =0 para todas las elecciones de a y b.
La definicién anterior es equivalente a la siguiente (Nolan, 2007).
Definicion: Una v.a. X es sum-estable si y sélo si X L aZ + b, a>0,beR,

3
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donde Z es una v.a. con funcion caracteristica

oz(u) = exp <— lul® [1 — i tan <%> szgn(u)D ,a# 1
= exp (— [l [1 + zﬁ%szgn(u) In |u|1) ,a=1
donde 0 <a<2y—-1<pg<1.

En general, una distribucién sum-estable depende de 4 pardmetros: el indice de
estabilidad a € (0,2], el pardmetro de asimetria 3 € [—1,1], el parametro de escala
v > 0 y el pardmetro de localidad § € R. El estudio de estas distribuciones tipicamente
se hace a través de su funcién caracteristica porque en general no existen expresiones
con forma cerrada para densidades y funciones de distribucion.

El Teorema del Limite Central (TLC) establece que la distribucién de la suma
normalizada de v.a.i.i.d. con varianza finita converge a la distribucién normal. FEl

siguiente teorema es una generalizacion del TLC para v.a.i.i.d. con varianza infinita.

Teorema del Limite Central Generalizado
Sea X1, X5, X3, ... una secuencia de v.a. i.i.d. Existen constantes a,, > 0, b, € R y una

v.a. no degenerada Z tal que, cuando n — o0,
i (X144 X)) — by 5 7

sty solo si Z es sum-estable.

2.1.2 Distribuciones max y min-estables

Sean X, Xs,..., X, n > 2, copias independientes de una v.a. X con f.d. Fyx. Sea
Mn = max {Xla Xz, 7Xn}
Definicion: Se dice que la v.a. X es max-estable si

d

Mn = an,maa}X + bn,ma:c

para ciertas constantes Gy maz > 0 Y bnymax e R.
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Teorema. Propiedad limite de las distribuciones max-estables
La clase de distribuciones maz-estables coincide con la clase de todas las distribuciones
limite posibles de maximos de v.a.i.1.d.

Prueba: Ver Embrechts (1997), pag. 121.

Teorema de Fisher-Tippet (distribuciones limite de maximos)
Sea X1, Xa, ..., X,, una secuencia de v.a.i.i.d. Si existen constantes ¢, > 0, d, € R y

alguna f.d. G tal que, cuando n — oo,

N (M, —d,) % G,

n

entonces G es alguna de las f.d. siguientes
Gumbel: Gy(x) = exp{—exp{—z}}, v € R.
Weibull: Gy(x) = exp {—(—2)*}, 2 <0, a > 0.
Fréchet: G3(z) = exp{—2~°}, x >0, a > 0.

Prueba: Ver por ejemplo Resnick (1987).
Definicion: Se dice que la v.a. X es min-estable si
min {Xlu X27 ceey Xn} i an,minX + bn,min

para ciertas constantes apnmin > 0 Y by min € R.

Se pueden obtener resultados analogos a los anteriores para el minimo de una
m.a. usando la igualdad min {Xi, Xo, ..., X,,} = —maz {—X1,—Xo,...,—X,,} (Reiss
y Thomas, 2001).

Para una revisién mas completa sobre el contenido de esta seccién veanse a los libros

de Embrechts, Kliippelberg y Mikosch (1997) y Reiss y Thomas (2001).
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2.2 Pruebas de hipodtesis

Sea X1, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria de una densidad fx (z;6), donde § € Q C R*,
k>1.

Definicion: Una hipdtesis estadistica es una afirmacion o conjetura acerca de la

distribucion de una o mds variables aleatorias.

Sea w C €2. Considere las hipotesis:
Hy:0cw yH :0€Q—w.

Hyj es llamada la hipdtesis nula y H; la hipdtesis alternativa.

Definicion: Una prueba de hipdtesis es una regla de decision basada en X= (X1, X, ..., X,,)
que especifica para qué valores muestrales no se rechaza que Hy es verdadera y para qué

valores se rechaza Hy y se acepta que Hy es verdadera.

Si x denota al conjunto de todos los valores posibles del vector de observaciones
X, entonces una prueba es una particién de x en dos conjuntos, xr v X4, tales que
XeUXxXa =XV XrMNxa = ¢. La regla de decisién es: rechazar Hy si X € xg 0 no
rechazar Hj si x € x4, donde x es una realizaciéon de X.

Tipicamente, xg se describe en términos de una estadistica 7' = ¢ (X) la cual es
llamada la estadistica de prueba. Al considerar T' = ¢ (X), el espacio x es transformado
en el espacio 7 el cual es el conjunto de todos los valores posibles de T

Al tomar la decisién de rechazar o no rechazar Hy puede ocurrir alguno de los
siguientes tipos de errores:

Error de tipo I: se rechaza H, cuando Hj es verdadera.

Error de tipo II: no se rechaza Hy cuando Hj es falsa.

Las pruebas de hipotesis se evalian y comparan a través de las probabilidades de

los errores de tipo I y II, las cuales son:
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P {error de tipo I usando xg} = P{x € xr | Hy es verdadera}
= P{xexrp|blcw}
= / fx (x;0)dx, 6 € w
XR

= / fr(t;0)dt, 6 € w
TR

P {error de tipo IT usando xg} = P{x € xa | Hy es falsa}
= P{xexal0eQ—-uw}

_ / fx (x:0)dx, 0 €Q—w
XA

= / fr(t;0)dt, 0 € Q—w.
TA

Lo peor que puede suceder es que P {error de tipo I usando g} sea méxima para

0 € w o que P {error de tipo IT usando g} sea maxima para € Q — w.
Definicion: Se dice que una prueba xgr es de tamano « si

P {error de tipo I usando xr} < a, 0 € w, a € (0,1).
Es decir, xr es de tamano « si

sup { P {error de tipo I usando xg}} < o, € (0,1).
Ocw

Definicion: La funcion de potencia de una prueba xr es una funcion (B, (6) : @ —

0, 1] tal que

Byp (0) = P{rechazar Hy usando xr | 6}

= P{zecxr]0}
= / fX(iB;Q)
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En general, no existe una prueba yr 6ptima. Por lo tanto, tipicamente se fija un
tamano de prueba, digamos ag, y se trata de identificar la prueba uniformemente mas

potente de tamano ag bajo la hipdtesis alternativa.

2.2.1 Pruebas de bondad de ajuste

Definicion: Una prueba de bondad de ajuste es un procedimiento estadistico para
probar la hipotesis de que una funcion de distribucion particular ajusta un conjunto de

datos observados sin especificar una hipotesis alternativa.

Sea X1, Xs, ..., X,, una muestra aleatoria de una f.d. Fx(z). Cuando se enfrenta el

problema de construir una prueba de bondad de ajuste para la hipotesis nula
Hy : Fx(x) = Fy(x),

donde Fy(x) denota una familia de distribuciones, no se cuenta con un criterio gen-
eral para construirla. Sin embargo, al revisar la literatura se observa que muchas
pruebas se han obtenido con base en alguno de los siguientes criterios (D’Agostino

y Stephens,1986).

Pruebas basadas en la funcién de distribucion empirica

Estas pruebas estan basadas en una comparacion de la funciéon de distribucién

empirica (f.d.e.) con la f.d. tedrica. La estadistica de prueba es de la forma:
T = di (Fo(z), Fu())

donde d; (Fy(x), F,(z)) es una funcién de distancia y F,,(z) denota la f.d.e. la cual se

define como
_ Fdexis <
a n

onde las x’s son una realizacién de la m.a.
donde 1 ! | del
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Ejemplo: la estadistica de Kolmogorov
Dy= suwp |Fu(a)— Fola)
—oo<r<oo
y la de Anderson-Darling
X (Fu() — Fo(2))?
A% = n/ ( dFy(x).
- B — R

La distribucién de algunas estadisticas de este tipo no depende de Fy(x).

Pruebas basadas en la funciéon caracteristica empirica

Sea ¢y (x) la funcién caracteristica (f.c.) de Fy(x) y sea ¢, () la f.c. empirica definida

CcOo1mo
n

bul@) = > exp it} i = VoL E € R
i=1

La estadistica de este tipo de pruebas es de la forma

Ty = dy (¢o(x), Pn(x))

donde ds (¢o(x), ¢(x)) es una funcién de distancia tal que d (¢o(x), d(z)) = 0 si y sélo
si p(x) = ¢o(x).
Ejemplo: la estadistica de Epps (2005)
I, = n/ |6 () — o (1)|* w(t)dt

donde
w(t) = |¢o(t)l2//|¢o(7)|2d7.

Pruebas basadas en momentos

Otro criterio para construir pruebas de bondad de ajuste consiste en comparar
algunos momentos poblacionales con los momentos muestrales correspondientes. FEl
k—ésimo momento central de Fy(x), k > 0, se define como

pe= [ @)t ar

(e 9]
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donde p = [7°_xzdFy(z) y el k—ésimo momento central muestral estd dado por

n

mk:lZ(a:i—E)k

n
1=1

1
donde T = = >0 | ;.
n
Ejemplo: la estadistica
My

by =

m3’
A pesar de que los k—ésimos momentos de dos distribuciones distintas pueden ser
iguales para algunos valores de k, existen muchas pruebas basadas en este criterio

(Thode, 2002).

Pruebas de correlacion y regresién

Sea Fy(z) una f.d. que depende tnicamente de pardmetros de localidad y escala,
peRyo?>0. Sea Xg = (Xp), X(2)s ..., X)) €l vector de estadisticas de orden corre-
spondientes a la m.a. Xy, Xy, ..., X,,. Sea Zg = (Z(l), A Z(n)) una m.a. ordenada
delaf.d. Fy(z) con pardmetros p =0y o =1ysean m' = (my,mo,...,my,) y V = {v;;}

el vector de medias y la matriz de covarianzas de Zg, respectivamente. Entonces,

X(i) 4 n+ O'Z(i),l' =1,...,n.

2

Una prueba de correlaciéon compara dos estimadores de o°. Un ejemplo de este

tipo es la prueba de Shapiro y Wilk (1965) para probar normalidad univariada cuya

estadistica de prueba es

2

2.
W _ =1

n

> (2 —7)°

=1

para ciertas constantes aq, as, ..., .

Una prueba de regresion consiste en medir la linealidad entre X, y m.
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Pruebas basadas en caracterizaciones

Se dice que una propiedad caracteriza la distribucién F{y cuando dicha propiedad se
cumple si y sélo si Fy es verdadera.

Se dice que una prueba se basa en una caracterizacion de Fy cuando se prueba que
se cumple la propiedad caracteristica en lugar de probar directamente que se cumple

Fy. Algunas pruebas basadas en caracterizaciones son de alguno de los tipos anteriores.

Evaluacién de una prueba de bondad de ajuste

La forma mas comun de evaluar una prueba de bondad de ajuste consiste en obtener su
potencia contra una distribucién alternativa completamente especificada. Sin embargo,
debido a que en muchos casos es dificil (o0 no es posible) calcular la potencia de una
prueba analiticamente, tipicamente se recurre al uso de simulacién de Monte Carlo para

obtener una estimacién empirica de la misma.
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Revision de literatura

En este capitulo se hace una revision sobre pruebas para las distribuciones normal,
Gumbel y exponencial, las cuales pertenecen a la clase Cjy, de distribuciones estables
con parametros de localidad y escala desconocidos. También se revisa la literatura sobre
pruebas para normalidad multivariada.

La prueba de Shapiro y Wilk (1965) es la prueba clésica para probar normalidad
univariada. La estadistica de prueba es la razén del cuadrado de una combinacién lineal
de las estadisticas de orden entre la varianza muestral. Varios estudios de potencia dan
evidencia de que esta prueba tiene buena potencia cuando se consideran tamanos de
muestra pequenos (Gan y Koehler, 1990 y Seier, 2002).

Thode (2002) revisa varias pruebas formales para normalidad ademéds de algunos
métodos graficos y otras pruebas generales ttiles para detectar desviaciones de nor-
malidad. Thode hace una discusion sobre las comparaciones de las potencias de varias
pruebas de normalidad realizadas en trabajos previos y recomienda la prueba de Shapiro
y Wilk porque tiene buena potencia contra una amplia variedad de distribuciones no
normales.

Srivastava y Mudholkar (2003) revisan varias pruebas de normalidad univariada con
el proposito de indicar qué ventajas y limitaciones tienen e ilustrar su uso. Srivastava

y Mudholkar mencionan que la prueba de Shapiro y Wilk es razonable y apropiada en

12
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la mayoria de las situaciones practicas.

Algunas pruebas para normalidad univariada propuestas en los ultimos anos son las
de Bontemps y Meddahi (2005), Cabana y Cabana (2003) y Ahmad y Mugdadi (2003).

Epps (2005) propone una clase de procedimientos para probar bondad de ajuste de
familias con parametros de localidad y escala. La estadistica de prueba es una medida de
la distancia entre la funcién caracteristica empirica de las observaciones estandarizadas
usando estimadores consistentes de los pardmetros y la funcién caracteristica estandar
tedrica.

Para probar la hipdtesis de distribucién Gumbel, Stephens (1977) obtiene valores
criticos asintoticos bajo esta hipotesis de las estadisticas tipo Cramer-von Mises. Kin-
nison (1989) propone usar el coeficiente de correlacién muestral de una grafica de prob-
abilidad.

Henze y Meintanis (2005) revisan pruebas cldsicas y recientes para probar exponen-
cialidad. Ademds proponen una prueba basada en una caracterizacion de la distribucién
exponencial y realizan un estudio de simulacion para comparar las potencias de las prue-
bas.

Las pruebas de Mardia (1970) son las pruebas cldsicas para probar normalidad
multivariada (NMV). Estas pruebas estén basadas en medidas de asimetria y curtosis
multivariadas.

Henze y Zirkler (1990) proponen una clase de pruebas para normalidad p—variada
basadas en la comparacién de la funcion caracteristica empirica de las observaciones or-
togonalizadas con la funcién caracteristica normal estandar p—variada, cuya estadistica
de prueba es invariante afin. Con base en los resultados de Csorgo (1989), los au-
tores demuestran que su clase de pruebas es consistente contra cualquier alternativa no
normal.

Mudholkar, Srivastava y Lin (1995) descomponen el problema de probar normalidad
p—variada en el problema de probar normalidad univariada de p componentes usando

la prueba de Shapiro-Wilk (1965). Por medio de un estudio de simulacién de Monte
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Carlo, Mudholkar encuentra evidencia de que su prueba conserva el tamano de prueba
y que tiene mayor potencia que otras pruebas.

Hay varias revisiones sobre pruebas para NMV. Looney (1995) revisa pruebas para
NMYV basadas en pruebas para normalidad univariada. El propdsito de su revision es
indicar a los usuarios cémo implementar las pruebas.

Thode (2002) revisa algunas estrategias generales para evaluar la bondad de ajuste
de la distribucion NMV y varias pruebas formales para NMV. Thode recomienda las
pruebas de Mardia (1970) y de Henze y Zirkler (1990) para probar NMV ya que, de
acuerdo con las comparaciones realizadas en los trabajos revisados, tienen buena po-
tencia contra una amplia variedad de alternativas.

Henze (2002) hace una sinopsis sobre pruebas invariantes-afines para NMV dando
énfasis al progreso que se logro en los 10 anos previos a la publicacion. Henze recomienda
la prueba de Henze y Zirkler (1990) como prueba omnibus de NMV ya que ésta es
consistente contra cualquier alternativa.

Srivastava y Mudholkar (2003) revisan métodos para probar normalidad multivari-
ada e indican sus ventajas y limitaciones e ilustran su uso.

Mecklin y Mundfrom (2004) hacen una revisién sobre un gran nimero de técnicas
para probar bondad de ajuste de la distribucion NMV y resumen los resultados de los
estudios de potencia realizados en los trabajos incluidos en la revision.

Algunas referencias recientes sobre pruebas para NMV son Siiriicii (2006), Székely
y Rizo (2005) y Hwu, Han y Rogers (2002).

En varios trabajos se compara la potencia de pruebas para NMV. Por ejemplo,
Romeu y Ozturk (1993) realizan un estudio de simulacién de Monte Carlo para comparar
10 pruebas de bondad de ajuste para NMV. Las pruebas son comparadas con respecto
al efecto del tamano de muestra, la dimensién, la probabilidad de la cola, la estructura
de covarianzas y el tipo de alternativa.

Mecklin y Mundfrom (2005), evaltian la potencia de 13 pruebas para NMV por medio

de simulacién de Monte Carlo. Con base en sus resultados, estos autores recomiendan



Revision de literatura 15

la prueba de Henze y Zirkler (1990) como prueba formal de NMV y recomiendan no
usar 6 de las pruebas consideradas en su estudio, entre ellas la de Mudholkar, Srivastava
y Lin (1995) y la de Mardia y Foster (1983), porque no conservan el tamano de prueba
fijado.

Farrell, Sahbian-Barrera y Naczk (2007) revisan literatura sobre pruebas para NMV
y estudian el tamano y la potencia de 3 de ellas. Usando simulacién encuentran que la
prueba de Henze y Zirkler (1990) tiene buenas propiedades de potencia particularmente
para tamanos de muestra mayores que 75 y que la extensién de la prueba de Shapiro-
Wilk propuesta por Royston (1992) es efectiva para detectar desviaciones de NMV para

tamanos de muestra pequenos.



Capitulo 4

Prueba para distribuciones estables

univariadas

En este capitulo se propone un método para construir pruebas de bondad de ajuste para
distribuciones estables con parametros de localidad y escala desconocidos. En la Seccion
4.3 se dan los detalles necesarios para probar las hipétesis de normalidad, Gumbel y
exponencialidad. En la Secciéon 4.5 se presenta una comparacion de las potencias de
estas pruebas con las potencias de las pruebas de Anderson-Darling (1952) y Epps
(2005), las cuales se describen en la Seccién 4.4 junto con la prueba de Shapiro y Wilk

(1965).

4.1 Introducciéon

Sea (s la clase de distribuciones integrada por las distribuciones sum, max y min-
estables cuyos unicos parametros desconocidos son los de localidad y escala.

Sea X1, X, ..., X,, una muestra aleatoria de tamano n de una funcion de distribucion
Fx € Cj,s con parametros de localidad y escala € 'y o > 0. Considere la transfor-
macion

Zy=h(X;,X;), i<j, j=12..n k=12 ..m (4.1)

16
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donde m = n(n — 1)/2 y h denota cualquiera de las operaciones suma, maximo y
minimo.

Por la propiedad de estabilidad de Fx, la f.d. de la v.a. Zj, denotada como G,
pertenece a la clase Cjs. Sean pup € Ry o7 > 0 los parametros de la distribucién G,

entonces

G(2)=F (2_”1)

o1
donde Fj (+) denota la forma estdndar de Flx, esto es, para u =0y o = 1.

Por lo tanto,

FH (G () = (4.2)

01
donde F; ! (+) denota la funcién inversa de Fy (-).
De (4.2) se tiene que ¢(Zy) = Fy; ' (G(Z;)) es una funcién lineal de la variable

aleatoria Zy. Asi, la correlacién entre ¢(Zy) v Zj es igual a uno.

4.2 La prueba propuesta

Para una muestra aleatoria X, X, ..., X,, de tamano n de una f.d. Fx(z), sean 2, Zs, ..., Z,,
las variables aleatorias definidas por la transformacién (4.1). Sea G,,(+) la funcién de

distribucién empirica de las Z; s, es decir,

_HFdeZis < z
= - .

Gm(2)
Entonces, un estimador del lado izquierdo de (4.2) es
0 Zy) = F; N (Gl Zy), k=1,2,...,m.
Para probar la hipdtesis:

Hy : Fx = F,,, donde Fj,, € Cj, (4.3)
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se propone usar como estadistica de prueba el coeficiente de correlacién entre q(Zy) y

Zi, k=1,2,...,m el cual se define como

Y (@20 -72)) (7 2)

\/z“ 1020 -72) S (2 2)
donde q(Z) m= Y A Z).

Por la relacién (4.2), se espera que la estadistica R sea cercana a 1. Por lo tanto,

(4.4)

una prueba de tamano « rechaza la hipétesis nula en (4.3) si R < k,, donde el valor
critico k, es tal que a = P(R < kq|Hp).

Note que para obtener k, se pueden escoger cualesquiera valores de p y o debido
a que la distribucion de R es aproximadamente libre de parametros, ya que bajo Hy,
por (4.2), g(Zy) es aproximadamente lineal y R es invariante bajo transformaciones de

localidad y escala.

4.2.1 Distribucién de la estadistica de prueba

Dada Hy y dados n y «, la constante critica k, se puede obtener usando simulacién de

Monte Carlo de la siguiente manera.

1. Se calculan N valores de R, digamos rq,79,...,7n, a partir de muestras pseudo

aleatorias de tamano n de la distribucién Fj;.

2. Sean r(1),7(2), .., 7(n) los valores r; ordenados de manera ascendente, i = 1,2, ..., N.

Un estimador del valor critico k, es Ea = T'(aN)-

4.3 Pruebas para algunas hipdtesis especificas

En esta seccion se dan los detalles que se requieren para aplicar el método propuesto
para probar las hipotesis de normalidad, de distribucién Gumbel y de exponencialidad.
En cada caso se proporcionan algunos valores criticos de la estadistica de prueba para

muestras de tamano 20 < n < 50.
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4.3.1 Prueba para normalidad univariada

Definicion: Se dice que la v.a. X tiene distribucion normal univariada si su f.d.

esta dada por
Fxa) = [

Se puede ver que la funcién caracteristica de la distribuciéon normal coincide con la

1 1
expd —=— (y—p)* pdy,p € R y o >0.
2ro 202

funcién caracteristica de una distribucién sum-estable con indice de estabilidad o = 2,
véase la Definicién 2 de la Subseccion 2.1. Entonces, es claro que la distribucién normal
pertenece a la clase Cjs5 ya que Fx(z) depende tnicamente de parametros de localidad
y escala.

Por lo tanto, el método propuesto en la Seccion 4.2 se puede aplicar para probar la

hipotesis
Hy n : la muestra aleatoria X, Xs, ..., X, tiene distribucién normal

de la siguiente manera.

Sea Ry igual a la estadistica R (definida en (4.4)) evaluada en

Zk:Xi—l-Xj, Z<], j:1,2,...,n

4Z) =0, (G(Z1)), k=1,2,....m

donde ®;' denota la inversa de la funcién de distribucién normal estandar.

Se rechaza la hipdtesis Hy y si Ry < k, donde k, es tal que a = P(Ry < ko|Hon),
es decir, k, es el percentil del a% de la distribucién de Ry bajo Hy .

La Tabla 4.1 contiene los percentiles del 1, 2.5, 5 y 10% de la distribucién de Ry
bajo la hipotesis de normalidad para muestras aleatorias de tamano 20 < n < 50. Para

obtener estos valores se siguié el procedimiento indicado al final de la Seccion 4.2. Se
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calcularon 20,000 valores de Ry a partir de muestras pseudo aleatorias de tamano n
de la distribucién normal univariada.

La Figura 4.1 contiene las densidades empiricas suavizadas de Ry para muestras de
tamano 30, 40 y 50. Se puede observar que la distribucién de Ry estd muy concentrada

a la izquierda del 1 y que se concentra méas a medida que aumenta el tamano de muestra.

4.3.2 Prueba para la distribucion Gumbel

Definicion: Se dice que la v.a. X tiene distribucion Gumbel si

T

Fx (z) =expq —e 01 , 1 €N y o >0. (4.5)

De los teoremas revisados en la Subeccién 2.1.2 (Teorema de Fisher y Tippet y
propiedad limite de las distribuciones max-estables), se tiene que la distribucién Gumbel
es max-estable. Entonces, de (4.5) y la observacién anterior, se ve que la distribucién
Gumbel pertenece a la clase Cjg;.

Por lo tanto, evaluando la estadistica R (dada en (4.4)) en

Zr =max{X;, X;}, i<, j=12,..,n,

Q((Z) = Fy " (Gl Z1)), k=1,2,..,m

donde F; ' denota la inversa de la funcién de distribucién Gumbel estdndar y de-

notandola como R, se obtiene una estadistica de prueba para la hipdtesis
Hy ¢ : la muestra aleatoria X, X», ..., X, tiene distribucién Gumbel

la cual se rechaza con un tamano de prueba « si Rg < k, donde k, es tal que a =

P(Rg < kolHog)-
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Figura 4.1: Distribucion de Ry para n = 30,40, 50
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La Tabla 4.2 contiene los percentiles del 1, 2.5, 5y 10% de la distribucién de Rg bajo
la hipotesis de distribucién Gumbel para muestras aleatorias de tamano 20 < n < 50.
Estos valores se obtuvieron usando 20,000 muestras pseudo aleatorias de la distribucion
Gumbel estandar.

En la Figura 4.2 se observa que la distribucién de Rg esta concentrada a la izquierda

de 1 y que se concentra mas cuando el tamano de muestra crece.

4.3.3 Prueba para exponencialidad

Definicion: Se dice que la v.a. X tiene la distribucion exponencial de dos pardmetros

St

FX(x)zl—exp{—u}, para x > pu, € R y B> 0.

g

Es bien conocido que el minimo de una muestra aleatoria exponencial también tiene
distribucién exponencial (Arnold, Balakrishnan y Nagaraja (1992)). Asi, es claro que
esta distribucién pertenece a la clase Cj,.

Por lo tanto, evaluando la estadistica definida en (4.4) en

7, = min {Xi,Xj}, 1<], J= 1,2,....n,

donde F; ' denota la inversa de la funcién de distribucién exponencial estandar y de-

notandola como Rpg, se obtiene una estadistica de prueba para probar la hipdtesis
Hy g : la muestra aleatoria X, Xs, ..., X,, tiene distribucién exponencial.

Se rehaza Hj g con un tamano de prueba « si Rg < kq, con k, tal que a« = P(Rp <

ko|Ho ).
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Figura 4.2: Distribucion de Rg para n = 30,40, 50
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La Tabla 4.3 contiene percentiles del 1, 2.5, 5 y 10% de la distribucién de Rg bajo
la hipétesis de exponencialidad para muestras aleatorias de tamano 20 < n < 50. Estos
valores se obtuvieron siguiendo el procedimiento indicado al final de la Seccion 4.2
usando 20,000 muestras pseudo aleatorias de la distribucién exponencial estandar.

La Figura 4.3 contiene la densidad empirica suavizada de Rg bajo Hj g para mues-

tras de tamano 30, 40 y 50.

4.4 Otras pruebas de bondad de ajuste

Sean x(1y < T(a) < ... < T(y) las estadisticas de orden de una muestra aleatoria
X1, Xo,..., X, de tamano n de una f.d. Fx. En esta seccién se revisa la prueba de
Shapiro y Wilk (1965) para normalidad univariada y las pruebas de bondad de ajuste
de Anderson-Darling (1952) y Epps (2005).

4.4.1 Prueba de Shapiro-Wilk

Sea ®(-) la funcién de distribucién normal estdndar. Para probar la hipdtesis de nor-

malidad univariada:

xr —

Hy: Fx(x) =@ ( ,u) , donde € Ry o > 0 son desconocidos,

g

Shapiro y Wilk (1965) proponen la estadistica de prueba

e

=1

n
donde T = — > x; y a; es el i—ésimo elemento del vector
ni=1

m'V~!
(m’V—lV—lm)l/2

a=(a,..,a,) =



25

Prueba para distribuciones estables

60
|

40

o
I I
0.98 1.00

Figura 4.3: Distribucion de Rg para n = 30,40, 50
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con m' = E[Z] y V = cov (Z) donde Z denota al vector de estadisticas de orden de
una muestra aleatoria normal estandar de tamano n.

Para calcular a es necesario conocer m and V. Sin embargo, ya que V sélo se conoce
para tamanos de muestra n < 20, Royston (1995) desarrollé un algoritmo para calcular
una aproximacion de a para muestras de tamano 3 < n < 5000.

La prueba de Shapiro-Wilk rechaza la hipétesis de normalidad con un tamano de
prueba « si Wx < k,, donde k, denota el percentil 100a% de la distribuciéon de Wy
bajo la hipétesis de normalidad.

Como Wx es una funcién del vector a, la distribucién de Wy no puede obtenerse
analiticamente y es necesario recurrir a métodos ntimericos para obtenerla.

Usando simulacién, Royston (1992) encuentra que la cola superior de la distribucién

de log(1 — W) se puede ajustar con una distribucién normal con pardmetros

[ty = —1.5861 — .31082y — 0.083751y* + .0038915%° (4.7)

o, = exp(—.4803 — .082676y -+ .0030302y2), (4.8)

donde y = logn y el tamano de muestra es 11 < n < 2000.
La prueba del siguiente lema se encuentra en Shapiro y Wilk (1965).
Lema 5.1: El maximo valor de W es 1.

Observacion 1. Es facil probar que Wx = Wy cuando

n

1
donde 52 = = (z; — 7)°.
n

i=1
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4.4.2 Prueba de Anderson-Darling

Considere la hipotesis nula Hy : F'y = Fy, donde Fy es alguna distribucién conocida.

La estadistica de Anderson-Darling es

AD — —p — Z (20 — 1) [lnF ($(i)) +1n (1 - F (x(n—l—l—i)))}

n

Se rechaza Hy si AD > ¢;_,, donde el valor critico ¢1_,, es el percentil 100 (1 — «) %
de la distribucion de AD bajo Hy. Cuando Fjy es la distribucion Gumbel, los valores

criticos se pueden obtener de Stephens (1977).

4.4.3 Prueba de Epps

Epps (2005) propone una clase de procedimientos para probar
H() : Fx(l‘) = F()(JZ, 91702), (410)

donde Fy(z;01,60,) denota una funcién de distribucién con pardametros de localidad y
escala 01 € Ry 0y > 0. Sea Z; = (X; — 61)/02 y sea ¢p(t) su funcién caracteristica
correspondiente.

Sean é\l y é\g estimadores equivariantes y consistentes de #; y #,. Considere las
observaciones estandarizadas Zj = (X; — @\1) / 0 cuya funcion caracteristica empirica

es:
n

O (t) == n_IZétZJ’? i=v-1lyteR

j=1

La forma general de la estadistica de prueba es

~ 2

I=n / 180 ) = o )] wit)ae

donde
w(t) = |¢o(t)l2//|¢g(7)|2d7.

Esta prueba rechaza la hipotesis Hy en (4.10) con un tamano de prueba « si I, > k.
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Para probar normalidad, la estadistica I,, se reduce a
[ _1+2n—126 Z Zk _2\/>26_Z2/6
i<k
La constante critica del 10% para muestras de tamano 10 < n < 400 es k1o, =
121 — 18072 4 85n~ — 2n73/2,
Bajo la hipotesis de distribucién Gumbel, se tiene que
8 W W, 2
In:1+—2—k2+82W [(W +1> jEi( W) +1] -
n 4 37
i<k (W + Wi > j=1
donde Ei(—r) = — [Fu e "du y W\J = ¢Z. Los valores criticos del 10% para
muestras de tamafio 10 < n < 400 estdn dados por k19, = .226 — .106n~Y/2 + .42n~1 —
8n3/2,
Bajo la hipotesis de exponencialidad,
L=142 Y el i <1 + 22) e %y
' "<k j=1 ’ 2

La constante critica del 10% para muestras de tamano 10 < n < 400 es k19, = .635.

4.5 Estudio comparativo

Esta seccion contiene los resultados de un experimento de simulacién de Monte Carlo que
se realizd para comparar la potencia de las pruebas propuestas para probar normalidad,
distribucién Gumbel y exponencialidad con las pruebas de Anderson-Darling y Epps.

La prueba de normalidad también se comparé con la prueba de Shapiro-Wilk.

4.5.1 Simulacion de Monte Carlo

La potencia de las pruebas se estimo6 usando 5000 muestras pseudo aleatorias de tamano
= 50 de cada distribucién alternativa con un tamano de prueba o = 0.10. Las

alternativas consideradas fueron:
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1. Exponencial(8) : f(z) = e ™8 >0y 3> 0.
e T
2. Logistica: f(z) = ———, r € R.
g f(x) e

3. Gumbel: f(x) =e%e® ",z €R.
4. Cauchy: f(z)=[r(1+23)]", z e R

5. Normal: f(x) = \/12_
7r

6. Gama(a,1): f(z) =

e

, e R

1
- (a)xa_le_z, x>0y a>0.

7. Normal contaminada (o, 3): f(z) = (1 — «)

(
8. Beta(a, 3): f(z)=B(a,f) 2ot (1—2)"", 0<z<1.

29

9. Estable(a, 8): ¢(t) = exp < — [t|" exp {—mﬂ (1—[1=a]) ‘tq }, reRya#l

10. t-Student(a): f(z) = a 'B (3, %)_1 (1 + ﬁ)_T , v €N
1

. B )1 logz —a'\’
11. Lognormal(w, 8): f(x) = g;ﬁ\/%e p{ 5 (—ﬂ ) } ;x> 0.
12. Weibull(a): f(z) = ax®texp {—z°}, z > 0.

4.5.2 Discusion de resultados

La Tabla 4.4 contiene las potencias estimadas de las pruebas para normalidad. En

general, se observa que las potencias de Ry, W e [, son muy similares y que la potencia

de AD es menor que la de las otras pruebas. La prueba W es méas potente cuando se

considera como alternativa alguna distribucion beta.

La Tabla 4.5 contiene las potencias estimadas de las pruebas para la distribucién

Gumbel. Se observa que Rg es mas potente que AD e I, cuando se consideran alter-

nativas Gama y Weibull. En general, se observa que R es mas potente que AD e [,

las cuales tienen un comportamiento muy parecido.

En la Tabla 4.6 se observa que la prueba Rp es considerablemente més potente que

la prueba de Anderson-Darling contra la mayoria de las alternativas consideradas. En

esta comparacion la prueba [, resulta ser mas potente que las otras dos en la mayoria

de los casos considerados.
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Tabla 4.1: Percentiles de Ry

0.01

0.025

0.05

0.10

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

0.9719
0.9740
0.9742
0.9754
0.9763
0.9767
0.9773
0.9784
0.9792
0.9808
0.9804
0.9807
0.9817
0.9828
0.9830
0.9831
0.9839
0.9832
0.9846
0.9848
0.9854
0.9861
0.9866
0.9865
0.9867
0.9874
0.9874
0.9874
0.9874
0.9880
0.9881

0.9796
0.9810
0.9810
0.9823
0.9825
0.9827
0.9836
0.9841
0.9845
0.9858
0.9856
0.9859
0.9863
0.9870
0.9871
0.9875
0.9880
0.9880
0.9885
0.9887
0.9889
0.9895
0.9897
0.9901
0.9900
0.9904
0.9906
0.9906
0.9906
0.9912
0.9911

0.9845
0.9852
0.9853
0.9862
0.9867
0.9869
0.9875
0.9877
0.9882
0.9888
0.9889
0.9893
0.9896
0.9900
0.9901
0.9906
0.9908
0.9910
0.9912
0.9915
0.9915
0.9919
0.9920
0.9922
0.9922
0.9925
0.9928
0.9927
0.9929
0.9932
0.9932

0.9887
0.9893
0.9893
0.9900
0.9903
0.9905
0.9910
0.9910
0.9915
0.9920
0.9919
0.9922
0.9925
0.9927
0.9929
0.9931
0.9933
0.9934
0.9936
0.9937
0.9938
0.9940
0.9941
0.9944
0.9943
0.9945
0.9947
0.9948
0.9948
0.9950
0.9950

30
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Tabla 4.2: Percentiles de Rg
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37
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41
42
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0.9131
0.9151
0.9196
0.9244
0.9262
0.9277
0.9317
0.9338
0.9339
0.9375
0.9393
0.9407
0.9414
0.9432
0.9450
0.9460
0.9469
0.9477
0.9500
0.9494
0.9497
0.9524
0.9531
0.9539
0.9541
0.9550
0.9565
0.9577
0.9585
0.9581
0.9587

0.9298
0.9308
0.9335
0.9360
0.9386
0.9402
0.9435
0.9450
0.9465
0.9476
0.9497
0.9504
0.9510
0.9530
0.9546
0.9553
0.9560
0.9568
0.9580
0.9577
0.9585
0.9599
0.9607
0.9613
0.9620
0.9630
0.9632
0.9639
0.9649
0.9652
0.9658

0.9402
0.9421
0.9438
0.9459
0.9473
0.9496
0.9519
0.9531
0.9549
0.9556
0.9571
0.9577
0.9589
0.9598
0.9611
0.9622
0.9631
0.9633
0.9643
0.9643
0.9651
0.9662
0.9666
0.9676
0.9676
0.9687
0.9691
0.9696
0.9702
0.9708
0.9709

0.9506
0.9525
0.9537
0.9557
0.9573
0.9585
0.9605
0.9616
0.9632
0.9638
0.9649
0.9653
0.9663
0.9671
0.9679
0.9687
0.9697
0.9698
0.9706
0.9710
0.9713
0.9723
0.9728
0.9732
0.9736
0.9741
0.9746
0.9750
0.9754
0.9757
0.9763
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Tabla 4.3: Percentiles de Rg

0.01

0.025

0.05

0.10

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

0.9051
0.9114
0.9149
0.9184
0.9209
0.9241
0.9259
0.9278
0.9302
0.9353
0.9364
0.9379
0.9387
0.9414
0.9430
0.9440
0.9466
0.9471
0.9475
0.9500
0.9502
0.9526
0.9518
0.9536
0.9553
0.9557
0.9573
0.9584
0.9589
0.9597
0.9601

0.9226
09270

0.9304
0.9327
0.9351
0.9373
0.9390
0.9408
0.9429
0.9461
0.9474
0.9484
0.9492
0.9516
0.9521
0.9531
0.9555
0.9560
0.9569
0.9580
0.9590
0.9607
0.9606
0.9616
0.9628
0.9635
0.9643
0.9651
0.9658
0.9662
0.9671

0.9354
0.9387
0.9407
0.9432
0.9451
0.9475
0.9482
0.9498
0.9517
0.9542
0.9554
0.9565
0.9578
0.9592
0.9596
0.9603
0.9625
0.9628
0.9636
0.9646
0.9655
0.9663
0.9669
0.9676
0.9683
0.9689
0.9701
0.9703
0.9707
0.9715
0.9723

0.9473
0.9500
0.9516
0.9536
0.9553
0.9569
0.9580
0.9597
0.9607
0.9626
0.9635
0.9647
0.9656
0.9665
0.9670
0.9678
0.9693
0.9695
0.9703
0.9709
0.9717
0.9724
0.9729
0.9734
0.9741
0.9745
0.9754
0.9756
0.9760
0.9764
0.9771
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Tabla 4.4: Potencia de las pruebas para normalidad (n=50, «=0.10)
Alternativa Ry W I, AD

Exponencial 100 100 100 100

Logistica 28 27 30 25
Gumbel 8 78 79 69
Cauchy 100 100 100 82
Normal 10 10 11 11
Gamma(2.5,1) 93 94 92 88
Gamma(4,1) 8 79 79 70
Gamma(6,1) 64 63 64 53

Gamma(12,1) 40 38 42 33
NormCont(.2,2) 38 35 37 30
Beta(2,3) 19 35 24 29
Beta(3,3) 4 15 7 14
Stable(1.5,0) 8 8 8 80
Stable(1.5,.5) 88 88 89 82
Student (6) 30 36 38 32
Lognorm(0,1) 100 100 100 99
Weibull(2,1) 53 55 53 45
Weibull(3,1) 9 12 10 12
Uniforme 34 88 43 T4
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Tabla 4.5: Potencia de las pruebas para Gumbel (n=50, a=0.10)

Alternativa AD I, Rg
Exponencial 90 79 100
Logistica 7t 77 80
Gumbel 11 10 11
Cauchy 100 97 100
Normal 67 71 73
Gamma(2.5,1) 21 20 100
Gamma(4,1) 11 10 99
Gamma(6,1) 1211 97
Gamma(12,1) 21 21 95
NormCont(.2,2) 79 79 79
Beta(2,3) 49 54 86
Beta(3,3) 73 82 57
Stable(1.5,0) 92 92 89
Stable(1.5,.5) 7776 98
Student(6) 9 79 79
Student(12) 737475
Lognorm(0,1) 98 96 100
Weibull(2,1) 16 15 95
Weibull(3,1) 49 54 77
Uniforme 88 92 56
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Tabla 4.6: Potencia de las pruebas para exponencialidad (n=20, «=0.10)

Alternativa Rg I, AD
Exponencial 9 10 10
Logistica 90 100 79
Gumbel 98 100 33
Cauchy 97 100 93
Normal 87 100 75
Gamma(2.5) 33 29 12
Gamma(4) 49 65 26
Gamma(6) 58 93 38
Gamma(12) 69 100 50
NormCont(.2,2) 89 100 79
Beta(2,3) 62 66 42
Beta(3,3) 81 96 67
Stable(1.5,0) 93 100 83
Stable(1.5,.5) 81 99 66
Student(6) 90 100 81
Student(12) 88 100 79
Lognorm(0,1) 13 28 21
Weibull(2) 57 58 33
Weibull(3) 82 98 66
Uniforme 61 71 44
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Capitulo 5

Pruebas para distribuciones estables
multivariadas: el caso de la normal

multivariada

En este capitulo se propone una prueba para normalidad multivariada (NMV) basada
en la prueba de Shapiro y Wilk (1965) para normalidad univariada la cual se revisa
en la Seccién 4.4.1. La prueba propuesta se presenta en la Seccion 5.1. En la Seccion
5.2 se revisan las pruebas para NMV de Mardia (1970), Henze y Zirkler (1990), Mud-
holkar, Srivastava y Lin (1995) y Srivastava y Hui (1987). La Seccién 5.4 contiene una
comparacion de la potencia de la prueba propuesta con las potencias de las pruebas

revisadas en la Seccion 5.2.
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5.1 Una prueba para normalidad multivariada

Se dice que el vector aleatorio X definido en P tiene distribucién normal p—variada
con vector de medias p y matriz de covarianzas X la cual se denota como NP (p, X) si

su funcién de densidad esta dada por:

~1)2
) = b e { s -}

Sea X1, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria p—variada de tamano n > p > 1. En esta

seccién se propone una prueba para la hipotesis:
Hy: Xq,Xa, ..., X, tienen distribuciéon N” (i, X)), con p y 3 desconocidos.

Sea 0 el vector de ceros de orden p y sea I la matriz identidad de orden p x p. La
propuesta se basa en la siguiente proposicion la cual establece una caracterizacién bien
conocida de la distribucién NMV.

Proposicién: X «~ NP (u, X)) siy sélo si Z = > (X — p)~ NP(0,1).

Sean X y S el vector de medias y la matriz de covarianzas muestrales. Es decir,
- 1 & - —/
X=n"') X yS:ﬁZ(Xj—X) (X; -X)".
j=1 j=1

Sea S~1/2 la matriz raiz cuadrada definida positiva simétrica de S~!, la matriz inversa
de S.
Cuando Xj,Xa, ..., X, es una muestra aleatoria de la distribucién N? (u, X)), se

espera que los vectores aleatorios
Z: =812 (X;-X), j=1,2,..,n, (5.1)

tengan distribucién cercana a la N? (0,I). Por lo tanto, se espera que las coordenadas de
Z7, denotadas como Zy, ..., Zp;, sean aproximadamente independientes con distribucion
normal estandar univariada.

Para probar la hipétesis nula de normalidad multivariada se propone la estadistica

de prueba

1 p
W= =S "Wy, 5.2
pi:1 Zi ( )
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donde Wy, es la estadistica de Shapiro-Wilk evaluada en la ¢—ésima coordenada de las
observaciones transformadas Z;1, ..., Zy,, 1 = 1, ..., p.

Bajo Hy, se espera que W* sea cercana a uno ya que también se espera que cada
Wy, i=1,..,p, sea cercana a uno.

Se rechaza Hy con un tamano de prueba o si W* < ¢,y p, donde la constante critica

Can,p Satisface la ecuacion:
a=P{W" < cunyp | Hy es verdadera } .

La distribuciéon de W* bajo Hy no depende de los pardmetros desconocidos (u, X)
ya que es una funcién de las observaciones estandarizadas (Henze y Zirkler, 1990).

Note que cuando p = 1, (5.1) es igual a (4.9). Asi, por la Observacién 1 de la
Subeccién 4.4.1, (5.2) es igual a (4.6). Es decir, en el caso de dimensién uno, W* se

reduce a la estadistica de Shapiro-Wilk.

5.1.1 Distribucién de la estadistica de prueba

Debido a que, bajo la hipdtesis de normalidad univariada, la cola superior de la dis-
tribucién de log(1—W), donde W es la estadistica de Shaprio-Wilk, se puede aproximar
con una distribucién normal con parametros y, y o2, dados en (4.7) y (4.8), y debido a
que W* es un promedio de estadisticas de Shapiro-Wilk cuya distribucién empirica es
semejante a la de W, la cola superior de la distribucién de W = log (1 — W*) también

se puede aproximar por una distribucién normal con pardmetros p; y 0%, donde

p—1 e2unton)
Uf = log { » + TR

(Ver Apéndice C.)

Por lo tanto, la constante critica para la prueba W* resulta ser

Camp=1—exp{py + 1@ (1 —a)}. (5.3)
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donde ®~!(z) denota la inversa de la funcién de distribucién normal estdndar.
En las Figuras 5.1 y 5.2 se observa que la distribucién normal aproxima bien la cola

derecha de la distribucién empirica de Wy cuando (n,p) = (20,5) y (50, 5).

5.2 Otras pruebas para normalidad multivariada

En esta seccién se revisan las pruebas de Mardia (1970) y la clase de pruebas prop-
uestas por Henze y Zirkler (1990). Las primeras son de interés porque son clésicas en
el problema de probar NMV y las de Henze y Zirkler porque han sido recomendadas
por varios autores como pruebas formales para NMV (ver Capitulo 3). Asimismo se
revisan dos pruebas basadas en la prueba de Shapiro-Wilk, una es la prueba de Mud-
holkar, Srivastava y Lin (1995) que usa la estadistica de Fisher para combinar pruebas

independientes y la otra es la prueba de Srivastava y Hui (1987).

5.2.1 Pruebas de Mardia

La prueba MS de Mardia (1970) estd basada en la estadistica:

b= 5 30 % - X)'s 7 (x- %)

jk=1

Bajo Hy, %nbL » & X127(p+1)(p+2)/6' Esta prueba rechaza H para valores grandes de b, .
La prueba MK de Mardia (1970) usa el siguiente estimador de la curtosis multivari-

ada como estadistica de prueba

Bajo Ho,
vV (by, , —p(p+2)(n—1)/(n+1)) & N (0,8p(p+2)).

Se rechaza H, para valores pequenos y grandes de by .



Prueba para multinormalidad

15

1.0

0.5

0.0

Distribucion empirica (- -)
Distribucion aproximada (__)

-3.5 -3.0 -2.5

Figura 5.1: Distribucién de W} para (n,p) = (20,5)

-2.0
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1.5

1.0

0.5

0.0

Distribucién empirica (- -) /
Distribucion aproximada (__) ]

-4.5 -4.0 -3.5

Figura 5.2: Distribucién de W} para (n,p) = (50, 5)

-3.0
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5.2.2 Prueba de Henze y Zirkler

Henze y Zirkler (1990) presentan una clase de pruebas invariantes y consistentes para

NMV. La estadistica de prueba es

Tﬁ =n (4I(S singular) + Dn,BI(S no singular)) s

donde I es la funcién indicadora y

Doy = /
RP

donde 9,,(t) es la funcién caracterfstica empfrica de las Z7s dada por

2

¢p (t) dt

6 ®) - xp { -3 I}

Pn(t) = %Zexp {it’Zj}, t € R
j=1

1 1
¢p (t) = (2" exp {—2—52 ||t||2} , teR”

El parametro [ se escoge arbitrariamente y para cada valor de este se tiene una prueba
diferente.
D,, 3 se puede calcular de la siguiente manera:

1 ¢ 2
D,z = —Zexp{—%HZ;—ZZ

n? -
Jik=1

), 1
T+ 27

}

Esta prueba rechaza H, para valores grandes de 7. Henze y Zirkler presentan

a7 g e e I

j=1

algunos percentiles empiricos de la distribucién de T para muestras de tamano n =

1 9 1)) Y@+
20, 30, 50, dimensiones p = 2,3, 5 y parametro 3 = 0.5,1,3y (§ = E (n( p4—|— )) ‘

También aproximan la distribucién de T}z con una distribucién lognormal.

5.2.3 Prueba de Mudholkar, Srivastava y Lin

Aqui se describe la prueba Wy para NMV de Mudholkar, Srivastava y Lin (1995) quienes

proponen 7 pruebas més. Se escogié Wy por ser la que tiene mejores propiedades de
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potencia entre las 8 pruebas propuestas, de acuerdo con los resultados del estudio de
simulacion realizado en el mismo trabajo. El procedimiento de prueba es el siguiente.

Sea X(;) la i—ésima fila de la matriz de datos. Sean by, i = 2,3,...,p, k =
1,2,...,i — 1, los coeficientes de la regresién de X(;) sobre X1y, X(g), ..., X(;—1) ¥ sea
e(; el i—ésimo vector de residuales, 2 = 1,...,p. Es bien conocido que e(; es indepen-
diente de X(1), X(g),..., X(i—1), ¢ = 1,...,p, ¥ que sus componentes tienen distribuciéon
normal univariada. Ademds, cualquier funcién de e(;) también es independiente de
X1y, X(2), ---» X(i-1), en particular lo es la estadistica W' de Shapiro-Wilk evaluada en
e)-

Considere la transformacion: Y () = Xy, Yoy = X(2) — b1 X (1), ...,
Y = Xp) = bpp-1X 1) = 0p2X(2) — bpa Xy

Note que Y ;) difiere de e(;) sélo por una constante. Entonces, la estadistica W evalu-
ada en Y ;) esigual a W evaluada en e(;) y también es independiente de X1y, X(2), ..., X(i—1).

Sean P, P, ..., P, los valores—p que resultan de aplicar la prueba de Shapiro-Wilk
a los vectores Y (1), Y(2), ..., Y(). La estadistica W aplicada a Y1), Y(2),..., Yp) v los
valores—p correspondientes P;, P, ..., P, son aproximadamente independientes.

La estadistica de prueba Wpr que proponen Mudholkar, Srivastava y Lin para NMV

es la estadistica de Fisher para combinar pruebas independientes la cual esta dada por
p
Wp=-2 Z log P;.
i=1

Bajo Hy, W tiene distribucion Ji-cuadrada con 2p grados de libertad (Xgp). Se rechaza
la hipotesis de NMV para valores grandes de Wp.

5.2.4 Prueba de Srivastava y Hui

Sea H = (hy, ..., h,) una matriz ortogonal de dimensién p x p tal que H'SH = D donde
D = diag{dy, ...,d,}. Eli—ésimo componente principal cuando la matriz de covarianzas
Y. se estima con S es

Y, =hX, i=12 .,p.
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Sea W; la estadistica de Shapiro-Wilk evaluada en Y;, 2 =1,2,...,p. Sea

G(W;) =~ +dlog { }/Vi;vi}
donde 7, 0 y € se encuentran en la Tabla 1 de Shapiro y Wilk (1968) para muestras
de tamano n < 50. Para n > 50 estos valores se pueden obtener con los resultados de
Shapiro y Francia (1972) y Royston (1982).

Srivastava y Hui (1987) proponen la siguiente estadistica de prueba para probar

NMV )
My = =2 log @ (G(W;)).
=1

Bajo Hy, M tiene distribucién aproximada Xgp. Valores grandes de M; indican no

normalidad.

5.3 Estudio comparativo

En esta seccién se presenta una comparacién de la potencia de las pruebas W*, MS y
MK de Mardia, 75 de Henze y Zirkler, Wr de Mudholkar, Srivastava y Lin y M; de

Srivastava y Hui.

5.3.1 Simulaciéon de Monte Carlo

La potencia de las pruebas se estimé usando simulacion de Monte Carlo. Se simularon
5000 muestras pseudo aleatorias de tamano n = 20,50 de dimensiéon p = 2,5 de cada
distribucién alternativa. Se eligié un tamano de prueba a = 0.05.

Para realizar el estudio comparativo se consideraron distribuciones alternativas p-
variadas con marginales independientes con distribucién f, denotadas como fP, donde
f es alguna de las distribuciones siguientes: Gumbel, lognormal, sum-estable, Cauchy
estandar, t de Student y beta, cuyas funciones de densidad se describen en la Seccién
4.5.1, y las distribuciones:

1
1. Doble exponencial: f(x) = 56"‘””2, r e RN
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1
2. Gama(a, f): f(x) = on‘_le_x/ﬁ, r>0,a>0y3>0.
o (0%
1
3. X12/: f(%) = Wl.pﬂ—le—xﬂ, r>0yp=1,2,...

las cuales se denotan como Gumbel, LN(a, 3), S-Stab(«, 3), Cauchy, tx, B(a, 3), Dexp(«, 3),
G(a, 3), X2, respectivamente.

Se incluyeron alternativas de la forma f*~* x f¥ la cual denota una distribucién
p—variada con p — k marginales con distribucién f; y k£ marginales con distribucion fs,
k =1,2. También se consideraron las siguientes distribuciones alternativas:

4. Esférica con generador g, denotada como SPH(g), ver Johnson (1987).

. F 2 —I— a —|— 1 a
5. Pearson tipo II (PSII,(a)): f(x) = FE€/+ 1)(7TP/2)) (1- ||xH2) 0 < |Ix|I” < 1,

a> —1.

6. Pearson tipo VII (PSVIL,(a)): f(x) = (@)

1 7% a>p)2.
F(&—p/2)<77p/2) ( + ||XH ) , a p/
7. Mezcla de las distribuciones normales p—variadas N? (0, R;) y N (i, Ry) donde

p=p(l 1. 1), peR,y

1 r; T
r; 1 T

R, = ,1=1,2
ri Ty ... 1

con pardmetro de mezcla igual a k, denotada como NMIX(k, p, 71, 72).

5.3.2 Discusidon de resultados

Las Tablas 5.1 a 5.4 contienen los porcentajes de rechazos de las pruebas para normal-
idad.
Las pruebas W*, MS, MK, T'5 y M;, en general, conservan el tamano de prueba
fijado (aw = 0.05) y en algunos casos las pruebas M7, MS y MK son muy conservadoras.
La prueba Wy no conserva el tamano de prueba. Como puede verse en las Tablas
5.2 y 5.4, existen casos en los que el tamano estimado es 8 y 10 veces el tamano fijado.

Por lo tanto, dado que Wgr no es una prueba de tamano a = 0.05, su potencia no es
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comparable con las potencias del resto de las pruebas.

Ninguna de las pruebas en estudio es uniformemente méas potente; sin embargo, los
resultados permiten hacer algunas observaciones generales respecto al comportamiento
de la potencia de las pruebas.

Bajo las alternativas con marginales independientes se observa lo siguiente:

En las cuatro combinaciones de (n,p) consideradas, la prueba W* es mas potente
que las pruebas T'5, MS y MK. Se observa lo mismo cuando se comparan W* y M,
excepto porque en el caso (n,p) = (20, 2) estas pruebas tienen un comportamiento muy
parecido.

Al comparar la Tabla 1 con la 3 y la 2 con la 4, se observa que las potencias de
las pruebas MS, MK y M; disminuyen cuando aumenta la dimensién, mientras que las
potencias de W* y T'5 siempre aumentan.

Contra alternativas esféricas, las pruebas son muy sensibles ante un incremento en la
dimensién y son sensibles ante un incremento en el tamano de muestra principalmente
en dimensién 5. Ninguna de las pruebas es uniformemente mas potente que las demas.

Contra las mezclas de distribuciones normales se observa lo siguiente:

Las pruebas MS, MK y W* no detectan las mezclas de distribuciones normales
con marginales independientes consideradas. La prueba M; es la mejor contra estas
alternativas y su potencia aumenta cuando el parametro de mezcla crece.

Todas las pruebas son sensibles ante mezclas de distribuciones normales con marginales
dependientes. Las pruebas T'5 y M; son las més potentes en este caso.

Bajo todas las alternativas se nota que las potencias de las pruebas aumentan cuando

el tamano de muestra aumenta.
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Tabla 5.1: Potencia de las pruebas para NMV en % (p=2, n=20, «=0.05)

Alternativa Tos MS MK M, Wgp W*
N(0,1)? 5 3 1 5 5 5
N(100,.0001)*N(100,10)* 5 2 1 6 7 5
Dexp? 33 26 24 30 36 37
Logistic? 15 10 8 12 14 14
Cauchy? 95 91 93 96 98 98
t2 67 60 61 67 69 70
2 26 21 18 23 26 26
S-stab(1.5,0)? 66 60 59 64 67 67
S-stab(1.75,0)? 39 35 32 37 39 39
B(1,1)2 1 0 0 10 24 28
B(1,2)? 15 4 1 20 40 42
Gumbel? 40 28 14 33 42 44
Exp? 87 70 37 80 95 96
G(5,1)? 29 18 8 25 31 32
(x2)? 50 33 15 46 59 61
(x3)? 21 13 6 19 23 2
LN(0,.5)? 63 48 26 55 68 70
S-stab(1.5,.5)? 70 64 60 68 71 72
S-stab(1.5,1)? 77T 70 57 T4 7T 79
N(0,1)*S-stab(1.5,0) 43 38 33 45 42 45
N(0,1)*Gumbel 22 14 7 21 21 23
N(0,1)*Exp 55 38 18 47 59 69
N(0,1)*y2 27 17 8 35 28 34
N(0,1)*LN(0,.5) 37 25 13 29 38 40
N(0,1)*t, 44 37 33 47 44 47
N(0,1)*B(1,1) 3 1 0 9 10 10
N(0,1)*B(1,2) 9 2 1 16 16 16
SPH(Exp) 70 58 64 68 64 63
SPH(G(5,1)) 4 2 1 6 6 6
SPH(B(1,1)) 3 1 1 5 4 4
SPH(B(1,2)) 17 10 10 17 17 19
PSII(0) 1 0 0 12 9 8
PSII(1) 1 0 0 4 4 4
PSVII(2) 72 66 66 68 62 61
PSVII(3) 40 33 30 31 28 27
PSVII(5) 17 13 10 13 12 12
NMIX(.5,2,0,0) 4 1 0 8 4 4
NMIX(.75,2,0,0) 10 4 1 14 7 5
NMIX(.5,2,0.9,0) 23 20 7 21 20 21
NMIX(.75,2,0,.5) 1 6 2 19 7 4
NMIX(.75,2,.9,0) 47 41 23 26 28 41
NMIX(.75,2,0,.9) 16 13 3 26 11 5
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Tabla 5.2: Potencia de las pruebas para NMV en % (p=2, n=50, «=0.05)

Alternativa Tos MS MK M, Wrp W*
N(0,1)? 5 4 2 2 5 5
N(100,.0001)*N(100,10)* 5 4 3 2 50 5
Dexp? 59 48 68 48 70 71
Logistic? 26 23 29 14 28 29
t2 95 8 97 NA 98 97
t2 46 43 52 35 52 51
S-stab(1.5,0)? 94 89 96 NA 96 96
S-stab(1.75,0)? 67 66 72 NA 71 71
B(1,1)2 3 0 27 21 92 94
B(2,2)? 1 0 2 4 21 22
B(1,2)? 61 21 1 39 96 97
Weibull(2)? 46 34 8 25 59 60
Gumbel? 8 80 46 63 88 89
Exp(1)? 100 100 83 97 100 100
G(5,1)? 73 64 25 46 79 80
(x3)? 96 91 47 78 98 99
(x35)? 56 48 19 31 59 60
LN(0,.5)2 98 96 70 87 99 99
S-stab(1.75,.5) 94 8 96 NA 95 95
N(0,1)*S-stab(1.5,0) 74 67 74 NA 77 T8
N(0,1)*t, 76 66 75 NA 80 82
N(0,1)*¢5 26 24 25 21 29 32
N(0,1)*B(1,1) 4 1 1 25 44 47
N(0,1)*Gumbel 55 49 23 43 57 58
N(0,1)*Exp 96 91 51 77 99 100
N(0,1)*x2 69 59 24 71 76 80
N(0,1)*B(1,2) 28 10 1 41 58 6l
SPH(Exp) 9 81 98 95 97 97
SPH(G(5,1)) 5 4 2 4 9 10
SPH(B(1,1)) 1 0 0 2 5 6
SPH(B(1,2)) 23 11 28 21 32 32
PSII(0) 3 0 52 29 48 49
PSTI(1) 1 0 5 2 6 11
PSVII(2) 97 92 98 NA 95 96
PSVII(3) 68 62 76 57 61 61
PSVII(5) 30 31 38 21 26 27
NMIX(.5,2,0,0) 4 2 1 9 5 4
NMIX(.75,2,0,0) 23 10 2 20 11 7
NMIX(.5,2,0.9,0) 69 76 17 45 45 53
NMIX(.75,2,0,.5) 30 27 4 32 11 4
NMIX(.75,2,.9,0) 90 90 65 B8 67 87
NMIX(.75,2,0,.9) 49 60 6 49 20 6
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Tabla 5.3: Potencia de las pruebas para NMV en % (p=>5, n=20, =0.05)

Alternativa To5 MS MK M, Wgp W*
N(0,1)° 5 1 0 5 5 5
N(100,.0001)*N(100,10)* 5 1 0 6 7 5
Dexp® 38 22 15 27 47 52
Logistic® 14 5 2 11 17 19
Cauchy® 100 99 99 100 100 100
t5 8 75 69 80 89 92
t2 29 16 9 23 34 38
S-stab(1.5,0)° 8 76 69 83 87 91
S-stab(1.75,0)° 53 41 31 51 57 61
B(1,1)° 1 0 0 5 25 34
B(2,2)° 1 0 0 4 5 6
B(1,2)° 1 1 0 9 46 56
Gumbel® 42 17 7 30 56 63
Weibull(2)® 12 2 1 1 23 29
Exp® 91 63 32 70 99 100
G(5,1)° 27 8 2 20 42 50
(x2)° 52 21 7 36 75 82
(x35)° 18 4 1 15 28 33
LN(0,.5)5 68 39 18 54 85 91
S-stab(1.5,0.5)3 8 75 67 82 8 91
S-stab(1.5,1)° 90 80 65 8 94 96
N(0,1)**S-stab(1.5,0) 27 17 9 38 24 37
N(0,1)4*y2 12 3 1 24 13 23
N(O,1)4*Gumbel 11 3 1 16 14 10
N(0,1)"*Exp 23 7 2 18 23 42
N(0,1)3*S-stab(1.5,0)? 47 36 23 56 44 60
N(0,1)%*(x2)? 20 6 2 33 23 43
N(0,1)3*Gumbel? 17 5 1 20 17 28
N(0,1)>*Exp? 45 17 6 30 49 76
SPH(Exp) 99 97 98 95 86 82
SPH(G(5,1)) 30 15 9 18 12 12
SPH(B(1,1)) 63 41 48 31 30 30
SPH(B(1,2)) 90 77 82 66 56 54
PSVII(5) 50 34 25 39 23 20
PSVII(10) 15 5 2 1 8 8
NMIX(.5,2,0,0) 4 0 0 21 4 5
NMIX(.75,2,0,0) 10 1 0 32 7 5
NMIX(.5,2,.9,0) 8 55 39 53 29 45
NMIX(.75,2,0,.5) 1 2 0 38 7 5
NMIX(.75,2,.9,0) 91 76 64 54 36 49
NMIX(.75,2,0,.9) 37 16 4 55 15 16
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Tabla 5.4: Potencia de las pruebas para NMV en % (p=>5, n=50, =0.05)

Alternativa Tos MS MK M, Wrp W*
N(0,1)° 5 4 2 1 5 5

N(100,.0001)*N(100,10)* 6 4 2 1 42 5

Dexp® 74 68 81 38 91 93
Logistic® 28 30 31 10 40 42
tg 58 61 64 34 73 75
S-stab(1.5,0)° 100 99 100 NA 100 100
S—Stab(1.75,0)5 89 &9 91 NA 93 94
B(1,1)° 2 0 39 1 99 100
B(2,2)5 1 0 5 1 30 38
B(1,2)° 5 5 1 8 100 100
Weibull(2)? 46 27 5 10 84 88
Gumbel® 93 87 b4 50 99 99
G(5,1)5 80 68 28 30 96 98
(x2)° 98 95 56 63 100 100
(x3:)° 61 47 18 17 83 86
LN(0,.5)° 100 99 &4 84 100 100
S-stab(1.75,0.5)° 89 90 &9 NA 94 94
N(0,1)**S-Stab(1.50) 60 59 55 NA 67 71
N(O,1)4*t5 16 16 12 12 20 23
N(0,1)**B(1,1) 4 2 1 4 16 19
N(0,1)**Gumbel 27 21 9 20 34 41
N(0,1)**Exp 68 55 24 25 85 04
N(0,1)4%y2 33 25 10 45 48 61
N(0,1)**LN(0,.5) 46 38 18 25 59 66
N(0,1)3*S-Stab(1.5,0)? 8 82 8 NA 91 93
N(0,1) * 2 27 27 24 19 37 40
N(0,1)3*B(1,1)? 4 1 1 4 38 48
N(0,1)**Gumbel? 51 42 19 32 67 75
N(O,l)g*Epr 9 &89 50 27 100 100
N(0,1)3*(x2)? 65 51 20 61 8 93
N(0,1)**LN(0,.5)2 80 71 38 49 92 95
SPH(G(5,1)) 60 57 69 21 29 28
SPH(B(1,1)) 88 59 93 46 65 66
SPH(B(1,2)) 100 98 100 93 97 96
PSVII(5) 88 87 92 63 62 60
PSVII(10) 28 30 30 10 14 15
NMIX(.5,2,0,0) 6 2 1 38 5 5}

(5
(1
(-
NMIX(.75,2,0,0) 26 7 1 67 9 5
NMIX(.5,2,.9,0) 100 100 94 95 83 91
NMIX(.75,2,0,.5) 31 25 2 76 10 6
NMIX(.75,2,.9,0) 100 100 100 96 95 98
NMIX(.75,2,0,.9) 91 89 20 94 37 39




Capitulo 6

Discusion y conclusiones

6.1 Discusion de resultados

El hecho de que el tamano estimado de la prueba W* sea menor o igual que el tamano
de prueba fijado en todos los casos estudiados, indica que es adecuada la aproximacion
usada para calcular las constantes criticas c,.,, dadas en (5.3).

Las distribuciones aproximadas de las estadisticas MS y MK bajo la hipétesis de
normalidad multivariada no hacen un buen ajuste de las distribuciones de MS y MK
ya que en varios casos el tamano estimado de estas pruebas es muy pequeno.

La distribucién aproximada bajo normalidad multivariada de la estadistica de Sri-
vastava y Hui, M;, da un buen ajuste con muestras de tamano 20 pero no con muestras
de tamano 50.

Mudholkar, Srivastava y Lin (1995) estudian el tamano de la prueba Wg con-
siderando unicamente el caso en que los elementos de la diagonal de la matriz de
varianzas y covarianzas son iguales a uno y todos los elementos fuera de la diagonal
son iguales a 0.5. En estas condiciones encuentran que Wy conserva el tamano. Sin

embargo, en este trabajo se consideraron otras matrices de varianzas y covarianzas y se
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obtuvo que la prueba Wy no preserva el tamanio (Tablas 5.1-5.4). Estos resultados con-
cuerdan con los de Mecklin y Mundfrom (2005) quienes recomiendan no usar la prueba
Wr de Mudholkar, Srivastava y Lin por esta razén. Otra desventaja de la prueba Wg
es que depende del orden de las coordenadas de la matriz de datos.

En un trabajo preliminar se estudié la potencia de una prueba para normalidad
multivariada basada en la estadistica M = min;<;<,{Wy,}, donde Wy, es la estadistica
de Shapiro-Wilk evaluada en la i—ésima coordenada de las observaciones transformadas
usando (5.1), la cual rechaza la hipé6tesis de normalidad multivariada si M es menor que
una constante critica. Se encontré que M es méas potente, en general, que las pruebas
MS, MK, T'5 y M; y menos potente que la prueba W*, en general.

En dicho trabajo preliminar también se consider6 una prueba para normalidad multi-
P =2
; lox; - L.

’;—1; donde 72 es el numerador de la estadistica
i=15i

de Shapiro-Wilk evaluado en la i—ésima coordenada de la matriz de datos y s? es n

variada basada en la estadistica V =

veces la varianza muestral de dicha coordenada, i = 1,2, ..., p. Se rechaza normalidad
multivariada si V' es pequena ya que por construccion se espera que V' tome valores cerca
de uno por la izquierda. Por medio de simulacién, se obtuvo la potencia de esta prueba
y se observo que en general es igual de potente que la prueba T'5 de Henze-Zirkler y

que es mucho més potente que 1’5 contra mezclas de distribuciones normales.

6.2 Conclusiones

Con base en la propiedad de estabilidad de las distribuciones sum, max y min-estables
se propone un método estadistico para probar bondad de ajuste de las distribuciones
de esta clase con parametros de localidad y escala desconocidos.

De los estudios de simulacion realizados, se tiene evidencia de que el método prop-
uesto genera pruebas de bondad de ajuste con buena potencia para las distribuciones
normal y Gumbel. La potencia de la prueba para normalidad es mayor o igual que la

potencia de la prueba de Shapiro-Wilk en la mayoria de los casos estudiados. La prueba
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para la distribucién Gumbel es mucho més potente que las pruebas de Anderson-Darling
y Epps contra alternativas asimétricas.

Se propone una generalizacién de la prueba de Shapiro-Wilk para probar normali-
dad multivariada (WW*) que es facil de implementar porque inicamente involucra una
estandarizacién de los datos y no requiere la obtencion empirica de valores criticos.

Los resultados de un estudio de simulacién muestran que la prueba W* tiene buena
potencia y en muchos casos es mas potente que las pruebas de Mardia y Henze-Zirkler
la cual es la prueba que recomiendan Farrell, Sahbian-Barrera y Naczk (2007), Mecklin
y Mundfrom (2005) y Thode (2002), entre otros, para probar normalidad multivariada.

Los resultados también indican que la prueba W* es consistente porque la potencia
aumenta en todos los casos estudiados cuando se incrementa el tamano de muestra.

La prueba W* es, en efecto, una generalizacion de la prueba W de Shapiro-Wilk
para el caso multivariado ya que W* coincide con la estadistica W en dimensién uno.

El Anexo D contiene programas en lenguaje R para calcular las pruebas Ry y W*.
El programa para Ry se puede usar para calcular las estadisticas Rg y Rg después de

hacer las modificaciones apropiadas.
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Apéndice A

Goodness of fit tests for

location-scale stable distributions
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Apéndice B

A generalization of Shapiro-Wilk’s

test for multivariate normality
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Apéndice C

Distribucién de W*

Debido a que bajo normalidad multivariada W* es un promedio de p estadisticas
aproximadamente independientes W; de Shapiro-Wilk, donde log(1 — W;) tiene una

distribucién aproximadamente normal (1, 02) (Royston, 1992), se tiene que

= B{W*} = B{W;} = 1 — enton/?

y
2% * 1 1 2(pn+02) 2pin+o?
o =Var{W*} = =Var{W;} = — |e=WnTon) — ¢n "]
p p
donde p, y 0, estan dados en (4.7) y (4.8).
Sea W} =log(1 — W*). Note que
E{"} =F{1-W*}=1-E{W*} =1y (C.1)
y
E{e®} = E{(1 —W")?} = (1 — )% + 0. (C.2)

Por otro lado, suponiendo que Wy tiene distribucién normal con pardmetros p y
o2, se tiene que
1 q

E{e"i} = eratoif? (C.3)
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E{2Vi} = ¢ttt (C.4)
Entonces, de (C.1) - (C.4), se obtiene el sistema de ecuaciones
eitot/2 1 e
e2ttol _ (1- M*>2 + o2

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene
) p—1 e2unton)
o; = log » + e to?

1 1
H1 = fn + 505 - 50%'




Apéndice D

Programas en lenguaje R

D.1 Programa para calcular la prueba Ry

La siguiente funcion calcula el valor de la estadistica Ry de la prueba para normalidad
univariada.
rn.test < — function(x)
{

n < — length(x)

nz < — NA

nz < — n*(n-1)/2

z < — rep(NA nz)

k<—-0

for(j in 1:(n-1))

{

for(iin (j+1):n)

{

k < — k+1

89



2[k] < — (x[il-+x[j])

}
FnZ < — rep(NA,nz)

FnZ < — seq(1,nz,1)/nz

y < — rep(NAnz)

y < — qnorm(FnZ)

r < — rep(NA,1)

r < — cor(sort(z)[1:(nz-1)],y[1:(nz-1)])
return(r)

}

Uso: rn.test(x), donde x es un vector de observaciones.
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D.2 Programa para calcular la prueba W*

La siguiente funcién calcula el valor—p de la prueba W* para normalidad multivariada
con base en una matriz de dimensiéon n X p.
wast.test < — function(y)
{
n < — nrow(y)
p < — ncol(y)
Sinv < — solve(((n-1)/n)*var(y))
media < — rep(NA,p)
media < — matrix(rep(apply(y,2,mean),rep(n,p)),ncol=p)
val < — rep(NA,p)
val < — eigen(Sinv)$values
vec < — matrix(rep(NA,p*p),nrow=p)
vec < — as.matrix(eigen(Sinv)$vectors)
raiz < — matrix(rep(0,p*p),nrow=p)
for(k in 1:p)
{
raiz < — sqrt(val[k])*vec[,k]%*%t(vec[,k])+raiz
}
z < — t(raiz%* %t (y-media))
w < — rep(NAp)
wp < — rep(NA p)
for(k in 1:p)
{
wlk] < — shapiro.test(z[,k])$statistic
}
wast < — mean(w)

wast2 < — log(1-wast)



y < — log(n)

m < — -1.5861-.31082%y-0.083751*y**2+4.0038915*y**3

s < — exp(-.4803-.082676*y+.0030302*y**2)

52 < — §™2

ma < — l-exp(m+s2/2)

s2a < — (exp(2*(m+s2))-exp(2*m+s2))/p

sigma2 < — log(1+s2a/(1-ma)**2)

mu < — m+s2/2-sigma2/2

p.value < — pnorm(wast2,mean=mu,sd=sqrt(sigma2),lower.tail=FALSE)

return(p.value)

Uso: wast.test(X), donde X es una matriz de dimensién n x p.
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